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Cilj ovoga rada Jje dokaz OpSte teoreme aproksim .cije za
Manisove valuacije nekih klasa komutativnih prsten':,odnosno
za Schillingove valuacije tijela . Komutativni prsieni se
razmatraju u prve dvije slave rada,a u poslednjoj, redoj glavi

ispituju se valuacije (nekomutativnog) tijela .

U prvoj glavi osnovni rezultat je Opita t :orema
aproksimacije (Teorema 4.6.). Od posebnog interesa su takodje,

neki rezultati o R-Priiferovim prstenima .

U §1Jg1.I daju se osnovne €injenice o Manisovo | valuaciji
kémutativnog prstena ([ 271 , [287, [267] ).
Tvrﬂnja 1.4, 1 Tvrdnja 1.6. i1lustruju nacin na koj. je izvrden
prelaz sa sludaja Manisove valuacije totalnog prst::na razlomaks
(nekog prstena) na sludaj valuacije proizvoljnog k mutativnog
prsﬁena . Tako su uopdteni odgovarajuéi rezultati [.Griffin-a
[17] i M.D.larsen-a [261 o valuacijama na total iom prstenu

razlomaka .

U §2.gl.I razmatraju se R-Priiferovi prsteni u amislu
J.Grdter-a [15] . Ranije data definicija R-Priifero rog prstena
u [18] imala je za posljedicu neke netaine (i neotpune)
tvrdnje M,Griffin-a (napr. [18] , Proposition 14.) U ovom
Parﬁgrafu'su izbjegnuti ti problemi,tadnije dokazaio je da
?rique'odgovarajuée tvrdnje M.Griffin-a,ali sada 1z ne3to
‘strozijy definiciju R-Priiferovog prstena (Def.2.18 ). Takodje
Bu;ﬂﬁbi%eﬁi neki rezultati o R-Priiferovim prstenim: i besz

dodatne pretpostavke da njihov totalan prsten razl maka sadrfi
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R kao svoj podprsten (napr. Teorema 2.4.). Posebno treba istaéi
sljedeée rezultate :

1) pokazan6 je da svaki konaéno-generisani R-regul’arni ideal
R-Priiferovog prstena mora biti R-invertibilan (Teorema 2.9.);

time je uop3ten jedan rezultat M.Griffin-a ([1¢],Th.7);

2) u Tvrdnji 2.21. je pokazano da za R-Priiferov prsten A
vrijedi jedna varijanta Kineske teoreme o ostacima (Def.2.18.)
i bez oretpostavke da je R podprsten totalnof prstena
razlomaka T(A) prstena A ; tako je uopsten cdgovarajuli

rezulata M,Griffin-a ( [18] , str.425.) ;

3) u Teoremi'2.26. je pokazano da za netrivijalnu valuaciju v
prétena R , takvu da Jje prsten Rv te valuacije R-Priiferov,
a pozitivni ideal P te valuacije R-regularar ,mora biti
Pv najveéli Réregularni pravi prosti ideal u Iv ,‘a takodje
svaki R-regularni ideal prstena Rv je i v~zatvoren

prva tvrdnja ove teoreme tako pokazuje da,uz De¢f.2.18,,

vrijedi jedan sporni rezultat M.Griffin-a ({187 , Prop.l4.).

U ?3.31.1 uvodi se pojam prstens sa velikim Jacobsonovim
radikalom (Def.3.l.). Jednostavan primjer (Primjer 3.4.) pokazuje
da prsten sa velikim Jacobsonovim radikalom ne more biti totalan
prsten razlomeka (nekog prstena).

Osnovni rezultat ovog paragrafa dat je u Teoremi 3.6.,gdje Je

pokazano da za netrivijalne valuacije vy,...,V,

NN R, mora biti
n

restena R sa

velikim Jacobsonovim radikalom prsten A=Rv
1

R-Prliferov , te da je R podprsten totalnog prsteri razlomaka
T(A) prstena A ., Takodje je pokazano da u prstenu A postoji
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—regularan element & sroizvoljno velike vali acij vi(a) .
«l,...,0 . Rezultati ‘‘eoreme 3.6. posluzili su ki o povod za
:e8to drugaéiju definiciju aproksimacione familije - aluaclja
rgtena (Def.3.8.j;uporediti sa (18] str.425.) . U T~rdnji 3.9.

e iskazana &injenica da Je svaka konadna familija 1 etrivijalnih
-aluacija prstena sa velikim Jacobsonovim radikalom aproksimacion:.

‘amilija za taj prsten .

U §ﬁ.gl.I razmatraju se teoreme aproksimacije z¢ aproksimaci-
me femilije valuacija. Osnovni rezultat ovog paragrafa je Opsta
;eorema aproksimacije (Teorema 4.6.). Pored pojma arroksimacione
‘amilije za ovaj paragraf su bitni ranije navedeni Jezultafi 0
:~Priiferovim pfstenima . Teorema aproksimacije u okclini nule
Teoremna 4.2.).dokazuje se jednostavno uz pomoé Tvrdnje 4.1.,a
Lakoﬁ_toga se dokazﬁje i Op3ta teorema aproksimacije (Teorema 4.6.).
‘a0 posljedice te teoreme dobivene su OpSta teorema aproksimacije
a valﬁacide prstena sa velikim Jacobsonovim radikalsm (Teorema 4.8,)
. Opéfa teorema aproksimacije M.Arapovica za valuacije totalnog

rstena razlomaka Prliferovog prstena (Teorema 4.9.).

U drugoj glavi se dokazuju teoreme aproksimicije za
nverzno povezane familije valuacija (Def.l.l.). Osnsvni rezultati
=Ve'glave su Teorema aproksimacije u okolini nule (T:orema 2.2.)
a kohaéno mnogo inverzno povezanih i u parovima neuoredivih
‘aluacija i rezultati o tzv. strogo inverzno povezan .m valuacijama

Def,l.l.)_dati u Teoremi 2.5.

UZ §1.g1.II daju se neke pomoéne tvrdnje o inverz 0o povezanim |

‘aluacijaﬁa (Iema 1.2.,Tvrdnja 1.4.),te se tako opra-dava
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uvodjenje nojma saglasn familije (Primjedba 1.5.i1)).

U ?2.9;1.11 dokazuje se Tvrdnja 2.1. koja Jjedno:r tavno
povladi teoremu aproksiracije u okolini nule (Teorema 2.2.).
Time je uop3ten odgovarejuéi rezultat J.Grédter-a ({1571 ,

Satz 2.5. i Satz 2.6.)., Teorema 2.4. pokazuje da vrijedi
Teorema aproksimacije u okolini nule za u parovima neuporedive

netrivijalne valuacije v,,...,V prstena R za }oje Je presten

1

A-Rv,rlfrfF\Rv, R-Priiferov . Takodje Jje pokazano da za strogo

1 n

inverzno povezane valuacije ViseoesVp prstena R , takve da

u Rv NN Rv postoje R-regularni elementi a »oroizvoljno

1 n
velike valuacije v,(a) , i=1l,...,n , vrijedi OpSte teorenma

aproksimacije .

U treéoj glavi se dokazuje OpsSta teorema aproksimacije

za Schillingove valuacije (nekomutativnog)tijela (T:zorema 3.1%.).

U ?1.9;1.111 date su osnovne cinjenice o Schilliigovim
valuacijama tijela prema t37:| , ali su formulisan: i dokazane
i neke druge tvrdnje po analogiji sa valuacijama na polju .

Uvode se u razmatranje invarijantni prsteni (Def.1.19.) i
iokazuje se da je za ideale takvih prstena mogule dfinisati
pojdam radikala kao u sluaju komutativnih prstena,t: da Je
radikal ideala valuacione oblasti kompletno prosti .deal te
oblasti (vadnja 1.27.). U Primjeru 1.28. se ukazuie na to da
kompletno prosti ideal P valuacione oblasti R t .jela K ne
nora biti invarijantan za sve unutrasnje automorfizie tijela K,
specijalno P ne mora biti pozitivni ideal neke va uacione

nadoblasti (ukK)od R.



U 92.g1.1I1 razmatraju se osnovne &injenice o [ -valuacijema
tijela kako ih je definicao K.Mathiak u [:29] . Tal o se napr. u
Tvrdnji 2.9. pokazuje da za M-valuacionu oblast R tijela K

problem naznaden u Primjeru 1.28. otpada (vidi i Primjedbu 2.10.).

tli§§.gl.III daje se OpSta teorema aproksimacije¢ za Schilling-
ove valuacije tijela (Teorema 3,14,). U tu svrhu J¢ formulisen
niz tvrdnji u vezi sa nekomutativnim prstenima raziomaka i u vezi
sa nekomutativnim aritmetidkim prstenima,polazeéi ¢d rezultata
radofa [73, 111,381 i U391 . Na osnovu tcga se zatiﬁ
jednostavno dokazuju Tvrdnja 3.4. i Tvrdnja 3.6. (takodje i
tvrdnje iskazane u Primjedbi 3.5.),8ime se opravdara koristenje
Kineske teoreme o ostacima za prsten jeanak presjelu konadno
mnégo neuporedivih valuacionih podoblasti nekog ti;ela .

Osnovna tvrdnja koja omogulava dokaz Teoreme aproksimacije
u okolini nule je Tvrdnja 3.12. Nakon toga se Jjednc stavno dotija
Teorema 3.13. i konadno OpSta teorema aproksimacije¢ za Schilling-

ove valuacije tijela (Teorema 3.14.) .

Posebno se zahvaljujem prof.dr Veselim Periéu zs.

podrsku i korisne'savjete u toku izrade ovog rada .
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2-PRUFEROVI PR'TFNI I THORMME APROK! IMACIJE

21. Osnovni pojmovi i &injenice o Manisovo] valu: ciji

Pod valuacijom v komutativnog prstena R :matraéemo
Manisovu valuaciju [27] ,dakle,preslikavane v:| =T U{oo},
gdJe Jje (T",+) totaipo uredjena Abelova gripa,a simbol
ooﬁ'.[" takav da Je za sve Y€ 1S tadno ' o0

YF+oo=00+Y§ =00+o0=00 , & osim toga vrijedi :

1) v(R)=T"U {00} 3
ii) (¥ x,y €R) v(x-y)=v(x)+v(y) 3

iii) (¥ x,y€R) v(x+y),},min{v(x),v(y)}

Skup R_-= {xG_R:v(xiz;O} je podprsten prsten: R 1
naziva se prsten valﬁaci,je v ,dok je skup Pv={x€ R:v(x)> 0}
prosti ideal prstena Rv i naziva se pozitivni i leal
valuacije v . Beskonadni ideal valuacije v Jje :kup
v'_l(oo)= {xe'R:v(x)#oo} i to je prosti ideal i »>rstena R
i prstena Rv . Za valuaciju v prstena R kaZeio da je'
trivijalna ako Jje {v(x):xeR} = {O,on} , & inale kaZemo
da je valuacija netrivijalna.05§gledno je da postyji bijek-
cija izmedju skupa svinh trivijalnih valuacija prscena R 1

skupa svih prostih ideala prstena R .

Posmatraséemo u daljem samo prstene koji imaju jediniéni

element.S1jedeéi rezultat pripada M.E.Manis-u :
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1.1. Teorema ( [ 28,Proposition 1.3 )
__:__—-——-———""'———-—-

Neka je prsten A podprsten prstena R 1 P prosti

sdeal prstena A . Tada su sljedeée tvrdnje medjusobno

ekvivalentne :

1) Ako je B podprsten prstena R i M prosti ideal

prstena B tako da vrijedi AE€B&R i ANlaP ,tada

je A=B 3
2) (Vx€RNA)(JpEP) xp€A\P ;

%) Postoji valuacija v:R I'U{m} prstena R takva
da je RV=A i Pv:P .

Za par (A,P) koji ime osobine 1),2),3) prethodne
teoreme,kaiemo da jJe valuacioni par prstena R .

7Za dvije valuacije v i w prstena R kaZzero da su
uporedive ako ;jé v<&w ili wgv , pri gemu w&v  oznada-
va upravo da postoji nekli uredjajni epimdrfizam f sa
rvU{oo} na I'WU {00} takav da Jje f(o0):- o0 , A
f (g)eI'w_ ( fG I'v) i za sve x€R vrijedi
w(x)=f(v(x)) . Primjetimo da u sludaju w<£Vv SIgurno
vfrijedi v'l(oo)=ﬁ'1(oo) . U sludaju da Je w*w i v*w,
za valuacije v i w prstena R kaZemo da su r euporedive.

7Za valuacije v i w prstena R kaZemo da ‘u zavisne
ako poetoji netrivijalna valuacija v° prstena R takva
da Je v"_c._v i 'v'_{,w . Inade,valuacije v i o nazivamo
nezavisnim.
| -Ako Ije v:R =T U{o0} valuacija prstena R , za ideal

Q ‘pratena R, kaZemo da je v-zatvoren ako iz v(a) € v(x)
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za neke n1€Q i xE€R slijedi xe&9 .

3frim3etimo da je radikal proizvoljnog v-zatvore og pravog
ideala valuacionog prstena sigurno pravi prosti id:--al valuaci-
gﬁbé pratena.
; Ukoliko ideal @Q prstena R, sadrzi regularan element
ﬁrﬁtena Py 9 kaZemo da\je ideal Q regularan,a v :oliko u 0
postoji element invertibilan u R , tada za ideal @ kazZemo
da je R-remgularan.Ova ista definicija regularnog,c nosno
R-regularnog ideala ostaje i u sludaju da se umjes o R_v
posmatra proizvoljan podprsten A prstena R 1 ileal Q u A.

M.Griffin je u [ 17] uveo pojam Sirokog prsten: razlomaka
‘Agpy prstena A po prostom idealu P u A, gdj: jJe A
podprsten nekog prstena R , na sljedeéi nadin : |

Appy= {x€R:(3s€A\P) xs€A} .

M.D.Larsen [25] , [26] je idealu Q prstena A pridru-
Zio skup Q*= Q7 Arpq ={x6R:(33€ AN\ P) xseQ} .Naravno,
Q” je ideal prstena A[P] , zatim QAEPJGQQ*' i vorijedi
Q*F\A=Q . Specijalno,ako je Q prosti ideal prsteia A ,tada
Je Q*h prosti ideal prstena AEP] . Ako je ideal P R-regu-
laran,lako se vidi da Jje A[PJS-'-,_R . MoZe se pokazati da u ne-
kim sPecijalnim'sluEajevima vrijedi 1 obrnuto,tj. 1a iz
AEP]EER slijedi R-regularnost ideala P . To je sigurno tad-
no ako je R totalan prsten razlomaka T(A) prstana A .
Naime,sko je I prosti ideal prstena A , R=T(A) , P nije
R-regularan,tada P nije regularan,pa za x&R iz x=a/s ;

8€A ; s - regularan u A , vrijedi s&A\P i x3€A , tj.

Age]
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51jedeéa tvrdnja obj dinjuje rezultate 1z (287 (Proposi-

tion 3.) i iz [181 (F-oposition 4.) :

1.2. Tvrdnja - Neka j° v:R—>T"Uioe} valuacl a prstena

R . Tada vrijedi sljede‘e

i) Skup v-zatvorenih ideala prstena R, totaln: Je
ured jen relacijom inkluzije.Prosti v-zatvore 1 ideali
P prstena Rv g1 upravo oni prosti ideali rrstena Rv
za koje vrijedi

v_l(oo)t_; PED .

ii) DPostoji bijekcije ¥ izmedju skupa svih v- .atvorenih
prostih ideala P prstena Rv i skupa svih izolovanih

podgrupa A grupe [I' data na sljedeéi na in :
P:PsA, 5 Ap={ e T :(VxeP)v(x)>maxy -y, 01 .

Pri tome izolovanoj podgrupi A grupe I' odg vara

v-zatvoreni prosti ideal F, = { x€R:(V& € L )L v(x)}.

iii) Ako izolovana podgrupa A grupe I odgovara )rostom
v-zatvorenom ideelu P prstena R, tj. aky je A=A,
tada preslikavanje w=iev , gdje Jje le :T”-—»Tﬂdﬁ
kanonski epimorfizam i £(e®)=o0 , predstavlia valuaci-

Ju prstena & i vrijedi :

R -{x€R: xP&P} ; PP .

Ukoliko je Ag T , tada je R =R, rpj i =P .
Pri tome je A IT' ako i samo ako P¢ v"lfm) .

Dokaz - Za odgovarajuée tvrdnje iz [18]1 i [28| dokazi

nisu navodjeni,ali su u sultini jednostavni.DokaZziio ovdje
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da netrivijalna valuac' ja w prstena R takva di WLV
zadovoljava uslov Rwﬁ?v[jP] za neki prosti v-zatvoreni
jdeal P3EV_1(°°) prsiena R . Naime,za uredjajri epimorfi-
zam [ s2 I'VU{M} na I'WU{W} takav da w=fov
f(o0)=00 Jje A=3xE€ I‘v:f(x)=05 izolovana pod; rupa grupe
I‘v i TwﬁPV/A . Jakle,i u sludaju w<£v moiemo presli-
kavanje w identifikovati sa preslikavanjem Vixi=»v(x)+ A
za xeR\v'l(oo) , odiosno Xr»o0 za xev"l(ooj o
Ako prosti v-zatvoreni ideal P odgovara izolova: oj podgru-
pi A ,tada AG I’ poviadi Pofv T(00) . Dal;e ,
Ry = R E‘P‘] . Naime, R$={xe R:xI'GP} i Py=P . Zato,ako ;e
x€R_ , tada xPCP , pa za s=1€RV\P vrijedi xs€ R, o
U sludaju da x€R\R_ i xPEP imamo F(x)>0 . pa za nelo
§€ A imamo 8.4_ v(x) L0 , dakle v(x)EA . Za s€P,
tekav da je v(s)=-v(x) , specijalno i v(is)eEA . vrijedi
SGRV\P , Jer Jje v(P)N N\ =% , dok sx€&R, . Dikle,vrijedi
Ry &Ry rpy

Obrnuto,neka su x &R i s€R,\TI takvi da 28R, .
Zbog v(S)eA , vrijedi V(s)=O,pa iz xs€R, siijedi
¥(x)20 , dakle , x€Ry , pa zato XPCP .

Konadno,vrijedi i
(Wx €R) w(x)=¥(x)=v(x)+A >0 &> (VTe A ) v(x) > 8§ &
<>  xE€P , t3. imamo P _=F .

1.3, Tvrdnja - Neka su (A,P) i (A°,P’) walu:reioni
parovi prstenea R . Tada vrijede sljedeée tvrdnje :

1) A<A’S R => PaP’

2) PaP’ = AsA’ ;
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3) Ako paru (A,P) odgovara valuacija v , a pa'u (A7,P")
odgovara valuacija v’ prstena R , tada je v'&V

ako i samo ako vrijedi

-1 .
v (W)EPVI E Pv 1 RV g_ Rv.r .

Dokaz - Tvrdnje pod 1) i 2) dokazuju se jednost .vno.Napr.
1) slijedi neposredno iz dinjenice da je za netri -ijalnu va-
juaciju v prstena R pozitivni ideal P jedn k skupu
1 x€R:(FFERNR,) xyeRV} .

DokaZimo sada tvrdnju pod 3).
Ako je v'& v , tada je P° v-zatvoreni prosti ileal prste-
na R_, dakle , v"l(w) C P°C P i naravno AC:A" .
Obrnuto,neka ;je' v'l(oo)C_;P"gP i ACA’ . Ideal P° Je
prosti v-zatvoreni ideal prstena A=R_ , pa ako j: A
izolovena podgrupa grupe I koja odgovara idea.u P’
(uz oznake iz dokaza Tvrdnje 1.2. pod iii)),imamo Pg = P°
1 -R{?f =R, rp’y] ° Dakle,valuacioni parovi (R{,- yEx)
(Rv"P#') prstena R su jednaki . Lako je vidje:i da pos-

lednje upravo znadi da postoji uredjajni izomorfiiam b 4

sa P—; U { oo} na I"v.- Ufoo} takav da je v’ PV .
Kako je T=fov , otuda dobijamo v'=(e flev , :j.
vrijedi v'{v .

l.4., Tvrdnja - Neka je A podprsten prstena R i P

prosti ideal u A takav da je (Appy,[FPlArpy) viluacioni
par prstena R , A[PJE R, a v:R—-—&]"U{oo} viluacija
prstena R koJja odéovara navedenom paru.Tada za »>roizvoljne
X,yEA za ko,jer'je {x,y} ¢ v"l(oo) vrijedi :

| (Fa,p€A) {a,b'} ¢ P A ax=by .
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_ Neka su x,y&A takvi da ix,y}¢ v-lioo) i

v(x)},v(y) . Naravno,tada v(y)<oo , pa po. toji r€R

Jokaz

18PT .
rakav da je v(r)=-v(y) , tj. v(ry)=0 , pa zato

ry € Appq\LFIAppg . Kako Je 0 & v(x)-v(y)=v(x)+v(:)=v(xr) ,
to Je xreAl-_-P-J . Zato postoje u,,E€AN\PF takvi ca Je
cr-u€A i yru-v,€A\T . Tada a=yruy, €A\ P 1 Db=uxyrcA,

jakle {a,b}iP i vrijedi ax=by .

1.5, Primjedba - i) Uz oznake iz Tvrdnje l.4.,u : lucdaju da

je R totalan prsten razlomaka T(A) prstena A . dobija se
odgovarajuéi rezultat M.Griffin-a [17,Lemma 5.,1) => 31
odnosno rezultat M.D.Larsen-a [ 26,Theorem 10.14.,..) 2)1 .
ﬁaime,u sluéaju R=T(A) , jednostavno se dokazuje «.a skup
C(TPIAppy )=C(P,)= { x€R: (Va - regularan u Arpy (I3 €

16 A[P]\ [P]A[P] ) xse&A[P]} , tzv. Jjezgro idea’'a FP_ je
hpravo jednak skupu v'l(oo) .

ﬁi) Sljededa tvrdnja takodje uopsStava rezultate M.Griffin-a,
odn. M.D.Larsen-a date za sludaj R=T(A) u [17] . odn. u

{26] .

1.6, Tvrdnja - Nekea je A podprsten prstena R . P prosti
ideal prstena A takav da je (A[P]’[P]A[P] ) wva .ulcioni
par prstena R 1 Arpj & R . Tada za proizvoljne -deale I i

J prstena' A od kojih je barem jedan R-regularan vrijedi
IAP & JAP ili JAP c IAP .

Dokaz - MoZemo pretpostaviti da su ideali I i J strogo

sadrZani u A . Neka je napr. ideal 1 R-regulara:: 1 a€l

také.vf da a"le R . Jasno , 04v(a)d oo , gdje Je s:. v ozna-

¢ena valuacija prstena R takva da Je Rv=AEP] i :Iv"[P]A[P] 5
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Pokazimo sada da posto 1 aoe A za koji vri,jedi a,Ss éJ’ i
OﬁV(30)4°° za sve . €AN\PF , ukoliko je iiAP¢JAP .
pretpostavimo zato da IAPQJAP i da elemert a I ne is-
punjava trafene zahtjeve.To znadi da za neko q& \ P vrije-
ai aq€J . Zbog IA,GE JA, , postoji d€I tak v da
as ¢J 20 sve SE&AN\NP . Prema Tvrdnji 1l.4. prim, enjenoj za
elemente a i 4 ; {a,d}$v_l(m) posto;e t z €A
$t,2y £ P i atedz . Otuda je tE€A\P . Trale,iz
t&P slijedi z2€AN\P , pa bi zato billo taino :q€AN\P ,
dakle vrijedilo bi :

d.zq=dz-q=at-q=aq-t €JAC J , suprotno i:zboru elementa d.
7znadi , t€A\P i vrijedi at=dz za neko r&A . Otuda,
zbog 'v(t)=0 i v(a) oo , zakljudujemo da mora "iti i
v(d)s#00 . Dakle ,.deI : 0<&v(d)< o0 ; (Vs€A\DP) dséJ .

Neka je sada b&dJ proizvoljan . Kako $¢,b} t v (o),
to na osnovu Tvrdnje l.4. zakljuclujemo da za neke X, JEC€A ;
{x,yy & P vrijedi dx=by . Zbog b&J , tc znaii da
dx€J , pa prema izboru elementa d , mora biti =:€P ,
dakle.sig:purho je y€&A\P . Otuda je b=(by)/y = (&x)/y €

€TAp, , tJ. TAp S IAp .

1.7. Primjedba - i) Uz oznake iz Tvrdnje 1.6.,1rimjetimo
da je uslov Acpy G R sigurno ispunjen ako je P pravi

prosti R-regularan ideal prstena A .

ii) Ako ideal P , u Twrdnji l.6.,nije R-regular:n i1 ako
Je napr. ideal T R-regularan,tada IApn=Ap . Naire, a&l
1 a_le'R .implicira a€ A\P , dakle 1l=a/a €I, . U ovom
Sludaju je znadi Tvrdnjae 1.6. trivijalna .



§2_ R-i'riiferovi prst ni

J klasiénom sludaju,oblast A naziva sc Pri: erova
oblast ako Jje lokalizacija Ay prstena A po pro’zvoljnom
maksimalnom jdealu M prstena A , valuaciona obl: 8t polja
razlonaks T(A) oblasti A . M.Griffin je 1970.gcdine [17]
qveo u razmatranje Priiferove prstene xod kojih su «.opusteni
i pnetrivijalni djelitelji nule.Pri tome je pojam Vuluacione
oblasti zamjenjen pojmom Maniso-ovog valuacionog pstena.
Preciznije,za prsten A kaZemo da je Priiferov prs:en ukoliko
je za svaki maksimalni ideal M prstena A 3irok. prsten
razlomaksa AEM] Manis—ov valuacioni prsten totaln,g prstena
razlomaka T(A) prstena A . M.Griffin je u pomen itom radu
dao &itav niz karakterizacija Priiferovih prstena.lN :Sto kasni-
je Jje M.D.lLarsen [26] pokazao da je prsten A Pfﬁferbv akon
i samo ako Je (Ath,[M]AEM]) valuacioni par tota .nog prste-
na pazlomaka T(A) prstena A za svaki maksimalai ideal M
prstena A .

Po analogiji sa_svojim redonm iz 1970. godine M, iriffin je
1974, godine [18] uveo klasu R-Priiferovih prsteni i takve
prstene je pokuSao karakterizirati na onaj nadin kiko je to
veé bilo udinjeno ranije za klsu Priiferovih prsteni.Medjutim,
tu analogiju nije bilo tako jednostavno uspostaviti i u radu
L1871 su ostale neke tvrdnje nedoredene (jer u strari nisu
ni dokazivane) a neke od njih nisu ni tadéne kao st>» Je poka-
Z80 J.Grﬁtef u [15] , 1982. godine. Naime,M.Grif *in ( po
analogiji sa [17] ) za podprsten A prstena R kaZe da js
R~-Priiferov ako je A[M] -{xeR:(BseA\ M) xs €& A} valuacioni
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;}gten a R 28 gvaki r aksimalni idenl M prstenst A .

If’H

yaluacionl par prstena R 2za svaki maksimalni idcal M u
L_, 5to inade vrijedi rko Je R=T(A) . Slijedeéi rrimjer

gojj_ to ilustruje pripria J.Grdter-u (157 .

2,1, Primier - Neka °2 A=Z [X] prsten polinomec od jedne
vﬁrijable X nad prstrnom 4 cijelih brojeva i I=Z[X,X'1]
-g.kup svih konacnih sum’ Zl. ai}{ni ; rz.ie VA niez .

f&gsno , R moZemo na prirodan nacin uloziti u totzlan prster
.';;l._zlomaka T(A) prstena A 1 RE}_T(A) . Skup 1=XZ[X] je
iﬁg@sti jdeal prstena .\ i vrijedi sljedele :

1) (A,P) je veluacioni par prstena R ;

'4i) Za svaki maksimalni ideal [ prstena A skup
.A[M]={xeR:(Hs&A\ M) xseA} je valuacicni

‘prsten prstena R ;

1ii) Tdeal P je R-regularan i nije maksimalan jdeal

prstena A 3

iv) Za maksimalan ideai M=(2,X) prstena A , rar

(A[M]’[M]A[M] ) nije valuacioni par prsten: R .

——————  DokaZimo sada navedene tvrdnje :

i) Neka je r€R\ A 1 napr. r=ao+al}{+-~+am}{m+e_1){“1 doree

o=k
r4+a_ X y a:€2 , k21 ; a_,#+0 .
Stavimo p=XX . Jasno , pEP i rp€A\P . Dakle , (4,P)

J® valuacioni par prstena R .

ii) lNeka Je M maksimalni ideal prstena A . Akc X€M ,
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tpda PE M, pa je A\MECA\P . Ctuda , ako sa v oznadi-

mo valuaciju prstena ' za koju je RV=A i PV=P s, dobijamo:
r€Aryy = (Fs€A\V) rs€A = s€A\P ; v(g):0 ;
04v(rs)=v(r) = ré&! .

Dakle,ako X&! tada [~ Aryy=A valuacioni >jrste1 prstena R.
Ako Y¢M , tada XEA\M i X% X=-1€A , dakle X '€ Ar,q»

pa zato AEM]=R Je trivijalan valuacioni prssen pestena R .

jjii),iv) Ideal P Jje¢ R-regularan a M=(2,X) Je maksimalan
ideal prstena A taken da PG M . Naime , X€P i X 1€R ;
2¢P . Dalje,prema dokezu tvrdnje pod ii) , za M={2,X) vri-
Jedi Apyy=A , pa bi zlog A GR i &injenice da j2 (A,P)
valuacioni par prstena R u sludaju da je i (A[E]’EM]A[M])
valuaciohi par prstena R , slijedilo P=[M]AEM] (Ivrdnja 1.3.
(1)). Dakle , P=ANP=ANLMIAr, =M , Sto je nemoguée . |

2,2, Primjedba - Prirjer 2.1. pokazuje da karakterizacija
R-Priiferovih (u smislu M.Griffin-a) valuacionih psrova data
u [18,Proposition 14.1 nije talna . Naime,uz ozrake iz
Primjera 2.1, par (A,’) je valuacioni par netrivijalne_
valuacije prstena R , R je podprsten od T(A) i P nije
maksimalan ideal prstena A iako je A R-Prilfercv prsten u

sSmislu M.Griffin-a .

" Da bismo izbjegli nnvedene probleme a i da bisro saduvali
neke od tvrdnji iz [1°] , dajemo sljedeéu definiciju
R¥?rﬁferovog prstena (./.Gr&#ter , [15] ) .

2.3, Definicija -~ Neka je prsten A podprsten yrrstena R
1 neka je sa fL(A) ovnaden skup svih maksimalnir ideala
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rstena & . Za prsten A kaZemo da je R-Priiferov ako je za
vako Ménfl(ﬁ) par (EEM],[MJA[MJ) valuacioni pir prstena
y ., Pri tome je AEM]={xeR:(BseA\ M) xs€ fx} ;

[Mlaryg= {x€R: (s €1\ M) xs€M ) .

».4, Teorema -~ Neka ;¢ A R-Priiferov prsten.Tadi su tacne

sljedece tvrdnje :

i) I(INL)=IJNIL , zs proizvoljne ideale I , J , L
prstena A 2za koje je jedan od ideala J 1 L

R-regularan ;

ii) (I+J3)(INJT)=IT , za proizvoljne ideale I , J prstena

A od kojih je barem jedan R-regularan ;

di) INI+L)=(INI)+(INL) , za proizvoljne ideale I,J,I

prstena A o4 kojih je barem jedan R-reguleran .

Jokaz ~ Navedene tvrdnje i),ii),iii) vrijede zz ekstenzije
‘osmatranih ideala u Ay , za svako MeJS)(4) , ne osnovu
vrdnje 1.6. i Primjedbe 1.7. Dalje,dobro je pozrnato da za
roizvoljan multiplikativan sistem S nekog komutativnog
rstena A i za proizvoljne ideale I i J prstzna A
'rijedi za ekstenzije ideala u prstenu razlomaka 371 .

3ljedede :
e pastlesly 5 s lann-stiinsls
TL(red)=nmiT 4 5715

)sim toga,ideali prstena A su jednosznadno odredizni svim

ivojim lokalnim komponentama , tj. ekstenzijama u Ay

1€.9.(A) .
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2;2;_23£ﬂﬂi§ - Yeka . @ A podprsten prstera R 1 ncka zs

gve ideale I i J prstena A od kojih je barer jedan

R-regularan vrijedi (T+J)Y(IN JT)=IT .
Ako je P pravi presti jdeal prstecna A ; a,t,c€A

L1

a"léR , tada iz 8, C bAp slijedi bAp QcAp 13
chp C bAp . Specijal:o , alp & cAp 111 chp C. aly .

Dokaz - Dokaz je analogan dokazu Leme 10.15. iz [26] .
2.6, Definicija - Neka je A podprsten prstena R i L

podmodul ‘-modula R . Za L kazemo da je R-razlcmljeni
jdeal prstena A ako postoji regularan element 1 @R takav
Tda Je rL CA .

. Za ideal I prstena A kaZemo da je R-invertibilan ako
bostqji R-razlomljeni ideal L prstena A takav da je

II=A .

2. . Tvrdnja - Neka je A podprsten prstena R 1 neké 28
sve ideale I , J prstena A od kojih je barem jedan R-re-
gularan vrijedi (I+J)(INJI)=IJ .

Tada je svaki konalno generisani R-regularan ideal prstens

A R-invertibilan .

Dokaz - Neka je I kona&no generisani R-regularan ideal
prstena A i c€1l ; c"leR . Neka je dalje ,

Je{x€R : xI G Ac} .
D°V01jno je dokazati dn vrijedi IJ=cA . Naime , ¢ Jje pod-
modul A-modula R i T& A, jer x€&€J povladi xc=ac ;
Za neko ag&A , pa je x=a . Dakle , J Je ideal rrstena A .

Dalje ’ Ac'l je R-razlomljeni ideal prstena A , pa bi iz
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(Jech slijedilo : I1. ne~loncene~L=n , ti. A=Ie( cAc™h)
e Je 1 R-invertibil-n ideal prstena A .

DokaZimo sada da je I-J=Ac . Jasno je da vrijedi IJ &€ Ac,
B Z8& obrnutu inkluziju Adovoljno je dokazati da za svakl mak-
simelan ideal M prstrna A vrijedl chy © (I3):y
([5]1 , str. 124, ,S81le stvie 3.). Poslednja inklu: ija je oli-
zledno tadna u sludaju 1a ideal M nije R-regula: an.Naime, .
tada Jje 02 R-regular-n element iz IJ , pa cze A\M ,tj].
;].-cg/cge(IJ)AM , dak’e (IJ)Ay=Ay .

Neka jec sada M R-regularan maksimalni ideal jrstena A.
Premé"l‘vrdnji 2,5. lako se vidi da postoje al,...,aneA
takvi da je I=(a1,...,an) 5 8)=C 3 (al,...,ak_l);.MgakAMQf-'

c a Ay - Za i=",...,k-1 postoje xi,yie;_ takvi da
;je ﬁiyi=akxi ; yiél\’l , dok za i=k,...,n-1 postcje X;975
iz A takvi da a.y.=7; X5 y; M .

Neka je sada b=y1--- Y1e-1%% """ Fpe1 Otuda je bYI ¢ cA ,
pa b€J . Zato je a ' €IJ , dok je a b=(y, J,. 1)c :
Yyt Y1 €ANM to znadi da c€(IJ)A, , tJ.

CAy & (IJ)AW1 .

2.8, Primjedba - Dokaz Tvrdnje 2.7. (kao i doka: Tvrdnje
2.5.) Je motovo identidan dokazu Teoreme 10.18. u [26] ,
dio 6) m» 1) , za sludaj R=T(A) . Ovd;je je dokaz r.avedezi,ne
samo kompletnosti radi,veé i zbog toga da se ukaZ« na oblik
R-razlomljenog ideala I za kojeg je I-L=A , gd.e Je A
Prsten sa havedenim osobinama a I konadno gener: sani R-—re-
€ularni ideal prstena A . Dakle,tu je za L uzet skup
Jeac™l | zdje je ceI R-reguleran a J=§{x€R : xI C AcY -
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>,9. Teorema - Ako 3 A R-Priiferov prster,tad: je svaki

conalno renerisani R-r rularni ideal prstena A 1 R-inverti-

nilan .

Dokaz - Dokaz slijedil neposredno iz Teoreme 2Z2.4. i
Tvrdnje 2-7-

>,10. Primjedba - i) Teorema 2.9. uopsStav: reznltat

1.Griffin-a [18,Theorem 7.,(1) = (3)] dat u sl:daju da jo

X podprsten totalnog prstena razlomaka T(A, opr:itena A .

i) Sljedeéi cilj koji Zelimo postiéi je dolazat . da svaki
R-nadprsten R-Prilferovog prstena je i sam R-i'riife ov prsten.

M u osnovnom slijedimo postupak M.Griffin-a dat :a sluda]
totalnog prstena razlomaka u [177] . U to] s:tuac .ji kao po-
lazidte M, Grlffln—u su posluZili rezultati F.Richian-a [35].
Kasnije je M.Gpiffin u [18] (Proposition 6. i Th:orem 7 ),

uz definiciju R-Priiferovog prstena drugaciju od D:finicije 2.3.,

naveo bez dokaza neke tvrdnje do kojih i mi Zelimo stiéi.

2.11. Definicija - Ako je R prstena A i B podprsteni
prstena R takvi da je A&B , kaZemo da je B R-nadprsten
ﬁrstena A .

Ako je x¢€R, sa (A:x)A oznadavamo skup {aEA : axeA},
a sa (B:x)A skup {aeA : axeB} '

2.12. Tvrdnja ~ Neka je A podprsten prstena i R pod-~
prsten totalnog prstena razlomaka T(A) prstena A , &8 B
neki R-nadprstén prstena A . Tada su sljedeée tvdnje medju-
Sobno ekvivalentne :

1) B je gladak A-modul ;
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2y (Vz€B) (A:z),B=l 3
2) za gyaki prosti idcal P prstena A vrijedi

PBaB ilil B& A[Pj ’
4) Za svaki maksimalni ideal M prstena B vri edi

Armna3=tomy

Ppi tome se u 3) i 4) Siroki prsteni razlomak:. formiraju .

u odnosu na prsten R .

Dokaz - 1) =>3) : DNeka je P prosti ideal prs'ena A 1
z=x/y €B ; x,y&A ; ¥y regularan u A . Tada je

y.(x/y) + (-x)-1 =0 .
Neka je I=(y,~x) ideal prstena A generisan skwpom{y,r-x'}.
Prema [5] (Predlo%.l.,str.25.) preslikavanje

I@AB —> A®,B (2 B)

definisano sa a®br-> ab 3; a€Il ; b&B , je :njektivno,
pa otuda :
y®(x/y) + (<x)®1 = O u I®,B .

Dalje,prema [ 57 (Predloz.1l3. ,str.42.) postoje koraéne fami--

liije . : . o) s
J (bJ)J ’ (ala)a

A , takve da vrijedi :

. j=1,2 ;3 elemenata iz B , odnosno i:

| - .
x/y-%aljbj s 1= Zgazdbj : (V3) yalj-—:':a23=0 .

Ako je 'ta}:‘ino 3236 P za svaki (od konacno mnogo - ndeksa) Js
teda PB=B , a ako postoji j takav da agjéA\P , tada
za tgkav indeks j vrijedi (x/y)a23=aljeA , t.i. 2=x/y
Pripada A[P] . Dakle,ako je PB& B, tada siguriio vrijedi
LAy
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3) =7?) : Neka je z&B takav da (A:Z)AB C.B . Tada posto-
§i maksimnlan ideal M prstena B takav da je (MZ)ABEM*

pa specijalno vrijedi 1 :

(A:z), & ((A:2),B)NASZ VNA = F = (A:2), C P AN PBCB.

7ato n& osnovu 3),mora biti B C Appy - Sada ZE€T C Arp]
implicira da za neko t€AN\P vrijedi ztef , dskle

té(MZ)Af;P , tj. vrijedi t€P , 3to je nemog ée . Prema
tome,ako vrijedi 3),ondea za svako 2z&B moras bit: (A:z)AB

jednako B .

2)=»1) : Da bi dokazali da je B gladak A-modul dovoljno
Je dokazati da za svaki ideal I prstena A pre:rlikavanje
I®,B ~>»3 , definisano sa a®b —> ab ; a€l , 1E€B ;
je injektivno [5 , PredloZ.l.,str. 25.)] .
. <7 , i ‘
Neka je c=Z.a.@®b, —> O , tj. L.a;b;=0 (skup
i > i *?
indeksa i Jje konadan). Stavimo Q=n(ﬁ-=bi)A . Sada Jje
i
Qec=0 . Naime , I®,B je A-modul i B-modul uz
b% (a®@b)=a bbb’ ; a€I ; b,b’&€D
Pa zato a€Q implicira ab,€A (Vi) . Otuda j¢ :
a Z, ' M ;
Cm8 ¢ - aiﬁbi 'L:!Lai®&bi = (Li. aibia)Ql = (@1 = 0,
dato iz (A:bi)ABnB , za konadan skup indeksa i . slijedi :

QBQ(T;[ (A:b,),)B - Q(A:bi)ﬂB -B , tj. B-QB .

Otude je za svako bEB tadno :

b'cG’B'c=BQ-c=B(Q-c)=B-O=O , Specijalno za b=1 dobijamo
C-OI



- 18 -

5) ) Meka je ' maksimalan idé_,al pristena B 1
p=MNA . Tada je (MN.HI)BEMCP , tj. PB&E B , pa zbog
3),vrijedi B & Appq - DNeka je x€Bpyq 1 pretpcstavimo da
je bEB\M takav da a=xb€B . Zbog a,b€B&.cpq , POS-
toje e, f€A\P takvi da eb,fa&A , tako da je :

xefbeaef=e-fa €A , dok efb €A\P (VNaime, eft=f-eb €A ,
pa bi iz f-eb &P sli‘edilo ebE€P& M , jer fE€A\P .
Otuda,zbog bE&B\M , cobili bismo e€M i e€lA , tj.
e€P , 5to je suprotno izboru elementa e .)

Prema tome , xEA[P] sy tJ. B[MIEA[P] .

S druge strane , A " 1 XGA[P] daju xs€AC.B za nelo
s€ANPLEB\M , pa €Bpyq , t. vrijedi i A[-P]Q By

4) =»3) leka je . prosti ideal prstena A, PBEB .
Tada za maksimalan ide:1 M prstena B takav da PB G M s

vrijedi :

P ;_ (PB)nA E MﬂA $ ,A[P];—, A[MF\A] =BEM];B # B_C_-ACP] »

2,15, Primjedba - Us'ov R E T(A) , u dokazu pr: thodne

Tyrdnje koristili smo :¢amo kod implikacije 1)=> ) .

2.14. Tvrdnja - Neka je A podprsten prstcna = i R
podprsten totslnog prsiena razlomaka T(A) prste:a A .,
Ako'je neki R-nadprstern B prstena A gladak A~rodul i
prsten B cio nad A . tada je A=B .,

Dokaz - Prema Tvrdnji 2.12.,za proizvoljan z€! vrijedi
(A:z)AB-B « Ctuda zakljucujemo da je (A:Z)A=A « Naime,u
Sludaju (A:z), & A , postojao bi maksimalan ide:1 P prs-

tena A takav da (A:z), & P, pa za neki maksim: lan ideal
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q u B bhi bilo QNA-P ([5]; Predloz.l.str.3'8. 1
peorema 1. str. 380.). Specijalno,vrijedilo bi (i:2), &Q ,
pa (A:2z) ,B&B , Sto je nemoguée . Dakle , (A:z, ,=A , tJ.
1€(A:z), » P2 ZE€A . |

1

2,15. Teorema - Neka je A podprsten prstena ! 1 R
podprsten totalnog prstena razlomaka T(A) oprstera A .

Tada su sljedeée tvrdnje medjusobno ekvivalentne :
1) Prsten A Je R-Priiferov ;
2) Svaki R-nadprsten prstena A je gladak A-mod1l

3) Svaki R-nadprsten prstena A je cijelo zatvo:en u R .

Dokaz - 1)=>»2) : Neka je B neki R-nadprste: prstena ..
Da bi dokazali da je B gladak A-modul dovoljno ;e vidjeti
da za svaki maksimalni ideal M prstena B vrij«di |
Bewy=Aran vl (Tvrdnja 2.12.) . leka je sada M 1aksimalan
jdeal u B i P=ANM , 2 Q maksimalan ideal p:-stena A
takgv da PC0O . Tade je (A[Qj,[Q]AEQj) valuacicni par
prstena R 1 Amjg AEP'JE BEM] .

Ako xeR\AtP] , tada xeR\A[Q] , pa postcii
bG[Q]AEQ] takav da xbeA[Q-_‘\[Q]AEQ] . Otuda za neko
SEAN\NQ vrijedi xb.s&A\Q , dok za bG[f-'Z'.lAI:Q-_il postoji
t€ANQ takav da btE€Q . Kako xbs€AN\Q 1 t€A\Q , to
dobijamo xbst&ANQ , dok Je q=bst=bt-s€NA & ‘', dakle,
Postoji q€Q takav da xq€A\Q . Ako q@P , “sda xq€A
implicirs .xeA[PJ , 3to nije mogule. Znali,postji q€&P
tekavy da xqg€A\Q . Ako bi za x vrijedilo xeB[.M]\AEP'l
tada bi za neko u€&B\ M bilo xu€eB . Ali , q&€.' M 1
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cEANQ S ANP & B\M , pa otuda gxu&M , jer (€M i
w€B - 7 druge strane , u€B\M 1 gx€B\M , ja zato
xu€BN\M . Dobivena kontradikcija pokazuje da iz Xx¢g R\AEP:I
1ijedi x€R\Bpyq , tJ. vrijedi Bruy & Arpy 1akle,

rijedi Arp3=Prmy -

y=»3) : Neka je B neki R-nadprsten prstena A i B

jijelo zatvorenje prstera B u R . Prema 2),prsten B je
1adek A-modul . Na osnovu Tvrdnje 2.12.,za svako ze'ﬁ ima--

fe (A:Z)A§=B .  Otuda 31ijedi
'€ (B:2),B ©(B:z)pgB & BBEE , tj. (B:z)gi=B ; 7z€3 .

15, AGQBET(A) , pa je T(B)=T(A) , dakle , BCBCRET(B),

to na osnovu Tvrdnje 2.12. implicira da je B gl:dak

-modul . Xonadno,prema Tvrdnji 2.14.,zakljudujemo da je'ﬁ;B.

)=1) : MTainost ove implikacije dokazuje se n: analogan

adin kxao u [26]) (Theorem 10.18.:dio0 (3) = (&)).

.16, Primjedba - Uz oznake iz prethodne Teoreme.napomenimo
.8 su implikacije 1)=?) i 3)=»1) tadéne i bez pretpostav-
e da je R podprsten od T(A) .

«17. Posljedica - Ako je prsten A R-Priiferov : R pdd-
rsten totalnog prstena razlomaka T(A) prstena . , tada Je

Vaki R-nadprsten od A ujedno i R-Priiferov prster .
lokaz - Taéﬁost tvrdnje slijedi neposredno iz Tecreme 2.15.

Pokazﬁéemo:sada da za R-Priiferove prstene vrijeci jedna

@rijanta Vineske teoreme o ostacima :
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18. Definicija - 2Za podprsten A prstena R ‘aZemo da

——

jjedi Kineska teorema o ostacima ako za proizvol nu famili-
Ml,...,Mn jdeala prstena A od kojih najviée dva ideala

gu R-rerularni i za proizvoljne elemente Xy,... xneA

stem kongruencija x=x; (mod Mi) : 1£ién ; ina rjeSenjc

tA ako i samo ako je Xx; =X (mod (Mi+Mj)) ; 2a sve 1,]

{l,...,n} .

19, Tvrdnja - Neka je A podprsten prstena R . Tada su

jedeée tvrdnje medjusobno ekvivalentne :
7a prsten A vrijedi Kineska teorema o ostaciiwa ;

7Za proizvoljne ideale L , M i N prstena A , od kojia
je berem jedan R-regularan,vrijedi :

Le(MAN)=(T+M) O (T+F) 3

Za proizvoljne ideale L , M i N prstena A , od kojih

je barem jedan R-regularan,vrijedi :

LN(M+N)=(LNAM)+(LNON) .

kaz - 1)=»3) : Nekasu L , M i N ideal. prstena
i najvis3e dva medju njima nisu R-regularni.Dovo .jno Jje do-
zatl tadnost inkluzije :

LO(M+N) © (ZAM)+(IZNN) .

0o je a€lL i a&M+N , tada postoje x€LfNM . yE€LNN
kvi da je a=x+y ako i samo ako element x€A —adovoljava
Jedede uslove : x-0 €L ; x-0€M ; x-a €L ; x-a¢-N .
kl&,uz x1.0 ’ x2.0 . x3=a ’ x4=& s M1=L ’ M2=M M3=N 9

=L ; vidimo da vrijedi xi-xjemiﬂ"lj za sve i J iz

Upa {,1,2,3,4}- . Otuda,prema 1) , postoji x& . takav da
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1.0 .
xleMi za SvVe 1 19--*514
22) Neka su T., M i1 N ideali prstena A 1
jviée dva od njih nisu R-regularni.Tada uzastopnom primje-

n relacije 3),dobijamo :

MYN (LD = (M) N L)+ ((L+M) N W) =L+ ((LAN) + (MNN) ) =L+ (MIIN).

1) Neka su V,,...,M, jdeali prstena A i medju
ima neka je najvise dva koji nisu R-regularni,a ‘lementi
yoeo s X EA takvi da je xi-xje Mi"'Mj za sve i,jeil,...,n}.
U sludaju n=2 , egzistencija takvog elementa €A sSlije-
i bez pozivanja na rclaciju 2) . Naime,ako x,- €M, +M,
ako su my € Ml y M€ i odabrani tako da je X;--Xp=mq-l, ,
la za X=X,-0, vrijedi x—xlet~’ll i x—xee Mé . Pri tome,
ravno,nijedan od ideala Ml i M2 'ne mora biti R-regula-
_Vodimo sada dokaz indukecijom po n i pretpostarimo da je

2 . Ako medju idealima My,...,M  ~ima nekih ko.ji1 nisu

n
regularni,neka su to upravo M, ili M; i M, . Postoji
A takav da x_'—xieMi z8 sve iG{l,-...,n-l} . Dalje ,
L=Mp » MMy 4
bidamo iz 2)

i N=1£.JH\2 Mi , kako je L Il-regularan,
leIll—

b N M =T (MO N) = (TN (TaN)=(M M I N u
l1€¢i¢n-1 * + )= (TN (T+N)=( n*'n-1 N( ]L+1£i$n_2 _.-_)’

‘Primjenjujuéi isti postupak sade na M _+ N

ii- itd-
1€¢i¢n-2 * * -

» Vvidimo da vrijedi :

M 4+ n M. = n (Mn-]-M:. ) .

m 1¢i¢n-1 * 1%i4én-1
z2nadi da ,jg_ x"-xn=(x"-x'i)+(xi—xn)eMi+(Mi+Mn) za sve i ,

tle ’ , |
sy X xnel‘igl_l(Mn-i—Mi) , P& zato x xneM’L+1gj_Qn_1Mi'
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:uda,pOStOji x€A tnxav da x-x’eléi‘:‘n_lmi ’ t—xneﬂn R

" vidimo da Je x-xie;'f!i za sve 1¢& {1,...,n"; .

.20, Primjedba - i) Ukoliko se u Definiciji 2.18. izosta-

i zahtjev © R-regularnosti ideala,a prsten A ne mora cak
jti ni xomutativan,tada je Tvrdnja 2.19. takodje ;aéna,s tim-

to se u izjavama 1),2) i 3) ne zahtjeva R-regulariost ideala
gvi ideali su lijevi (odn. desni). Pri tome se o0)3iéno

slov 3) Tvrdnje 2.19. uzima za definlciju aritmet idkih s

1jeva (s desna) prstena,veé prema tome da 1i taj islov ispu-

javeju svi lijevi (odn. svi desni) ideali prstena A .

i) Dokaz Tvrdnje 2.19. proveden je prema ideji drkaza
dgovarajuée tvrdnje iz [41] , a odigledno je da se .moZe

rimjeniti i u nekomutativnom slucaju .

ii) U radu [18] (str. 425.) M.Griffin karakterizira
FPrﬁferove prstene,kako ih je on definisao(za razliku od
efinieije 2.3.),kao one prstene u kojima vrijedi {ineska
eorema o ostacima.Pri tome je R podprsten total 10g prstena
azlomake T(g) R-Priiferovog prstena A , a medjv idealima
H,...,Mn (vidi Definiciju 2.18.) najviSe jedan nije R-regu-

aran., U nafem sludaju vrijedi sljedeéa tvrdnja :

.21, Tvrdnja - Neka je A R-Priiferov prsten.Tala za

rsten A vrijedi Kineska teorema o ostacima .

EEEEQ - Tadnost tvrdnje slijedi neposredno iz Tedreme 2.4,

i Tvrdnje 2.19.
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=T U {o} netrivijalna valuacija prstena R takva

. AR, tada Je Rfﬁun:@ 4 ¢ pri éemu se roslednji
v |

Igten razlomaka formira u odnosu na R .

kxaz - oStavimo P=AﬂPv i neka je Q maksimalan ideal

stena A takav da 1€ . Tada vrijedi :
=R CR .
Ar3 & Aanr 1 SR 1Y F

xa je sada xE&R\ AEP]g‘ R\ AEQ_] . Kako je (AEC]’[QJA[Q'J)
qluacioni par prstena R , postoji Y€ CQ]AEQJ takav da
'eAEQﬁ\EQ]AtQ] . Dalje,postoji m&AN\Q takav la xymE€4,
k za sve e&A\Q mora biti' xyeéQ . S druge cstrane,za
ko fEA\Q je yfe&? , pa zato x-yfm€CA\Q , jer
1€A\Q . Stavimo sada b=yfm . Jasno , b&Q 1 ‘beA\Q.
o b@§P , tsda bxE€A implicira X€ippy St> je nemo-
iée.ZnaEi ’ béP:-Aﬂ_Pv s, P& zbog bxeRv\ Pv , slijedi
£R_ . Dakle,vrijedi R\Aprpy &R\R, , tj. R & Arpy s

| keko je sigurno Appq & R, , to je R =Arpq -

23, Tvrdnja - Neka je A R-Priiferov prsten.Tesia je za
oizvoljan pravi prosti ideal P prstena A par

lEP]'[PJ‘[{[P]) valuacioni par prstena R .

>~

az -~ Neka je Q maksimalan ideal prstena A takav da

|

il

Q . Tada je (AEQJ,[Q]AEQ]) valuacioni par prstzna R 1
‘) - AET’J . Neka je sada xeR\AEP] . Tada x€1I\ ACQ] .
 postoji qe[Q']A[Q] takav da xquEQ]\[QJA[C] . Otuda,
Stoji s€ANQ , q8€Q i postoji tEANQ takav da’
PTE€AN\NQ . Zato je xqst€ANRQ C A\P , dok gsteEA .
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Cak Je a3te P , Jer X¢AEP] . Dakle , x-qst€AMP C

o,24. Tvrdnja - Neka je A R-Priiferov prsten a Pl,...,Pn
sti ideali prstena A takvi da je A=A N---MN A .

pro 520 LA (P

mada za prosti ideal I prstena A takav da P q P, za

sve 1£i¢n , vrijedi Appy=R .

Dokaz - Dokaz je jdentidan dokazu odgovarajuée tvrdnje
M.Gpriffin-a [18.Proposition 11.1 iskazane zs R-Priferov:

prsten u Griffin-ovom smislu .

2.25. Primjedba - i) Dobro je poznato da u klas iédnom slu-
faju pozitivni ideal netrivijalne valuacije polja je sigurno
jedini maksimalni idesl odgovarajuéeg valuacionog prstena.
Medjutim,za valuacije na totalnom prsitenu razloma¥a to u
opStem sludaju nije taéno. M.Griffin je u [ 18,Prcposition 143
poku3ao dokazati da za valuacioni par (A,P) netiivijalne
valuacije prstena .R , pri demu je prsten A R-Priferov ( ¢
Griffin-ovom smislu) i R podprsten od T(A) , ideal P mora
biti maksimalsn u A . Veé pomenuti primjer J.Griter-a
(Primjer 2.1.) implicira da Griffin-ov rezultat nije tacan.
Medjutim,maksimalnost pozitivnog ideala netrivijalne valuaci-
je &e nam u daljem,za neke klase prstena,biti od velike vaz-
nosti,pa éemo sad; pokezati da se,u izvjesnoj mjeri,Griffin-
-ova tvrdﬁja mo¥e saduvati uz drugediju definicijv R-Priifer-

Ovog prstena,koju smo dali u obliku Definicije 2.:.

ii) Primjetimo jo3 da ako Je za neki maksimalni ideal P

Prstena A par (AEP],[P]AEPJ) valuacioni par p:stena R,
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da je teda [P]A[P] mrksimalan ideal prstens A[] 1 -
'Dovoljno je dokazati ds za svako xE-A[P]\ ]'_P]A[] y vrijedi
= 1« P s
[P'JAL-P-J + XArpy = Arpy - 78 takav x postoji €A\ a
osobinom X8 €A\ P , pa kako je PF maksimalan ic¢eal u A ,
to je T + xsA = A , tj. l=p+xsa za neko peP(;CP:IAL-P]'

i za neko acCA A[Pj *

2.26. Teorema - Neka je v:R —>T U { oo} netrivijalna
valuagija prstena R , A=Rv i pozitivni ideal P:P,v te
valuacije R-regularan . Ako je prsten A R-Prliferov,tada
su tadne sljedefe tvrdnje :

i) Ideal P Jje maksimalan i najveéi R-regularsr pravi

'jdeal prstena A

ii) Sveki R-regularan ideal prstena A=R_ je i v-zatvoren.

Dokaz -~ i) Neka je Q R-regularan pravi ideal prstena A
i Q..¢P . Tada postoji a&Q takav da je v(a)=(. Neka Je
sada b€A proizvoljan a r€Q neka je R-regularan element,
td. r-le R\A . Ideal I=(r,a,b) prstena A , fenerisan
skupom {r,a,b} , je naravno,konac¢no generisan I R-regula-
ran. Prema Teoremi 2.9. i Primjedbi 2.8. ideal I Je R-inver-
tibilan i za _D;B-Ar-l , 8dje Je B={xeR : xI € I‘A} '
vrijedi (r,a,b)D=A . Pri tome,zbog T€B , jasnc Jje da
1€D . S druge strane , F=(r,a)D je ideal prstent A 1 to
R-regularan. Ako :Il.éF. , tada za neki R-regularan mak_siinalni
ideal. M prstema A vrijedi F &M . Ali , a€F i v(a)=C,
pa M ¢P implicira,na osnovu Tvrdnje 2.24.,da J¢ AEM]'R .
To_nije moguée,;jexr r"leR\ A[M] . Naime,ako bi bilo

1‘-1& AtM] , tada bismo za neko s€A\ M imali r 1s €A 4, pPa
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otuda 8 crA S FAES M . Dobivena kontradikci; 1 polazuje da

rora biti 1€7m , tJ. (r,a)D=A . Otuda vrijeii :
(r,a)=(r,a)ﬁ=(r,a)(r,a,b)D=(r,a,b)-(r,a)D=(r,a,b)A=(r,a,b) .

rakle , bE€(r,a)& Q , tj. A=Q , Sto je r2moguée .

54) Neka je I & A neki R-regularan ideal rrstera A=R_ ,
xER_ a€I i v(a)4v(x) . Treba dokazati 1a r €Il . )
U sludaju v(x)=o00 , to je jasno,jer ako (s a €l R-re-
gularan element ,tada x-a';leRv s Jer Oév(ao)<-n s P2
zato x€a R &I . Neka je zato v(a)£&v(¥)< o0 . Da bis-~
mo dokazali Ax €I , dovoljno je provjeritl da za proizvo-
ljan maksimalni ideel M prstena A vrijedi (Ax)AyE TAy
([5], str. 124.,Sledsfvie 3,). Ako maksimalni ideal M
prstena A nije R-regularan,tada IAy=Ay , CO°T je I Rere-
gularan (Primjedba 1.7.,ii)). Ako je M R-regulfran maksi-
malan ideal prstena A=R_  , tada prema dokazanom (od i),more

biti Ma«P =P , pa za zE&R takav da je v(z)a=v(a) vrijedi
az€R \ P,=A\P , dok je xz€R,=A . Otuda dobijamo :

x = (axz)/(az) = (a-x2)/(az) & Ivig

jer xz€A , a€l , az€ANP .

2.27. Tvrdnja - Neka je A R-Priiferov prsten i R podprs-
ten totalnog prstena razlomaka T(A) prstense A . Ako su
P i Q R-regularni pravi prosti ideali prstena A takvi

da Je AEP.JE AEQ] , tada Jje Q _C_ P .

Dokaz - Prema Posljedici 2.17. prsten A ,  Jje R-Priiferov
1 naravno vrijedi T(Appy)=T(A) . Kako je P R-regularan
Pravi jdeal u A , to je A[P]E R , pa Je (AEP]'[P]AL'PJ)
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saluacioni par prstena R (Tvrdnja 2.23.) koj::m od jovara

netrivijalna valuacija na R 1 &iji Je pozitivni ideal
[P]AEP] R-rerularan . Zato,prema Teoremi 2. 26.,r>ra biti
[Q.JA[QJ N Arp ‘;_[P]AEP] ; nakon 5to obje =trane poslednje

inkluzije presjedemo sa A , dobijamo Q&P .

5,28. T™vrdnja - Neka je A R-Priiferov prsiz=n 1 i1jedno
prsten netrivijalne valuacije v oprstena R . Taéa,akoaﬁe
R podprsten totalnog prstena razlomaka T(A’ pretena A 1

B neki R~nadprsten prstena A , vrijedi sljcleée :
i) Prsten B Je R-Priiferov i prsten neke 1aluacije w
‘na R :

ii) B=A i P
11 EPWIJ

w Je prosti v-zatvoreni iceal _A=Rv .

Dokaz - Dokaz je identilan dokazu analogne tvrd: je iz

{181 (Proposition 13.).

2.29. Tvrdnja -~ Neka je A R-~Priferov prsien i R podprs-
ten totalnog prstena razlomaka T(A) prsten: A .

Ako su v i1 w netrivijalne valuacije prstcna '@ nenegativ-
ne na A i ideélii Ar\Pv ’ AF\Pw_ prstena A R-regularni,

tada su sljededée tvrdnje medjusobno ekvivalentne
1) VLW 3

2) . RHGEERV ;

3) AnNP & Afp .
-I?.Q.EE_Z; - 1)=2) : Iz v&w , na osnovu Tvrdnje 1.3.,

Slijedi w ()P &P, i R, ER,
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2)&®> 3) : Ta¥nost te ekvivalencije slijedi nepc iredno na

. _ .
osSnovu Rv’A[AﬂPv'] i Ro=Arpn P ) (Tvrdnja 2.22.),ako se
gzme u obzir Tvrdnja 2.27.

z) 1) : Zbog 2)«>3) , vrijedi R &R, . FIako je
ANE, ;_anPv , vidimo da Je HWI'\PV R-regularsa pravi

prosti ideal prstena R_, pa je an PCP (Te orema 2.26.).

v
Medjutim,mora biti P & R . Inale,za neko PV"E Pv\‘ﬁw
postoji pweP‘_“Jr tako da Jje pvaeRw\ P, ;Pw\ (1 vr('\RW)H
R \P, &R \T, -

S druge strane , p €F CR, - R, 1 pgé& Pv , te mora
biti pvae Pv .

Dobivena kontradikcija pokazuje da vrijedi P, =R .

| v W
Zato je taédno i P, ._C_ P, -

Kona&no , w'l(oo) C P, jer je ideal P, R-I riiferovog
prstena R R-regularan,pa i w-zatvoren (Teorema 2.26.).

Prema tome,vrijedi :
-1 .
wi(ee)g P TP, i R TR,

Sto prema Tvrdnji 1l.3.,znadi da je vgw .

§ 5. Prsteni sa velikim Jacobsonovim radikalom ;

Saglasne familije

Klasu komutativnih prstena sa velikim Jacobsor ovim

radikalom uveo je M,Griffin u [18] na sljed=éi radin :

2. Definicija -~ Ze& komutativan prsten R sa [3diniénim

®lementom kaZemo da ima veliki Jacobsonov radikal J , ako
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mada 28 prsten R= 11- Ri vrijedi sljedecée :

i)

ii)

iii)

iv)

1$isn

prsten R ima talno ky+.'- +K, maksiralnil ideala ,

?f;l(Mla) ’ j"lses“'iki 3 1=1,25 00,41 ’ pri ¢emu

je [ : R—>R; kenonska projekcija ;

ako za neki indeks i€ {1,...,n} u prstem Ri'
postoji regularan element koji nije iniertiltilan u'Ri,
tada R nije totalan prsten razlomaka, jer ko je a;

regularan i neinvertibilan element u 1I. , ¢ aj=1
(J%ﬁi),tada je a=(al,...,ai,...,an) r« gularan ali

neinvertibilan element u R .

ako za neki indeks i€&{1,...,n} prrten R; pred-
stavlija oblast koja nije polje,tada pr:ten R nije
O-dimenzionalan, jer ako je Ri oblast.ali Ri nije

. -1 -1 . .
polje,tada su 511_(0)SE i (Mij) pr« sti ‘deali u R.

ako stavimo A=Z[X] , X varijabla nad rrste:; om cijelih
brojeva 2 , P=XA , R;=Ap (1€£i€n) , taca prsten
R ima veliki Jacobsonov radikal i osir tog: , R nije
oblast,nije O-dimenzionalan prsten i u R risu svi
regularni elementi invertibilni,jer je Ri’*P oblast
sa jedinim maksimalnim jdealom PAP 8¢ rengarnim,ali

neinvertibilnim elementom XGPAP .

B Pokazademo sada da valuacije na p: stem sa velikim

Jacobsonovim radikelom imaju neke od osobina koje se za valu-

;agide na totalnom prstenu razlomaka dokazuju jedncstavno i

- 08im toga,vidjeéemo da su prsténi ga velikim Jaco! sonovim
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radikalom prirodno mje.;to za primjenu veé doiven h rezulta-

t& o R-I'riferovim prst-:nima .

5 5 Tvranja ( £18,Temma 20.7 ) -~ Neka je v:R-*»T U{oo}
netrlvzjalna valuacija prstena R 1 neka R ima veliki
Jacobsonov radikal.Tada je pozitivni ideal ~°_ viluacije v
R-regularni ideal prstena Rv y, @ R je podpr:ten -otalnog

prstena razlomaka T(RV) prstena R_ .

Dokaz - Ideja dokaza je prema.'[lﬂ,str.424.]_.

. Primjetimo prvo da je (i bez dodatne pretnostarke o R)
svaki regularan element prstena Rv ujedno eguliran i u
prstenu R , te da zato moZemo smatrati da s1 R i T(Rv)
podprsteni prstena T(R)

Neka je sada x€&R\R_ . Prema Tvrdnji 3.2.(%2),postoji
FER i b,d€R takvi da je (x+y)d=1 i (l4xy)s=1 .
Ako YER , tada _x+y¢Rv s, ti. vi(x+y)LO , ta iz
(x+y)d=l slijedi d€P, i d'€R . Ako y@F, , tada
1+xy¢Rv , Jjer u éuprotnom bi xyeRv i yg'Rv , implici-
ralo x€R, . Dakle , v(1+xy)<O , pa bEP, i b LER .
To znali da je ideal P, prstena R sigurno R-regularan.
Osim toga,ako yeRv s tada dx--l-dyeRv sy 8 ako yéRv ’
tada bx-y=1-b€R_ , pa zbog yE€R, , sigurno ox€R, .
Kako je,u siuaju yER, element 4 regulacant R, , &
u SIuEaju yﬁRv element b regularan u RI s t2 Je
x

€T(R,) . Dakle, RET(R,) .

2:6. Teorema - Neka su VyseossVy netrivi jalne valuacije
'Dratena R 8a velikim Jacobsonovim radikslom i A4 érl R R
| 1 i¢n "1

Tada su ta&ne sljedele tvrdnje :
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y (Wa€R}(3beANT(R)) ab€A A (v;(a)30 v, (b)=0),
y (Vi€{l,...,nJ )(Vo(iet‘vi)(aaemum) v.(a)>;
) Prsten A Je R-Prﬁfero#,a R je podprstea prstena T(A),

) Ako Je Rviqt R_vj za sve iskj iz {1,..,n} R tadg su
ANT (1<i$n) uprave svi R-regularni maksimalni
i
ideali prstena A .

ri tome je u 1) i 2) sa U(R) oznalen skup svib invertibil-

{th u R elemenata prstena R .

okaz ~- U osnovnom slijedimo ideju dokaza inalc ine tvrdnjs

e e —

Griffin-a [18,Proposition 22. , gdje je ustvari dokaza-
; u potpunosti tvrdnja pod 1). Primjetimo sada d1 iz 1)

imah slijedi da je R podprsten totalnog p-steni razlomakia
(A) prstena A . Naime , T(A) je-podprstEd od T(R) , Jer
e svaki regularni element a €A u A ujedno rezularan u .
anista,ina%e bi za neko x€R\A bilo ax=C . Pr2ma 1),pos-
ﬁdi r&U(RYYA taksv da je =xr €A . Zato vrij:di axr=0,
a je xr=0 , dekle i x=0 , 3to je nemogule. Znaii , R i
(A) su podprsteni od T(R) . Sada,za a€R i bEU(RINA
ekav da ab €A iz a=(ab)/b&€T(A), slijedi RC T(A). .

) Neka je i€ {1,. .o ,n} : o(i < I-'v. . Mo:iemo s3e ograni-

P L. i ;

i1ti na Sluaaj a(_i> O « Stavimo Q1= {xie J{V- vV (xi)bii} *
> R .

ako se vidi da je radikal r(Qi) v;-zatvoren prosti ideal

rst 3 = . i
ena Rvi . Stav1mo P. r(Q;) , tJ.

.Pi-'{ yienvi:(amw ) y{:eq_j} .
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- . .. v . - . =1
m toga Pi¢ vil(m) , jer bi inale bilo Q4 (L Vy (00),
o(i=oo , $to je nemosuce . lrema Tvrdnji 1.2.(iii),par

) je valuacionl par prstena R =& Rvi:Pi-JE R .

Vil:Pi]’T]i
ro je,prema Tvrdnji 3.5.,ideal Pi R-regul iran . Lako se
11 da je zato i ideal Qi R-regularan . Nexa Je r; iz
R)NQ; . Prema 1),postodl reU(R)NA takav da r;r€4A ,
1a je vj(r)=0 ako je Vj(ri)-')"o za € {1ly...,0% -
ecijalno,vrijedi vi(r)=0 ., Pa Je vi(rir)=fi(ri)?.-°(i ’
k r;v €U(RINA . Za a=(rir)2eU(R)ﬂA i namo v;(a)=
_(i+oLi>o(i . To znali da postoji a€U(R)NYA takav da

. , pa Jje tvrdnja pod 2) dokazana .

Stavimo Mi=AﬂPV‘ (14i£n) . Prema 2),svi idealil M.

i | S
R-regularni prosti ideali prstena A , a prema 1) lako se

di da je Rviz.AEMi.]=-{xGR : (3s€R\M;) xs€A .

druge strane,prema 1),za svako ag€P postoji bEANTU(L),
i
EAani=Mi , vi(b)=C , tj. bEA\M. , dakle , Pvi Je
drZano u [Mi-]AEM.'J . ako je xER takav da za neko
: :

= AN\ Mi d va\ Pvi vrijedi xsEMi C Pvi , tada xGPvi .
l'l [M ] A E P ]
i1 7M. vy
{181 (Proposition 22.,dio0 (iv)) dokazano je ds su svi
'regularni maksimalni ideali prstena A obsveznc obliké

ani za neko i€ { 1y0ce ,n} . Prema tome, (AU ],[M]A[M]:

} valuacioni par prstena R za svaki R-regtlarni maksimal&n
leal prstena A . Ako maksimalan ideal M prstcna A ni;e
~-regularan,tada je AEM]""R . Naime,prema 1),ako x-eR\A[Ml,
8toji rE€U(R)NA , takav da xr€A . Kalo x€Aryy » TO
°ra biti r&M , dakle MAU(R)Y @ , 3to je nemogule.
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. tomc,par (A[M],[F]A[M]) je valuacioni par,trivijalne

.cije,prstena R .

adi da Je A R-Priiferov prsten,a veé smo ustenovili da

: podprsten od T(A) .

A\kO napr. Mi ne bi bio maksimalan ideal u A , tada za

neko j‘i - Mi; Mj y P2 zato Rv-=AEM;j—3; A[Mi-1=Rvi .

J
R R za i£3 , 3to je nemogule.
v, = V;
J 1
primjedba - i) Feposredno iz Teoreme 2.6, :«1ijedi da

saki netrivijalan veluacioni prsten A prstenc R sa
cim Jacobsonovim radikalom sigurno R-Priiferov rrsten,te

pstoje R-regularni elementi sa proizvoljno velikom valu-

om .

Uz oznake Teoreme 3.6. sada vidimo,prema [vrdrji 2.29.,

a valuacije v , w prstena R nenegativrs na A vrije-

v&w ako i samo ako je ng R, =

_""-

Tvrdnja Teoreme 3.6. pod 3) posluZila je M.Griffin-u
opravdanje za uyvodjenje pojma apqusimacione feailije
acija [18,str.425.) nekog prstena R . U tom smislu ce
.posluiiti'Téorema 5.6.ipreqiznije zahtjevi 2) i 3) te
eme. Prifijetimo Jjos i, to d§7je zahtjev 2) 3igurao ispunjen
Je R=T(hA) , pri cemu R};ne mora biti prsten =1 velikim

bsonovim radikalom .

Definicija - Neka je A9} familija netrivijelnih .valu-
a prstena R , A= |} R, , & U(R) skup invertibilnih

) v &L o
elemenata prstena R . Tada za familiju valuazija

mo da je aproksimaciona familija na R ako su ispunjena
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jedeta va uslova

} Prsten A je R-Priiferov , a R je podpcster totalnog

prstena razlomaka T(A) prstena A

) (VVGLSL)(VO(GTV)(BI‘GU(R)“A) vir)> L .

). Twrdnja - Ako je R prsten sa velikim Jaccosonovin
likalom,tada je svaka konadéna familija netrivijelnih valo-

|ja prstena R ujedno i aproksimaciona familije na R .

T

az - Tadnost tvrdnje slijedi nepbsredno iz Teoéreme %.6.

Uveséemo sada neké oznake koje éemo u deljem Eesto
Mstiti. | |

Ako je A R—Prﬁferov prsten 1 R podprstan.oé T(A),a

i w #aluaoije prstena R nenegati?ne ha A , tada posto-
valuacija VAW prstena R takva da je Rv;§w=Rva s 8
A ujedno v-zatvoreni prosti ideal prstena _RV i w-zat-

reni prosti ideal prstena R, (Tvrdnja 2.23.).
' -1 .
in toga,ako je RR GR , tada Py F V() i

-1
m R #R = . -
awE VT e Ry Rere R T

Ukoliko za valuacije v 1 w postoje u I R—ragularni

menti proizvoljno velike valuacije,tada su v-zstvoreni

In. w-zatvoreni) prosti ideali prstena R_ {odn. prstena

) koji nisu sadrZsasni u-'v-l(ao) (odn. u w”;(oo)) obaﬁezno_

R-pa . . - s x .
gularni. U tom sluéaau,u_g RVRWS'._R y 1 Fo oo bio

linstven R;regularan maksimalni ideal prsteaa 'Rv,\w

Neka je sa Av o oznadena najveda izolovaina paidgrupa
’ |



_5’7...

pe I'v disjunktna ca V(Pvnw) , a A n ka je naj-

a izolovana podgrupe grupe T dls;junktns sa w(P_,.) -
-
je,neka su 9’ I' -1 /Av w 1 8' | ﬁrw/Aw,v

jonski epimorflzml,
ikladu S8 Tvrdnjom 1.2. (dio dokaza pod iii))a@ upe Ilvl\ 9

r/Av w I‘W/Aw v mogu se identifikoveti n: sljededi
! ’

tin |

(Vx€R) B ,(vG)=8, ;wGEN=(AwE

dogovor B (e0)=o0 5 B (e9)=co .

je mogude,jer je VAW netrivijalna valuacija i vAwWSv,

wéw , pa Je v'l(oo)=w"1(oo) .

Ako Je RVR =R , tj. VvAw trivijalna veluac: ja,stavidée~
Av,w“ rv i Aw v rw » 8 e'v',w 3 &w,*' Ce na Ly

10SN0 na djelovati kao nulta preslik:vanj: ,uz dogovor

w : J
,'w(@)=oc i B  (e0)=o0

W,V

Sada moZemo dati sljedeéu definiciju :

l0. Definicija - Neka je A R-Priiferov 1 rste . ,a R podprs-

1 totalnog prstena razlomaka T(A) prsten: A . Dalje, né]:a.
{Vl} ieT familija netrivijalnih valuac ija jrstena R

negativnih na A . 7a familiju {0( } i€ e TI'I'

temo da je saglasﬁa ako vrijedi :
(Vi,d€I) 345 => By ,(l;)=8y (Ly

L emu Je '9"1 j:le"v v za sve 1if£j iz 1 .
’ 3 -

7
;1- Primjedba - Uz oznake iz Definicije 5.10..vrijedi
Jedede |
za proizvoljan xeR\iléJ v_l(oo) famili; a { (x)} 1€-I
1

Je .saglasna ;
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.ko je za sve i4j iz 1 tadno RViRVj=R , tada Jje

proizvoljna familija {L. "; €T GTI-I' ~ :aglasna .
].

Tema - Neka je ;.0.. aproksimaciona famil: ja prstena
' - .
yalje,neka je za fiksno W EJL odabran :lement o

\ia"%} i sa ¢\ oznalena najveda lzclovara podgrupa

: I‘w disjunktna sa {0(} . Oznadimo &1 v:I—b(I’w/A)U{m}
preslikavanje definisano ovako

w(x)+/\ ako Je w(x)Z o0 , a za w(x)=o00 rcka je

sda je Vv valuacija prstena R 1 vrijedi :

lw'&..ﬂ_. : RW;;_RW}={W'EJ)..: ‘e’w’w:(a();(b} .

;e za w’'=w stavljeno Aw,w"=(0) ;ft,j. wa,w, je

tidno preslikavanje na I'w .

Dokaz je analogan dokazu Leme 1. i Leme 2. iz [16],

iz -

za valuacije na polju .

5. Lema - Neksa je ..Q., aproksimaciona familija valuaci j&

bena R . Tada vrijedi :
ngwaen‘xdleFWl\{o"’ ,c{ge PWQ\ {0} 14le(d-1) n
Lo (L) ¥ 8) = lelcocﬁ;..ﬂwzca(g) N/

Jd) ., coté)f;_ﬂ Ly
Je »~Q (0( )= {WE.H, v_ w.} s i=1,2 ; dok su valuacije

i V2 deflnlsane kao u Lemi 3.12.

D toga,tadna je i sljedela relacija :
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¢

wl‘lw

&,

2<o¢1>=8;, ()0 & lel(atl)nﬂwe(xz):g A

oW

()=8

Wo,W

L,) .
L9V Rk

nokaz - Dokaz je slican dokazu odgovarajuée tvrinje za

valuacije polja (Lema l.,Lema 2. iz C1c] ) .

3,14, Tvrinja - Neka je {vl,...,vn} , T 23

aproksimaciona familije valuacija prstena R . Da® je,neka su

0< g'ie],"vi (14i€n-1) takvi da je familija (Fyseees ¥po1)

iz I.v X X Ilv saglasna . Tada posto;i neregativan
1 n-1

¥ € I'vn takav da je saglasna i familija ( Tyse-es & _y0 &p)

¥ ﬂ
iz Fle X 'Lv X Pv
n-1 n

Dokaz - Stavimo L.=1 za 14ién .
——— A Vi

Ako je za neki indeks i€ §{1,...,n-1} tadro R R_ =R,
: i 'n
tada bilo koji nenegativni element 5 ne I'n odgc vara zahtje-

vu &n’i( X’n)= B'i,n( X'-i) . IQgraniEiimo se zato ra sludaj da

8u sve valuacije VAV, yee-y V3 AV, netr ivij: lne . Otuda

Je zbog Vi4ViAVE » V&V ATy jasno da st bes! onaéni ideali

n med jusobno Jjednaki.Prera Dejiniciji 3.8,

i primjedbi prije Definicije 3.10.,na osnovu Tvrd: je 2.29.,

valuacija VisesesV

zakljudujemo da postoji indeks s € % 1,..,11—3} takav da Je
VIAV, LV AV, za sve ié{l,...,n—l} . (daberimo sada
C< X’nel"n tako da par (3"3, zrn)e I‘Sx I‘n bud¢ saglasan.
Ako je Yy =v_(x) , x€ER , Y20 , tada :

9’3'11( ¥ )=(vg Avn)(x)=vn(x)+An,sz o .

Ako je Bds,n( g)=0 , uzmimo ¥,=0 , a akc Je 93’n< ¥ . )>0,



mimo & =v. (x)>0 iz I'n .
y1§e » VIAV VAV, 1£4i&n-1 , implicira RvsRvn -

v

- R R . Zato je
= RviRvn » P2 ge X s-c" Vi Vn !

vsAvi)/\(vsAvn)=viAvn y 8 valuacija v vy je takodje
etrivijalna. Kako je Vv AV &V 1 VoAV LV, TO su

ﬁguéa sljededa dva.sluéaja
) vsAviévsAvn ’
Tada je (VSAVi)/\(VsAvn)=VSAvi - 4 pa zato VoAV, =
: -1 -1 -1
ViAV, Osim toga , v, (ao):vs (oo)=vn (co) . pa se

Irupe I'i/'Ai,s 3 Ps/As,i ’ I'j_/Ai,n ) rn/An',i

liogu identifikovati ovako :

¥z €R) vi(z)+Ai’s=vS(z)+As’i='vn-(z)+‘An’i=-vi(z_+Ai’n .
Naravno,vrijedi .A'i,s=A.i,n . Stavimo  .=v () 1
;rnuvn(x) . Tada dobijamo :

r( rn’ X’s)e rn X Ps -saglasan par = g'n,B( X'n)= B's,n( (Sj =
D (v AV @)=V AV () . -

Otuda,zbog VAV &V AV, slijedd (voA- ) (x =(v AV )(T).
Dalje,kako je Vg AVi=ViAV, , to iz rs"'As,:f ri-l-Ai’sn
‘ri+Ai,n dobijamo : |

B 1 ()= (T AV D (= (v ATy ()= (v AV, )G vy 70+ A 4=

) x—s+As,i"ri+Ai,n= e",n(‘r_i) *

1

I1) VgAVp&Vg AV

Tadg Je vs/\vn',vi/\vn , pa otuda sljijedi :
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)=

n

&, i( g )= B"mi(vn(X))=(vn/\vi)(x)=(vn/\ VS)(K)=9n,s(
95 n( KP) 9 (vs(y))=(vsl\vn)(y)= e'i’n( rj ) .

E’rl tome,poslednja od navedenih jednakosti vr 1Ljed] zbog

§1jedeéep; :
re's )#e’ (() ’ {i=vi(z) 3 x"s=vs(y) =>

_-_-_7 (VHAV.)(;Y)=(V /\Vl)(z) ’ VsAvnévsAvi_ 3 ngvn=
WAV D VAV EYEAYs 5 (AT AT 6

L(vs/\vn)(y)"'Gi,n<vi(z))=9’i,n( x'i) .

3,15, Primjedba - Ideja dokaza prethodne ti-dnje je prema
{167 (Lomma 11.) , za valuacije na polju .

§4. Teoreme aproksimacije

Dokazi teorema aproksimacije.koje éemb ové je de ki slijede
u osnovnom ideje dokaza odgovarajuéih teorem& apxrc tsimacije
koje su dali M.Griffin [.163 y 238 valuacije 18 pelju,odnosno
M.Arapovié [3]. za valuacije totalnog prster 1 razlomaka T(A)
Priiferovos, prstena A nenegativne na A . Pri tom: ,posmatra-
¢emo opéti;ju situaciju od one u [3]1 , a u izvjesioj mjeri
ovdje ponudjeni dokazi mogu se shvatiti komplatnijim i gitlji-
Vijim,

U dokazu teoreme aproksimacije u okolini nile [ 5,Theorem 1.}
Z& neuporedive valuacije polja dokazuje se da tamo razmatrani
Skup Rn(vl\r11)n(P2n--- N Pn) mora biti nep:ba.z in. Takva
Eindenica se bitno koristi i u dokazu teoreme aprotsimacije u

°kolini nule [B,Theorem 4.1 za sludaj valuac .ja ni totglnom
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;penu razlomaka Priferovog prstena,mada u t3j situaciji
;umentacija primjenjena za slucaj polja sad1 ni;2 moguda.
to éemo formulisati 1 dokazati sljedeéu tvrinju :

1. Tvrdnja -~ Meka j¢2 {vl,...,vn} , 123 aproksima-
ona familija,u parovima neuporedivih,valuactija rrstena R,

(0, 0(2,.. . o(n)é I'le Pv2x cee X I"vn sezlasra familije;

i>O , 2£i&n . Ako Je Qi"{yieRvi’ 7. (y:1 > o - 7}

Pi=r(Qi) radikal ideala Q. , 2£4in , tida vrijedi :

24i4n 1$ién Vi

(Ry \ By )N € N eHNC N R D) #9 .

xaz - O¥igledno je Q; v;-zatvoren ideal prstana R, i
- i

égvzl(oo) . Prema Definiciji 3.8. lako se vidi da je

R-pregularan , pa je Pi' prosti v,-zatvor:mni i R-regular-

. -1
. ideal prstena Rvi ’ PiQVi (00) Pig Pvi. ;

\&bo e Rv CP.] . R-Priiferov prsten i ujedno >rstei netrivi-

1lne valuacije na R ¢&iji je pozitivni ideal Pl (Tvrdnja

.28.).. Veka je A_=Rv Nn---N Rv . Pretpost iwimo sada da
1 n -
) An(Pgn---ﬂ Pn)n(va\ Pv1)=¢ . Cznal mo s1 P; skup

NP. za 24&ién , a sa T skup ANP . J&ai3no ,
1 | 1 \A1
] 9 ese -ﬁn su prosti ideall prstena A |, pa .z

zak]l jucéujemo da Pig_ ?1 z. neky i€ { 2yeoe

»N-"NF &P,

"111} . Prema Tvrdnji 2.22. vrijedi Arp ]"-lv , pa iz
- 1
i& Py dobijamo R, —A[Pj CR, A& C R . Jakle , R, C

1=
= R R R, R, R CR,

vt 0 PG Rereg P09 R & e F o
J« R =R =R gdje e P
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;repularan,pravi prost: ideal prstena Rvi , odn. va
u skladu sa primjedbom na str. 36. o R-regul .rnos ;i

zatvorenog prostog id :ala). Sada,na osnovu 'vrdnje 2.27. iz

CR slijedl P CP . Lzo jexek
Vj,EPle vj v;LF;d ViAV; i

ykav da vi(xi)no(i , t2da x,€P; , dakle , o« ;& v, (P VAV, ).

Iko je A 1ginvi(PV1AVi)=¢ ’ to &iQAi, . . O je medju_
{m,nemoguée,jer je za i€} 2,...,n} par 0,«;) iz

[‘ x U sarlacsan . Dobivena kontradikeij: pokizuje da

§ra hiti AD (P2 N-- N Pn) N (va\ Pvl) ne Hrazs 1 s‘kup .

w——— Hada se jednostavno dokazuje Teorema aprc {simacije

?okolini nule : | - N

.2, Teorema - Neka je {vl,...,vn" , n»2 , eixxoksimaci-
m familije u parovims neuporedivih valuacij:i preiena R ,&
'l.mill;ja (o(l,...,o( el x ce X I"vn saglasns . Tada y
mto,ji x€R takav da je

X8z - Dokaz &emo provesti u nekoliko korec<a .

1) Neka je o(1=0 . a(.)O za 2.‘..-,1...4_n .
DokaZimo da postoji x&A=R, ﬂ - N Rv sakav da
vixI>el; , 2%ién, s vl(x)-—O .

zlist&,Prema Tyrdnji 4.1l.,postoji JyE€A take 7 da je vl(y)-C,
‘22 svako i€ §2,...,n} ‘postoji prirodan sroj m. takav
e : i

A Vrljedi. vi(yml)).- o(.l , 24&ié&n . Specijelno,za

R
NQX{mi . 2&14 n} biée v1(ym)=0 M Vi(ym)>di ’ 2«-‘. ié I,
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w .y m
g za X mozemo stavi‘i 7y .

1) Neka je sada o(lr.-o,a(i.éo (2£i€n)

DokaZimo sada da postoji x€A takav d: vl(x)=0 .
£ £
v (x)>d; (2¢7¢n) .

mjesto elemenata o, (2£1i¢n) uzmimo elemerte (< gi iz
ND,
gi

-akxav da je Al,;] CA‘,j za sve Jjfi iz {2,...,n}

jer je skup 1zolovan1h podgrupa grupe 1-' 1t otalro uredjen

relacijom 1nklu31ge Osim toga , Al ] ;4(0) . Inad: ,iz
%

Ai,j =(0) -zakl;juﬁu;jemo da 1zolovano,j podgm pi "{‘i,j
0 0

zrupe I-.v ngovara prosti ideal P , .  Jjedn:k upravo

i i J
| 0
Bku. R H . 0 t.. P =P » D
pu {xe;"i v;(0)>0) , t3 viAvy Py akle,
tada bi b::.lo: Rvi=vaRvJ s ti. Rv - R y Bie V. 4vj
o

(Tvrdnja 2. 29. i primjedba na str.§6 ) Sto jc nemc guée.
K&ko je f&l‘ﬁilija (01 82,---, Sn)e Ple I‘va;; e e X TV
saglasna,prerﬁa dokazanom pod I) postoji x€/! talav da Je

vi(x)=0 , v, (x)> 3 ;> ¢y, (24ifn) .

III) Neka je sada (A y9eees a(n)el"le cee X F_v | proizvolj-
. _ 41

nsa sagiasna familija,a vi(x1)=o(1 . PokaZino da posto-

34 IalleA takav da Je vl(x1a1)=o(l R vi(x1a1)> a(i

za 24&ién . |
Ukoliko postoji a, € A takav da vl(x1a1)=o(1 y & 28 Sve
indekse i€ {2,...,11} takve da Je v.(x;)fee vrijedi
Vi(xla1)>o(i' , onda &e naravno vrijediti v, {x1a1)>o(i



- 45 -

za one indekse i z: koje je vi(xl)=oo . Pre’ postavimo
,ato da Jje vi(xl)"“’ za sve 2%£if€n . Tadn je -amilija

[vl(xl), ceasv (%)) € 11v X - X Ilv saglasra,pa je saglas-
n

1 .
na 1 familija (°<-‘“Ir 9"*1*5 ) ’ d;_"‘di - v_-'._ (xl) ’ 1.‘53....4_11.

Jasno , o(i=o . U s8luénju da su svi o({..éo za 2&£ifn ,
prema dokazanom pod IT) postoji a1€A takar da je Vl(al):::o,
vi(al) >0 (24i%&n) , dakle :

24£ién iglamo v.(ay) > d{éa(i—vi(xl) y t3. vyl 1111)>°(i
za 2%$ié&n .

Neka sada postoje indeksi 1,] 6{2,...,11} tikvi da Je
o(;..éo . o{3>0 . Stavimo I=-{1.<._i.$n : :(;__4__ )} i
7={2454¢n : &3>0} U§1} . Jasno,familije | $4:Y e

{43} €7 éu saglasne,pa prema dokazanom pod I) i II)
postoje elementi ai . a.f €A takvi da Je vl(ap-vl(ai’ )=}O,
v;(a)>02el] (IAET) , vy(a)>L; (14J€2) .

Sada se lako: prov;jerava da za a4 MmoZemo uzeti element

ai‘:. &" | .

Iv) Nq.__-«u':gf_’i"’-‘f'ff;éiri kao pod III),zakljucdujero da za sve
indekse § & {1sees ,n} moZemo naéi elemert aj €A

tako de vri;jed:f'.."_:“*t}vj(ajxj)ug(j , vi(asxsi> ol

(L€igj&$n),gdje su x; €R takvi da e(J-v: (x;j‘) za l1l<&34n.

Konadno,za element x=a,Xy+-' ra x, €R o 27 klJjucujemo da

vrijedi : |
(Vd e{l,....j’n} ) Vj(x)'v,j(alxi"_ “oe +&nxn)il?il;-.£ {1J(aixi)}ldaﬁ

n
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4.3, Primijedba - i) rema Teoremi 3.6. vidi se la je svaka
konadéna familija wvaluacija prstena R , sa velikir Jacobsono-
vim radikalom,aproksimaciona familija na R . Prera tome,kao
posljedicu Teoreme 4.,2. dobijamo da za svaku konafau familiju
netrivijalnih i u parovima neuporedivih valuas:ija prstena sa
velikim Jacobsonovim rsiikalom vrijedi Teoremia aproksimacije

u okolini nule, S druge strane,vidi se da je 1lokaz Teoreme 4.2.
korektan i u sludaju da je R=T(A) , gdje je A Irliferov prs-
ten a valuacije ViseossVy nenegativne na £ ., Tine Jje uop-
Stena odgovarajuéa teorema iz [ 3] (Theorem %.), er prsten
sa velikim Jacobsonovim radikalom ne mora biti totalan prsten

razlomaka (Primjer 3.%4.).

ii) 'Vidjeéemo,neéto kasnije,da teorema aprcksimeccije u
okolini nule vrijedi za klasu komutativaih yrstena
strogo 8iru od klase prstena sa velikim Jacotsonovim radika-

lom i takodje,da vrijedi i ne3to opStija teorsma cd Teoreme 4.2.
/

4.4, Tema -~ Neka je A podprsten prstena R , ¢ -{Mi} seT
skup svih R-regularnih maksimalnih ideala pr:stena A.

Tada za proizvoljan R-regularan ideal Q prstena A vrijedi

Q=ANC N [123 Apy o )=ANC ) na N

- ser - 7 LMy ier - tMj)

Dokaz -~ Ako x€&A , a za svako i€I postoji sieA\Mi
tekav da xs,€Q , tj. s;€(Q:Ax), , tada Je (Q:Ax),
R-regularan ideal prstena A , jer sadrZi Q , a (Q:Ax),
‘nije sedr¥feno u M, za sve i€T . Zato Je (Q: A )Aa.A. .

pa x€Q ..pakle . An(iDI[Q]A[Mi] )€ Q@ . £ drure strane,



- 47 -

QG An(:.[e-‘I QA[Mi] ) C “Lr\(iDI]'_Q]A[.Mi-] ) i lena je¢ dokazana.

4,5, Tvrdnja - Neka Je {Vl"“’vn’l , 132, Earoksimaci-_

ona familija valuacija prstena R , a A= R [‘ « o ) Rv .

Ako su valuacije Vi V3

tada su Aan (14i%$n) upravo svi R-regularni maksimalni
i |
ideali prstena A .

neuporedive za sve 1£ifjén ,

Q_o_ka_g_ - Prasten A je R—Pri.ifero;v y DA je A::A_[Mi‘n“.n A[I"’n]
za M.=A ani (14i%n),prema Tvrdnji 2.22. |

Prema Definiciji %.8. ideali Mi su pravi prosti 1-regularni
ideali prstena A (i £i £n). Pretpostavimo da je 2 pravi
prosti R-regularni ideal prstena A takav da za sre 1£ién
vrijedi P_¢Mi . Téda,prema Tvrdnji 2I.21-l-.,m)ra.bi.ti AEPJ'R'
Otuda jé [P]A[P] kao R-regularan ideal (jer sadrii P )
prstena R Jjednak R , pa zato P=Ar1[PJAtP]=Af)R=A , Sto

je nemoguée . Prema tome,svi R-regularni maks malni idﬁpli

prstena A su medju idealima Ml gyooog M . Koniéno,ako

n
neki 1"'1:1.L ne bi bio maksimalan,onda bi za neko J£i bilo

M, C M, , pa zato -Rng:_ Rvi , dakle vi.‘_(_vj (Trrdnja 2.29.),

Sto je nemogude.

Sada éemo formulisati i dokazati Jed m varijantu

Op8te teoreme aproksimacije :

4.6, Teorema - Neka je {vl,...,vn'} , 22 , apoksimaci-

ona familija,u parovima neuporedivih,valuacij:. prsiena R ,

a A'van e & n RVn ) Neka su Sl AR Sn iz A R‘ 'I‘eg'lll&rnl
elementi,a al,.;.,an iz A proizvoljni .St:vimo bi=a;s ;1’
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1-‘:1£-'n . Ako de (0‘(31---10(}1)6 rle"XI'v Bag:lasna
n

familija,tada vrijedi sljedela implikacija :
((Vi;l.j_e{l,...,n} ) vi(bg=bi)ely => o(i-vi(bi-bj)eﬁi’j)=>
=D (BXQR)(Vi&{I,...,n} ) vi(x-bi)=di .

™ je saa A : . oznalena izolovana podgrupa A
grupe :[1 .

V.
1

Dokaz - 1I) Pretpostavimo prvo da su svi t,,...,b, u A
i pokazimo da tada postoji x€R takav da 11('::-}1); g{i

za sve 14£ién , ukoliko je tadna implikaci;a :

L

(Visd €{1,...nY) v;(b;-b)<oly => & -v3(bs-b IED, .

Neka je Q.={bE€A : v.(0)y;} , 1&ién . Prcma defini-~
ciji aproksimacione familiJe ideali Ql""’pn pr-stena A

su R-regularni. PokaZimo da za sve 1 <£ifj &1 vr Jedi
b}.._--b‘j.e-l!Qi+.Q;j . Kak.o su .Aanl s coe AﬂPvn sg'_i R-regu-
larni ideali prstena A (Tvrdnja 4.5.) i kake Je

R. =i 1£ién rema Lemi 4.4, vr jedi :
A [Aani] ’ s P _3

Qi+Qj=Hﬂn(Qi+Qj‘)Rvk :

Ideal (Q.+Q.)R prstéha R,  Je R-regularan,j r su svi
17737 vy X
ideali Ql,..;,Qn R-rcgularni,pa je zato ta, ide:.l ujedno

i vk-zatvoren (Tvrdnja 2.28. i Teorema 2.26. i)). Da bi smo
dokazali 'bi—bJGQ1+Qj , dovoljno je prema - ome, .okazati da

vk(bi-bd)eﬁk(Qi+Qd) z8 Sve kleil,.;.;.,n} .

Neka je sada k&{1l,...,n} fiksiran.Ako /e Vf.(bi—bj)zdi
ili ako Jje v:j(bi-bd)>/ o(j' , tada bi"bJGQ:_ y odnosno
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bi"b.j éQj . T'retpostavimo zato da je vi(bi-— )j)< o(i .
vj(bi-bd)< o(j . Tada je 0L Y= o(i-vi(bi-bj)eﬁ.i’J .
04 x'ju O(j"vj(bi'bj)eaj,i . Zato je par ( (,_i ,-8'3) iz
Fvix Ilv,j saglasan i dak G'i,j({ip&j;i:fj),o .

Prema Lemi %.13%.,uz oznaké te leme ,..Q,v_(x'i)n,ﬂ,vj( x"d).ﬁ .
i
Jasno,tada vk¢lei( {i) ili vk¢&v;j( {d) .

Ako vké,ﬂ,vi( X'i) , tada k4i . Ma osnovu Leme 3.12.,

. 1
otuda ‘e’i’k( §¥;)=0 , pa je par (K’i,O)EI‘,ix vy
saglasan.

'Dalje,prema Tvrdnji 3.14. ,pbstoje 0 spje I‘vj L 143 _{-_ﬁ,

takvi da je Pi=¥; » B =C . a familija (Pryseessfpr)
iz 1 X -+ X T saglasna. Sada,prema- Taoreri 4.2.,
vy Vo .

postoji x€&R takav da Jje vj(x)=/bj za sve 1£jén .

Specijalno , x€A , vi(X)=¥; » Vi (x)=0 . Takle, x(b;-b;)€A,

vi(x(bi-bj))w(i , pa x(bi—bj)eQi . Kona&no,otuda slijedi
Vk(bi-fbj)-vk(x(bi-bd))evk(Qi) c "k(Qi‘*Q;j) .

| U sludaju da vkg,ﬂ,vj( g"_j) , zakljudujemno ne isti nadin
da vk(bi-b'dr)evk(qd)gvk(Qi+Qj) .

Prema tome , bi-bjeQi+Qj za sve 14&i/4j&n .

Sada,prema Kineskoj teoremi o ostacima (Tvrdrja 2.21.),postoji
xE&A takav da x—bie Qi za sve ‘.].!:i.én . Dime Je tvrdnje
pod I) dokazana . |

I1) | Neka su sada Byyese ,aneA » SysecesSp R=1r¢ ;ulgrni
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elementi iz A . Tada rostoji R-regularan elcment s€4A i
cl,..+.,cneA takvi da je bi=cis_1 y 1£i€&n . ‘aravno ,
vi(S);faQ , 14i4&n . ‘ada je familija (vi(e)yeei v (8)) iz

Iy.X--xT1T, saglaina , pa je saglasna i fami'ija
1 |

(Rlyseeerdl) , pdde de oLi=ol +v (S)+f, @ (&P, iz

DA . Premsa dijelu dokaza pod I),postoji :"€R takav
g1 Lad

da je Vi(y—ci)},o(;_ . 1£$i&n .

Naime |, vi(ci-cj)é 0(’1 daje vi(bi-bj)éo(:.+/5i , Pa je
v, (b;~b >‘°('</51 . Ako je CX vi(bi—bj)-— :(i . tada

vy (b -b Y- ; ;1 € ﬂA CA. , & ako je vi(lri-bj)-q(i(o,

i, = 1,]
tada prema pretpostavcl teoreme,vrijedi o(i-vi(b_. 'bj)eAi 5
_ : - b 4
/
Zato je , di"?i(ci"cj)=°(i_vi(bi'bj)+/"’ieAi,j ako Je
_ /
Dakle,tvrdnja pod I) moZe se primjeniti n: eler ente

Cyrevesc, i familiju (ol3,---rolf) -

s -1 . _-1\_ -1_ . 2
Sada je vi(ye  -cis T )=vi(ysT-b )Y ol 43, . 1£ié&n .
Kako je familija (0(1,...,o(n) saglasna , josto;1i 2z ¢€R
tekav da je v.(z)=o; , 14i&n (Teorema 4.2.)./tavimo sada

x=y_s'1_+z . Tada vi'ijedi 3

V5 (xD; )=vy (787 by 4a)=min { vy (7570-b;),vs (2 =v. (2)=oly
za sve i€ {1,...,n}

4.7, Primjedba - 1) Ako je R oprsten sa velik‘m Jacobson-
ovim radikalom,prema Teoremi 3.6.,vidimo da ;e Tecrema 4.6.
tadna za svaku konaénu familiju,u parovima ncuporcdivih i

netrivijainih valuacija prstena R i za proizvol,ne elemente
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b . ,b,, prstena R . Naime,prema Tecoremi 3.6.,sraki b, €R

v o » -I -1
moZe se napisati u obliku bDb,=a,s;

5 s gdje s1 ai,sie_b. )

85 invertibilan u R ,

iji) Ako je R totalan prsten razlomaka T(\) TIriliferovog
prstena A , Vysees,V, U parovima neup rredire,netrivi-

jalne valuacije prstena R , nenegativne na 1\ a bl,...,bn-

iz T(A) proizvoljni,tada je za proizvoljnu saglesnu famili-

Ju (c(l,...,a( Y¢e'. x---x7T , taéna trrdnia Teoreme 4,6.
n vy v,

Zaista A = ﬂ Rv je Priiferov prste 1 i P(K):R .

14ién i

Osim toga,za svako. i€ {1l,...,n} skup {aE-Kn[ (R) :vi(a)>

>o{i} , pri datom € Pvi , sadrZi baren jedan element.

Pretpostavimo 1i suprotno,tada bi za sve regularne elemente

aCA bilo vi(a)é a(i . Ali RV_E R , pz postoji regula -

)
ran element s A takav da v (s )>0 . Naine , r€R\R,

+ i
povladi v,(r)<0 . Ako je r=a /s, , s, rezularanu A,

aoeAngi , tada C&v(a )<v(s)) 4, ti. v;(sy.>0 .

Zato,kako postoji x€R , x=b/t , b,t €A , t :egularan

u A, takav da v ;(x)=-o(; , to vrijedi :

vi(a) & of ==V ()=v; (£)-v; (b) & vy (5L vy (B)+v (s v, (ts ),

28 proizvoljan regularan a€A . Dskle, vi(t-' o)_(‘-i(tso) ’

Sto je nemoguée. Prema tome,vrijedi :
@ A4 {aeAnU(R) : vi(_a)>a(i}_c_{ a€ANU(L) : ‘i(a)>°‘i} .

Prema'Definiciji 3.8.,,znadi da je ViseeosVy apr¢ ksimaciona
familija na R=T(A) . Csim toga,ako je b; €] =T(A’ , tada

bi-a_\i/si 3 a‘iisie A > Sy regularan u A, tJ. £ 3 invertibi-
lan u RHT(I) .
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o Tz Primjedbe #4.7. dakle , zakljucujemo da k:.0

posljedice Teoreme 4.6. vrijede sljedele teorcme :

n.8.Teorema - Neka je R prsten sa velikim Jacosonovim
radikalom.Tada za proizvoljnu konaénu familij net-»ivijalnih
i u parovima neuporedivih valuacija Viyees,V, N2 R , za
proizvoljne bl,.. . ,bnGR i za proizvoljnu saglasmu familijn

(o(l,...,o(n)é Tle c e X I'V , vrijedi sljedeéa .mplikacija:
n | -

((Vidd €41, . 0 v, (0;-b )<y = oy—v; (0D PEA; 4 ) =
= (IxeR)(Vi€f1l,...,n}) vi(x-b;)=; y .

4,9, Teorema (M.Arapovid - Neka Jje R totnlan Hrsten
razlomakse T(A) Priiferovog prstena A i VyreeesTy U
parovima neuporedive,netrivijalne i nénegativne na A valua-
cije prastena R . Tada za proizvoljne Dy,... ,bne ! 1 za
proizvoljnu saglasnu i‘amili;ju ( 0(1, eoey X n)é }I'vl.-( oo X I‘vn

vrijedi implikacija kao u Teoremi 4.8.

4,10, Primjedba - Napomenimo da Teorema 4,.9. uopstava
klasi&an rezultat P.Ribenboim-a za sluéaj valiaciji na polju

L 337 (.Theoreme 5°, str.11.).



GLAVA 11

TEOREMZ APROKSTMACTJ! ZA INVERZNO POVEZAN. VAL ACIJR

§1. Inverzno povezane familije valuacija

Pojam inverzno povezane familije valuacija rotice od
M.E.Manis-a [28,$tr.196] koji je prvi razmetrac 1 teoremu
aproksimacije u okolini nule,za u parovima nezavi:ne i1 inver-
Zzno povezane valuacije '[28,Proposition 15;] ,-alj uz jos ne-~
ka ogranilenja na posmatrane valuacije.

Kasnije je J.Grdter [14,8atz 3.3.] poka:ao d: vrijedi
teorema aproksimacije u okolini nule za u parovim: nezavisne
i inverzno povezane valuacije.Osim toga,d.Griter ;e pokazao
da je nea svakom prstenu sa velikim Jacobsonovim r:dikalom
proizvoljna.konaﬁna familija valuacija inver:no pévezana .
Svoja-istraéivanja o vezi izmedju inverzne pcvezarosti proiz-.
voljne konad&ne familije valuacija nekog posm: ranc g prstena i
toga da na tom prstenu vrijedi jedna (slabij:) varijanta op&te
téoreme aprOksimacije_J.Grﬁter je nastavio u [15] (Satz 2.5.,
Satz 2.6.),.,gdje je takodje pokazano [15;Sati 3.5@] da ako

Jje za valuacije VygeoesV prsténa R pres:ek%

n
Auvar\...ervh. R-Priiferov prsten,da su vV,,....v, 1nverzno
povezane i da za te valuacije onda vrijedi (:labi;a) varijanta

0p§t¢ teoreme aproksimecije [15,5tr.282;] ‘

Osnovni rezultati ove glave bile teoreme :prok:imacije u
okolini nule za u parovima neuporedive i inverzno povezane
valuaci jJe Vysess,yV, prstena R , odnosno zz takve valuacije

zZa, kdj’e Je prsten A=R N---N R, R-Priifercv prsten .
| 1 n
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UvesSéemo takodje 1 pojam strogo inverzno povezane familije
valuacija i pokazadéemo da za takvu konaénu femili 'a valuacija

vrijedi opsSta teorema eproksimacije .

1.1. Definicija -~ 2a familiju valuacija '{Vi}'iel prstera
R kaZemo da Je inverzro povezana ako vrijedi sljcdeéa

relacija :

(Vx€R)(Ix"ER)(ViET) Vi(x)#coi => vi(xx')=0 .

Za familiju valuacija ivi} 1ET prstena R lazZemo da je
strogo inverzno povezana ako je ta familija jiaver:no povezana
i svaki element x&R takav da v.(x)=0 za sve i€I , je

ujedno i invertibilan element prstena N Rv .
| | iel "

U sludaju da je R polje,svaka familija v:luacija

'{?iy'iél je strogo inverzno povezana .

1.2. TLema - Neka su valuacije v 1 v°, prsten: R

inverzno povezane, Tada vrijedi sljedela implikac:i ja :
_ ;=1 |
RV ; er -——> PVJ\V (OO) g_ Pv .

Specijq}nmwakouﬁrijgd;wi v"%(gq)=YE_“l(ao) , taca Je

<v sko i samo ako"'jgé'" "”Rvg R’ .

’
v .

Dokaz - Neka je R_C R . , a element x€R tekav da je
O&v'(x)<od i v(x)<$O . Kako postoji x’¢: R takav da je
vixx’)=0 i v (xx’)=0 , to je v(x')=-v(x);;0 , 3.

x'& va_:_ Rv' R pa' zbog _xer.- slijedi xx"€& Pv’ o Medjutim,
V'(xx')-o sy pa dobivena kontradikcija pokaszvje dc iz

R.C R, . mora slijediti P_.\v’ ~1(e0)C P, .
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prugi dio tvrdnje je oligledno tadan, jer u sl «Caju v (00)=

, -1 : aa: s -1. _
=V (o0) iz Rv & R, - sada slijedi 1 Vv Lo®) L2 Pv' C Pv 9
pa Je v'&v (Tvrdnje 1.3.,g1.1).

,

fema 1.3. (L 33 ,Lemme 3 ] - Neka su valuacije 7 1 v
polja K neuporedive , a P prosti ideal prstena Rv takav
da Je P {_:_Rv.- . Tada je P ideal prstena R . i to prosti
jideal u Rv' . Spécijalno,postoji najopseznijti proati ideal

’ zZa P i F istov remeno.
Pv,v prstena Rv sadrzan u gy Tu Fye L o

Teda je F_ _- upravo pozitivni ideal valuacije rAav’ kola
Y

odgovara valuacionom prstenu R _R_ . .

Dokaz - Drugi dio tvrdinje se dokazuje jednostavn> nakon Sto
- 8e doka¥e prvi dio tvrdnje. Daéemo ovdje dokaz prv:g'dijela.
tvrdnje preme ideji M.Arapoviéa . Primjetimo 3amo ia dokaz
'koji slijedi moZemo primjeniti i u slucaju da posratramo
valuacije nekomutativnog tijela K .

Dovoljno je dokazati da za p€P i a’eFR -\ Ek, vrijedi
a’peP , te da za x,y €R_ . tTakve da x€R _\R, iz xy€F
slijedi y &P .

Neka je a’€R .\ R, i DEP. Doka¥imo d2 tada a’p€?P .
Prm'éﬁﬁmg},,,prvo?dﬁu*’ "T “'ne p_og.to..j.iwﬁiement 1 takav da Je
v*(q)=0 .  InaZe,ztdg ROE R, , za neko xXER\ ],- bi bilo

0&v’ (xq) v (x)+v (@Q)=v ' (x)L0 ,

3to je nemoguée .
Dalje,kako a’@R_ , to (a")"’lefgr i osim tcza (a')"lﬁP.
Nalme,u suprotnnm bi,zhog P C R » o bilo v'((&')“l)=b 1
(a* )-162[’ . Dakle , (a° )"16 RA\NF . S druge sirene,mora biti
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a’pER, . Zaista,inadc bi pﬂl(a')”]ﬁaeRv y Pa zato

(a')"l=pa &P . Prema tome |, p=(a')'—1-a'p , (a')'le RN\P ,
a."'pe’Rv i otuda zakljucujemo,jer je P procti iceal u R,
da mora »iti a’p€P

Neka jo konadno , xy€P , x€R .\R_ i ¢okai'mo da yE€P.

Zaista,tola je X “€R_ , pa iz y=x T.xy €l PE P slijeas

yE&€r .

l.4. Tvrinja - Neka :u v i v° neuporedive i inverzno
| _ ] -1 -
povezane valuacije prstena R 1 neka je v ~(o00)-v’ l(oo)=P.
Tada postoji najopsezniji prosti ideal Pv vy DPritena R_

: J
i Rv' sadrzan istovremeno u Tv 1 u Pv’ .

Dokaz - Neka je K=T(R/P) polje razlomaka obla:ti R/P .
DefiniSimo preslikavanje w:R/P —> I'VU{ao} nr sljededi
nadin :

w(x+P)=v(x) ako x&€R\P , a w(+P)=on ako x€P.

y
Jednostavno se provjerava da je w valuacij: obl:sti R/P ,

te moZemo u daljem smatrati da je w Xkanonsli deiinisana i
na polju K . Tada Je RW=RV/P a P =P /P

Analogno moZemo definisati i valuaciju w’ poija K
polazeéi od valuacije v~ .

DokaZimo sada da su valuacije w i w’ 10l1ja K neupo-
redive,tj. da su valuacione oblasti Rv/P i Rv;{P polja L
neuporedive u odnosu na relaciju inkluzije.

Zaista.,_iz R,/PEC R -/P slijedilo bi R, € !y’ . pa prema
Lemi 1.2, otuda v’¢& v , Sto je nemoguée .

:"'Sliéno vrijedi i Rv'/P ¢RV./P )
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Na osnovu Teme l.?. sad «=akljudujemo da postoji nijopscezZniJi

prosti idcal Pw,w' ot lasti Rw i Rw' istovren :no.Jasno,

to znall da za neki prc:ti ideal P . prstena 3  ,odnosno

prstena TR_. , vrijedi Pw’w, v, v,/P . Takodje,rra biti

> ] k er S ozitivni ideali 1 -
Pv,v" g_lv i Pv,v" C vt jer su p tivni ideali valuac:.

w i w’” uprave T /P , odnosno /P .

1,5, Primjedba - 1) 'z oznake prethodne tvrdnje,jasno je

da Vr:'..jedl PV,V’

implikacija :

I

P ako i sgmo ako vrijedi sl;adeéa

vigv A v&v = I .0} AP . aE.

Naime,ako je P_ v,-P=v“1(¢o)=v' ~L(o0) , teda nepr. iz
9 _ _

v7<€ v slijedi v” "Ll oo)=v"1(o0) . Osim tcga,veluacije
v,v',v’’ su tada inverzno povezane.Zato na csnovi dokaza
Tvrdnje 1.4. i na osnovu Leme 1.2.(drugi dio),zakl judujemo

da v''£&v i v £ v® povlacdi Rv, Rn 3. Rv';Rv""

Otuda "je RWRW'=RV/P l].‘VI/P g Rw.r.r =er.r /P -. AkO je Pv,vr

Jednaeko P , tada je pozitivni ideal valuacione otlasti

RR,- Polja K , upravo Pv,v’/P , jednak (0) , dakle

RR,-=K , pajei R, =K.Otuda je I ~=§0- .

Obrnuto,ako bi za ncke netrivijalne i inverzno povezane
valuacije v i v’ oprstena R - takve da v l(oo v’ 'l(oo =P

bile PSP, . , tad iz P=v‘1(m)5 Py o &P i
9
p -l(oa)s,_ Pv,v' S P,- , na osnovu Tvrdnje l.2.5ii),g1.T ,

2ak13u6ujemo da je ' (R, P, ) valuacicni par
. NEp, L Tv,v



- 58 -

netrivijalne valuacije v™ prstena R 1 da je

vaf = va LP ’J ¢ E'LSim toga Y vlf.s v i v”.s. v’ 3
v,V |

a I'v,... £ 30%} .

3i) Kao i obi¥no,sa vAv’ oznadimo (ako takva jrostoji)
valuaciju prstens R takvu da je vAV v i
vAv ¢ v’ a za proizvoljnu valuaciju r’" orstena R
iz v7'4&v i v'¢& v’ slijedi v 'K vAv’ . Presa Tvrdnji
/

1.4, vidimo da za inverzno povezane valuacije v L Vv
prstena N takve da je v“l(oo)=v' -1(oa) postoji valuacija
VAV s te da Jje PvAv" = -Pv,v" y 8 Ry - = R”'[Pv' v’] =
Al &SI B
Oznadimo sa A » 1izolovanu podgrupu grape T koja

V,V v
odgovarsa prostom v-zatvorenom idealu Pv

S& ‘6’

v’ prsteia Rv y &

. v’ I'v —» T v/Av."va- ozna¢imo kanons ¢i epimor-
fizam. Analogno definiSemo podgrupu A_. grupe . i
| _} v,V v.

preslikavanje 'e'v;v :Pv' qrv'/Av:v  Grupe I'VAV' ]

T /A

v T ./A . cemo,kao Sto Je uobidajero,identi-

,
V.,V ' v Vv,V

fikovati uz pomoé sljedeée relacije «rw... .

(Vx€R) (vAv’)(x)-ﬁ'v,;f(v(x)FB'V;v(v’(i)) » uz dogovor
B, gm0 5 B (00)=00 . -

v \ 244

Kao i obi&no,kaZemo da je par («,o’)E I'vx ]:'v’
saglasan ako vrijedi G'V-v,(g( )= ‘9’v,v(a(') .
] ]

T,

U élu?:"aju v-l(w);lv' -l(oo) stavidemo A ;
v,V v

Av:v :'vrv' s & B'V,v'(f’()=0 za sve o€ I'v i sliE’:no.

e'v:v(c{’)ro - za sve o € I'v; . U tom sludaju je znadi,svaki
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par (X ,?) iz I'VXI'V._- sarlasan .

ijii) AXko su valuvacije v i v’ prstena I talve da

v“l(oo) A v’ 'l(aO) , tada su v i v’ r2zavisne .

iv) Kao obidno,za faniliju '{vi}'ﬂEI inverzno jovezanih
valuacija prstenn R reéi éemo da je {o(_;} 3€T 1z

i-DI-rvi saglasns fam:ilija ‘ako je za sve 1i#j iz 1 par

(L .,4,)€ I' xT saglasan (prcma ii)) .
i by v vj
— §ljedeéa tvrdnja,dijl je dokaz trivijalar ,pripada

M.E.Manis-u [28,Proposition 9.}

1.6, Tyrdnja - Neka je V skup valuacija rrstera R i
neka su valuacije iz V inverzno povezane.Delje,r2ka je V°

skup valuacija prstena R tako'da vrijedi s]jedel(a relacija:

(Vv'eV)(3veV) vgv .

Tada su i valuacije iz skupa VUL/V® inverzno pove¢zane .

————— Navedimo jo¥ sljedeéi rezultat J.Griéter—:

[14,Hilfsatz 3.2.] :

1.7. Tvrdnja - DNeka su vy i v, inverzno povezane i

i «£,€ I'v

Nezavisne valuacije prstena R , a o(le I'v

1 P4

Proizvoljni. Tada postoji x€R takav da je

Vl('K)ﬂ dl i Vg(x)=d2 .

1.8, Primijedba - i) Prethodnu Tvrdnju l.7.,u pcmenutom
radu [14] , J.GrHter koristi za dokaz Teorere apioksimacije

W okolini nule za inverzno povezane i u parovima rezavisne
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valuaci:je vl,...,vn prrstena R [1!|~,Satz 3, 5_] .

31) Ako su vy i Vs inverzno povezane 1 zavisie valuacije

prstena R , & °‘16Avl,v2 i o(eeAva’vL
ni,tada postoji x€R takav da je vl(x)=o(1 i r2(x)=o(2
[15,2.2. str.281]} .

proizvolj-

U ovom Gréter-ovom rezultatu se dakle,pre:postiwvlja da je

o =9” =0 nadi jedan sri:cijslan slucésj
6-,, (X, ve,vl(o(g) , znai J sp3ci J

saglasnosti para (0(1, oL,)€E Ilv X TVE .
| 1

§2. Teorema aproksimacije u okolini nule

Sada &emo dokazati Teoremu aproksimacij2 u c<¢olini nule
za konadno mnogo inverzno povezanih i u parovima r uporedivih
valuacija.Ideja dokaza potice iz dokaza odgovaraju e teoreme

M.Arap.ovi-éa [ 3,Theorem 1.] 2za valuacije ns pol;i.

Kao i pri dokazu Teoreme ’:.2. gl.l potrzbna aam je

tvrdnja analogna Tvrdnji 4.l.gl.l :

2.1, Tvrdnja - Neka je ,{vl,...,vn} , n22 , familija
netrivijﬁlnih i u parovima neuporedivih valueczija srstena R
i_neka su te valuacije inverzno povezane;Dalja,neka Jje

(0, Lnyeeey o DE I'le I‘vgx Fee X '_['vn saglesna familija,
0(i>_0 y 2¢14n , a sa Q; neka Je oznalen skup

{YiERvi . vi(yi)}dl} ’ 2éi$n .

Tada Je Qi jdeal prstena Rv. , & radikal I1=r(Qi)
i

Je prosti v

;-zetvoreni ideal prstena R, , 2&i& ,
- i
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razliéi’c od vf{l(m) . Osgsim toge,skup Pgn” ﬂPIII'\(va\Pvl)

nije prazan .

Dokaz - Jednostavno se provjerava da je Qi ideal prstena

Rvi , & da je Pi prosti vi-zatvoreni ideal »>rstena R,
razlilit od V'i'l(w) , 24ién .

Neka su elementi :x:iER takvi da jJe 0(i= ri(xi) ’ 2&ién,
Jasno , x;€P; , 2 <ién . Dalje,moZemo pretristaviti da za
sve 1A3 iz {2,...,n} vrijedi Pi¢ Pj . |

DokaZimo sada da P.¢P za sve i€-§2,...,n}
Vi
Zalsta,pretpostav1mo da za neko 1€ { 240004l } veijedli

Pil_:_ Pv . U sludaju vll(oo)-— "l(oo) , preri Tvrinji l.4.
1 | -

i Primjedbi 1.5.,vrijedi P. - Pvl,vianlAvj sy 712 kako je

X. ePl s to sigurno X5 eP Specije Lno,clement
1/\V | |
o(i.vi(;:i) & A"i*"l . Ali,par (0, )eI' Lx T, v Je
saglasan,pa o .€A v Konacno,u sluéa; 21 vll(oo)ﬁv'fl(m),
i VisVy y i

valuacije vy i v; prstena R su nezavisr2,pa prema
Tvrdnji 1.7. postodi yER takav da je vi(3)=cl; >0 i
v,(y)=0 . Dakle , YEP. G Pvl , pa vl(y):~_0- .

Dobivene kontradikcije pokazuju da mora biti I, ¢ P

| 1
za sve i€ $2,...,n} .

Oznalimo sada sa w; netrivijalnu valuaci ju prstena R
iii),g1.I).
Prema Tvrdnji 1.6; valuacije ViaWoeeso Wy £ inxarznq
Povezane, jer jc w ¢v;, zasve 1€ $2,..001}

Dal;je . v < R"i za sve 1€{2,...,n} . Inale,prema
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emi 1.2.,bilo bi P\wi () S P, . Usluwdaj da je
' w

r'il(oo)-w'{l(oo) , bilo bi %ak P& i'vl . &to nij mopude.
\ko Je v'il(oo);éw'j'_l(m) , tada su valuacije vy Wy

sezavisne i inverzno povezane,pa& ponovo preme T™vrinji 1.7.
s0stoji yE€R takav da je v (y)=0 , a OLw; (y.< o .

Ali , ye]?wi\ w;_]'(oo) implicira yE’E’vl s TJe xl(y)>0 .

Dobivena kontradikcija pokazuje da vrijedi 1 ¢ R, 28
' 1 i

sve ie§2,...,n} .

¥
Na potpuno isti nadin kao u prvom dijelu ¢okez: Teoreme 1.
iz [3] , sadiam se dokazuje da postoji elemer t y«-:R takav
da jfe v, (7)=0 , 2 w; (7)< 0 za sve i€§2,...,0} .

Kako su valuacije VysWoye ooV inverzno povezane,to
postoji x€R takav da Jje vl(xy)=0 y & W (xy)=0 , 2€ién.
Dakle , v,(x)=0 , & wi(x)>0 za sve i€ ;2,...o0}
Prema tome , x€PN--NRNE,NT, ) - .

Y

ﬁ

2.2. Teorcma - Neka su valuaclje Viyseee,V, prsteﬁa R

netrivijalne,u parovima neuporedive 1 1inverzrj povazane,a

'(?(1'.' o dﬁ)e I"le cee X Pvn saglasna familija .

Tada pdétoji x€R takav da Je vi(x)""(i ’ 1£i&n .

Dokaz Dokaz Je identilan dokazu Tcoreme 4.2.gl.1.
2.3, Primjedba - i) AKO SU Vq,...,vy Dnetrivijalne i

inverzno povezane valuacije prstena o, a f: 1= F;Av v
- _ Sl P RS R
(Primjedba 1.5.ii)),tada za proizvoljnu familiju

(ill;'...,p(n)e le ree X Zn' postoji x€&R takss da je

vi(x).a{i , 1£ié€n . To je rezultat J .Grit w—a L neposredno
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glijedi iz [15] (Satz 2.6. i Sataz 2.5%.). Priajetino da Je

tu saglasnost familije (o{l,...,g(n) ostvare 1a p1eko :

Navedeni rezultat je dakle,samo specijalan sludaj Teoreme 2.2.

ii) I sljedeéi rezultat pfipada J.Grdter-u [lS] (Satz 3.5.,
dokaz pod (1)) :
Ako su VyseeoesVy netrivijalne valuacije pr:tena R takve

da je A=R_fM---) Rv R—Priiferov prsten,taca su valuacije
1 n '.

vl,...,vﬁ inverzno povezane .

Ako sada uzmemo u obzir Teoremu 2.2. vidiro da se
Teorema 4.2.gl.I dobija sada kao posljedica ‘eorere 2.2. 1
pomenutog Gréter-ovog rezultata.Naime,tadna (e i cva nesto
opStija teorema :

2.4, Teorema - AKO SU Vyjeeo,V, netrivij: lne aluacije
Y

-prstén& R takve da su u parovima ncuporedire a ]rsten

A-RV- RERES R Rv R—Prﬂferov'_ , tada za proizv(ljnu saglasnu
1 n | |
familiju (dl,...,dn)e I‘le---x po: toji =x€R

| +#
takav de je v,(x)=o(; 1£€ié&n .

DokaZimo sada da je,uz izvjesne doda‘ne pjetpostavke,
moguée zakljuditi da. je AsRv,Fln-Iﬁ R, R-. riife: ov prsten

| - 1 n |
ukoliko su valuacije VigeossVy inverzno po- ezan' . Otuda

éemo ohda dobiti i Op3tu teoremu aproksimaci,e 2za odredjéne

strogo onverzno povezane valuacije .
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Mﬂ - Neka cu Valuacije Vlg o s 1VI pI tenn R

netrivijalne,u parovima neuporedive 1 1inverzr > povzazane.
Dalje,neka je sa A oznaden skup R_M---1 iv .
V‘ .
| 1 n
Tada su talne sljedele tvrdnje :

: 1 p !
3. 1

1) (vi€d1,...,n}) A[Anpv.j:Rv A LAna?vi':];EAanj =,

2) ideali A an , 1$4i€n , su upravo svi mak: imalni
i |
ideali prstena A ako 1 samo ako je fami 1ija {vl,...,vr}

strogo inverzno povezana ;

3) ako je {vl,...,vn} strogo inverzno pove zana familija,

tada je A R-Prliferov prsten ;

4) ako je {vl,...,vn} strogo inverzno pove zana familija
a skup {a€A : v.(a)> 0(.1} sadrzi R-refular¢n element

za svako a(iG Ilvi , 1£i&n , tada za {vy,...,V,3

vrijedi Op3ta teorema aproksimacije .
Y . b

Dokaz - 1) Jasno,vrijedi Arany jg'Rv_ , 1:54i&n ,
—===22 _ LANP ° .

1
L

pa dokaZzimo jo3 obrnutu inkluziju .

‘Neka je aieRﬁ' __,ﬂ{éién . Stavimo o .=-v.(a.) ako
; g |

Jrl
Je vj(ai)<0 , 8 °‘,j,i=0 ako je vj(ai)}...( . Trla je
O(i’iuo . dj,i},o za sve JE€¢1,...,n} . Takcdje ,
fagilija (d’j,i)e I'le--.x ‘_['v.n je saglasna . Naime,ako

je j#Ai +takav da- vj(ai)<f0 , & v;1(09)=v51(oofl , tada

je sigurno v.(a.)fo0:. , pa tada vrijedi
iNFLITOR, |

- 65_ \&Vj’vi(d'j'i)-_ va (vi(ai))_{ o,

‘ J,Vi(vd(&i))'" &,

3* Vi
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jekle vrijedi vaj,vi(o(j,ip&vi,vj(di’i)a :
Ako su  J£i , 3 #1i takvi da je vj(ai)<o . vj,(:i)éo .

dovoljno Jje opet razmatrati samo sluéaj v:j'l(ao)=v', "..'-‘(co) .

Tada Jje ponovo :

&, o Ly ==

¥ ’
i*V3

(v.(a;))=-&F (v,o(is))=
j,vjf jyi vj;,vd J 1

9’ VseV, (ol . KXonadno,ako su Jj#&i , J:,li takvi da.

Je vj(ai).}o , & vyo(a;) €O , tada :

0% ij,,vjco(j;i)-- &vj:,vj(vj'(ai)):"— ij’vj,(vj* a;)) £0 .

Prema Teoremi 2.2.,postoji x€R takav da vrijedi vj(x)-o(.

| Jel
z8 8ve ,jG{l,...,n} . Specijalno , vj(x)},o_ , 1€ £n , pa

je x€A . Osim toga , vi(x)=0 , dok je va.(aix)ko za sve

Je{l,..'.,n} , dakle aixeA . To znaéiﬂa- a.ie “CANP, ] °
V.
- i
Z ¢ s » = _ o ) .
naéi,vrijedi Rv. A[Aﬂ fjvij ', a otuda 1ako_sl:1.ged.. i
*1: vy

2) Ako s f"Al"\P , L£ig€n , upravo svi maksim lni ideali

' Vi
pratena A %Jasno je da. iz vy(x)=:-- av_(x)=) slijedi
XecA\ U Fy. 1 D8 je "'E" invertibilan u 4 .

1<€i¢n Vi
Obrnuto,ako je familija {vl,...,ﬁn", valuacija prstena R
Strogo inverzno povezana i te valuacije u parovime neuporedive,
tada svaki pravi ideal (Q prstena A moi‘a biti sdrzZan u
uniji ideela AﬂPv , 1£i£n , pa i u jednom od tih ideala.

i
Speci;alno,svi maksimalni ideali prstena A nalaz: se medju



idealima ANP -, 14 &n .
i

Dal je,ako neki od ideala .AﬂPv_ , 1€i€n , ne bi bio
i
maksimalen,tada za neko jéi iz §1,...,n} Dbi im1i

AnPViE Aﬂij , pa otuda i AEAﬂl'v'_J c AL’.--Lan 3 ti.
J f

-1 x .
Rng._ Rvi . Zato Je Pvi\ v. (o) sadriano 1.1 P. (Lema 1.2.).

Medjutim , mora biti v'i'l(oo)=v31(oo) s, jer bi in: e,prem.
Tvrdnji 1.7.,postojao yE€R takav da je vj(:*)no -

| -1 _ - -
O(vi(y)(‘ o . Otuda y€ Pvi\ Vs (o) T P . dak e vj(y)> 0.

Prema tome,vrijedi R_,Z C R , & v_.l(oog cCP_C.F y PA

je zato v.& vy 28 ifj o, Sto je nenogule .

k)

3) Tvrdnja pod 3) slijedi neposredno iz dok:zano:; pod 1) i

2),na8 osnovu definicije R-Priiferovog prstena .

4) Tvrdnja pod 4) je o&igledna ukoliko dokai‘emo (.a Je

R &T(A) , Jer je tada v ,...,v} aproksim- ciona

y 1 n

f&milija na 'R .
Neka je T€R\A & I=31¢i¢n: vi(r)((}} . Nela je za
sveko i€l o(iu-vi(r) , a neka je aieA cleme: t inverti-
bilan u R 1 takav da vrijedi vi(aij>o(i

Tada je a= || &,

| - je1 ? | o

toga ar€A. . Tako je r=ra-a_1e T(A) , ti. R ET(A) .

iz A i invertibilan nw R , a osim



GLAVA 111

T1'CREME APROKSIMAGIJE ZA OCHILLINGOVE fALUA JIJH
N1'KOMUTATIVNOG TTJIELA

§1J Osnovne &injenice o Schillingovim valuaci.jame tijela

U ovom paragrafu éemo navesti neke od os1ovnia rezultata
0.Schilling-a [3%71] o valuacijama fijela.Neka od tvrdnji,ma-
da su jednostavne,po prvi put se ovdje formulisu i dokazuju u
nekomutativnom sludaju,pa Semo zato dati komy letnc dokaze.
Ukazaéemo pri tome,na glavne poteSkoée u ovom'prelazu na raz-
matranje valuacija nekomutativnog tijela.Te poteskote Ce se
'uglavnom javljati u vezi sa lokalizgcijom,tj;lsa { ormiranjem
prstena razlomaka,a s druge strane i u vezi fa zartjevom da
.pbsmatrani podprsten tijela,ili neki ideal tcg‘poéprstena,bu-
de invarijantan u oéhcsu na sve unutrasnje attomorfizmé tijela.
1.1, Definicija - Preslikavanje v sa multipli}ativne grupe
K* tiJela K na totalno uredjenu aditivnu grupu I' neziva

se (Schillingova) valuacija tijela K ako vrijedi :

1) (VL ET N3x€E™ v(xeol '

i1) (Va,b&k™ v(ab)=v(a)+v(db) ;

iii) (vé,beK") a+bc K* => v(a+b)},min{v(a).&(b)} .
OCgim foga,ako'je o€ " , za sve € Y :taviro

A 4o0m00+d moo+oomoo i o< 0o , & Do definiciji 1zimamo da
Je v(0)=00 .
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grupu 1—' demo nazivati grupa valuacije v 1 ozr 1¢avadéemo

je i 58 T, - Skup TU{oo} &emo oznadevati sa T’ .

1,2, Prinjedba - a) Uz oznake iz prethodne definicije
beot =i —
vrijedi V(K)=I'm , a zahtjevi ii) , iii) mogyv se iskaza-
ti za sve elemonte iz K .
Takodje je Jjasno da u sludaju valuacije pclja K , grupa T

mora biti komutativna,zbog uslova ii) .
b) Ako je v:K—>T__ valuacija tijela K , tcda vrijedi
(Va,b€X) v(a)sév(b) = V(a+b)=min{v(a)1v'(b)} .

Naime,ako bi za neke a,b €K bilo napr. v(a)d>vi(b) i
v(a+b)>min {v(a),v(b)} , tada bi vrijedilo

v(b):v(a+b—a),},min{v(a+b),v(—a)}> v(t) , Eto Je
nemoguée . Primjetimo da je tu iskorisStena sljed: éa E;Lnjeni-—
ca (VaeK*) v(-a)=v(a) .

Naime , O=v(1)=v7-1)+v(-1) , pa je v(-1)=0 , dakle i

v(-a)av(a) , za sve a€EK’.
¢) Akxo je v:KE—=—>T,, <valuacija tijela 1., t:da je skup

U= {aEK : v(a)=0} normalna podgrupa |;rupe K"lp 1

vrijedi [ =2K*U (uz aU+—>.v(a) , za a€k¥*) .
Haimg , Vv(1)=C , pa 1€U . Specijalno,za svo IaeK* vrijedi
V(a_l)u-'-v(a) , dakle , ako je aGK* i u€U , ada
"f(&ua"l)=v(a)+v(u)+v'(a'"1)=v(a)+0—v(a)=0 s tde aﬂza_leU_ .

1.3.Tema - Ako je v:K—T',_, valuacija tijel:. K , tada

Su tadne sljedeée tvrdnje':

i) ﬂkgp RV-{aGK : v(a)_):.O} je podprster tij la K
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invarijantan u odnosu na sve untrasSnje autc aoriizme

-1

tijrla 7, tJ. za sve aeK* vrijedi aRv:" ng :

ii) Skup Pv-.:{aEK : v(a))o'} je maksimelan P leal prstena

. N -1 )
R, 1 za sve a€X " vrijedi aP.a "C P, .

iii) Ako sa ”(Rv) oznadimo skup svih invertibilnih u Rv'

elemenatn prstena R, , tada jge PV=RY\\U(IV) :
iv) (Vxek® =x& < ler .
iv X X Rv \ V4 € v .
v) Svaki ideal prstena R Jje dvostrani

vi)  Skup svih ideala prstena R, Je totalno urcdjen

relacijom inkluzije .

Dokaz - Tvrdnje i),...,iv) proﬁjeravaju se¢ nepcsredno,dok

v) , vi) slijede iz tadnosti sljedeée tvrdnje :

(Va,beI{*) v(a)?,v(b) & (Je,c’€ Rv) ::1=bc. ., a=c’d .

1.4, Definicija - Ako je v:K —>1, valuacij: tijela K,
tada se prsten R_ naziva valuacioni prsten tijela X ,
odnosno prsfen valuacije v na K , a ideal Pv prstena Rv

naziva se pozitivni jdeal valuacije v .

1.5, Definicija - Prsten kod kojeg su svi idealf dvostrani
naziva se duo prsten,a prsten kod kojeg su svi 1i evi (desni)
ideali totﬁlno'uredjeni relacijom inkluzije,naziva se prsten
langan s lijeva (8 desna). Landani prsten je prst'n landan s

lijeva i lan®an s desna istovremeno.
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1

1.6. Definicija - Ako je R podprsten tijcla 1 , za R

kazemo da je totalni podprsten tijela K ako vri, edi sljedeée:

(Vx€K) x&R V fdeR .
7a prsten R , odnosno ideal P prstena R , kaZemc da Je
jnvarijantan u K ako vrijedi

-1

(V¥ x &K™) :;Rx'l(_:__ R , odnosro x*x ~C P .

1,7. Primjedba - Na osnovu prethodnih defiricij: i Leme 1.3.,
jasno je da za proizvoljnu valuaciju wv:K --b[‘m_f tijela K

vrijedi sljedele :

i) Rv je invarijantan i totalan podprsten ti,ela K 3

~ii) R Je landani duo prsten ;

iii) P Je inverijantan u K .

1.8, Tyrdnja - Ako je R invarijantan podprster tijela K,
tada je R ‘valuacioni prsten tijela X ako i saro ako je R

, / B
totalan podprsten tijela K .

ﬁokaz ( £371 ) - Dovoljno je'dokazati da Je invsrijanté£ i
totalan_podprsten R tijela K obavezno i valﬁacioni prsten
za K . Ozna¥imo sa U skup svih invertibilnih v R -eleme-
nata prstﬁngw“ﬁf; a sé 'P"skﬁp R\NU . Tade Je rkup U
invarijzgtén'zé sve unutrgénjé automorfizme tijels: K .Otuda
Je ihékup} P 1invarijanf§n u X . Neka je sada T faktorska
8rupa K’."/‘U"'?, a za proizvoljan d€X stavimo 1(d)=dU .

operaciju w + " na 1" definiSimo ovako :

(Va,a’€x* qu+d‘’v = aa’v

® relaciju , <" na I' defini¥imo na sljededi nadin :
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(Va,a°€¥™ auda’u , wWga'u &<=> a’aTler .

Jednostavno se provjerava da Je (T .,+,£€) uredjcna grupa .
Uredjenje «S" Je totalno,jer je R invarijanten podprsten
od K . Takodjc se jednostavno provjerava da je praslikavanje
viKk — I'oo valuacija tijela X , gdje Je v(0)=m¢I‘ .
z8 SvVe deK* je v(a)=dU . Teda je R =R , & Py=L
PokaZimo napr. da Je irpunjen uslov iii) Definicije 1.1.

Neka su a,heK* i a+b€-K* i napr. v(b)4&v(1) , tJ.
bUgal , dakle ab l€?=R\U . To znadi da vri;:di :

a+b-(a+b)b . b={ab +1)b€va .

pa je tadno i v(b) & v(asd) , tJ. v(a+b)},min{'v{a),v(b)} .

l'odsjetimo se da za ideal T asocijativnig prstena

R kaZemo P je kompletno prosti ideal prstena R 1iko vrijedi :

(Ya,pbER ) abE?l => .aeP vV b&P .

1.9, Lema - DNMenulti kompletno prosti ideali valuiclonog

prstena R tijela K su u uzajamno-jedndzna&noj korespon-
denciji sa.izolovanim podgrupama grupe I'v . Pri tome -,
1nvarljariltnom kompletno prostom idealu prstena R, odgovara

W

normalna pod.srupa gmrpe v i obrnuto .

Dokaz -~ Neka je P kompletno prosti'ideal prsteaa E'v i
(0) € S PSR, . Oznadimo sa A skup onih elemen ita ;rel"
28 koje Je max{ 3",3‘} Z v(p) , za sve p€P , 1 1 X"sO .
Tada Je AP pcdgrupa grupe I'v i %o izolovana

Naime , za r]_)O- ’ a:?)O i rl’ XEeAP -1 iz Y'l r;_)éAP
iiz 'K’luv(al) . a’z-v(aa) s al,aaer , Slijed .1lo bi 2za
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neko pET s8ljedefe : v(p)-’zv(ala2) s Tie alaqGP .
Dakle |, ﬂleP 111 aeel’ , all v(nl) 1 v(az) su 12 'AP )
pa sigurno nisu u skupu v(P)= {v(p) : pel‘} .

S druge strane,ako jz O < )Y < ) s Se AP , tids je 1
Ye AP . Inac¢e bi ponovo bilo S c v(P) .

Dalje,sko Jje /\ izolovana podgrupa grupe I-lv 1 A(_;_'_T ’
stavimo T, = §OK’I U{ a€K : (VdeA)IL v(a)ﬁ .
Tada je T, prosti ideal prstena R 1 (C) S'- E. & R, .
 Osim toga,ako AP odcovara kompletno prostom idealu P ,

tada izoloveno;j podgrupi L, odgovara ideal PAP =P i

obrnuto,ako P, odgovara izolovanoj podgrupi A , tada

idealu P, odrovara izlovana podgrupa Ay =4
| BTN

Ako je kompletno prosti ideal P 'prsténa Rv invarijan-
tan u K , tada Je AI’ normalna podgrupa gr_upe I'v .«
Zaista,inade bi za neko ¥ € Pv postojao e > takav
da Jje 05. 3"+8-X'¢AI. . Dakle,postojao bi p&l takav da
vrijedi v(p)4 ¥+8-¥ , pa ako je Y =v(a) i S =v(b)
tada v(p)$v(aba"1) , To znali da aba'leP , P1 zato i
bea'lPa . Kako je ideal P imfarijantan,.otuda )FGP .
Zato je 'y =v({b)€E #(BlDI-AP =@ , 8to je nemoguée . Analogno
se zakljifdje da ako Jje izolqdvana podgrupa D  gripe I'v

normalna,da Jje ideal IA' . h¥¥arijantan .

1.10. Tvrdnja - Neka je v:K—>Y1'_g valuacije tijela K,
a kompletno prosti ideal P prstena RV=R invarijantén u kK
1 razlidit od (0) . Tada je skup Ry= §ab™t : a€t, DER\P}
podprsten tijela K, a PRp=P je jedinstven maks .malni ideal

prstena Ry (sastavljen od svih konadnih suma eleienats oblika
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pr 5 PEI , T€Rp ). Oxim tora,ake je A=A, iz.lovana

podgrupa mrupe T koja odgovara kompletno pros.om idealu

v ,
P i ako je P invarijantan u K , tada je presli avanje
v :K —» (T /A Joo definisano sa v'(a)=v(a)+ A a_feK*i
v’(0)=00 , valuacija tijela K , a R .=Rp i F_.-P .
Kona¥no,preslikavanje w:Rp/P —> Q0 , defini ano sa
w{a+P)=v(a) , za &GRP\P i w(a+P)=oo, za €7 , J=

valuacije tijela Rp/F 1 vrijedi RW=R/.P . PW=P__/P '

'Qg_@_ - PokaZimo prvo da je RP={b"la : a€R , ";eR\P}
Zaista , a€R i bPER\T daje b_la=a(a'1b"la)=afa"lba)"l=
-ac™t  za c=a”1baeR\P . Naime,ako bi bilo a” ba&?P ,
tada bi bilo b€aPa lC P , tj. bLEP , Eto Je emogude .
Obrnuto,ake a&€R i bHERN\T , tada ab_1=(-r1b'1a"l)a=
.=(&ba-l)_1a=d -1 Z8 d=aba_1€ R\P .

Dalje,za sveko A€Y¥ vrijedi aR,A™TC R, , ier za
a€R i PER\P Je aasb ltal-daa~} av g l€ ariF(a(@\P)a™HE
c R-(R\ P)-1 -

Dokafimo sada da je R, podprsten tijela K .
Neka su e,,a,€R 1 1,b eR\P i neka je aapr. v(b,)& v(by).
Tada blbz," € P=R_ , pa. zatof vrijedi :

84 ll+a2b -(a +agb )b 16R*(R\ P)":L .

Dalje,vrijedi cljedeée :

a;by -1, a5 21 =8, 8 2-&51 'ilaQ.b'éle Rp  jer a,a,€R ., a

1
2 &, la?eR\P , 28 32;40 , dok je & a2b21 OERP Z8

2-0 .l-

Doka¥imo sada de Je PRp=P , tj. da je P.{pb"l p€ P,b€ R\P}.
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Jasno , T‘EPHP . Neka je sada pieP . aiG;R . bié'IZ\P |

‘ : y -1 -1
(1€3i€m) i pokaZimo ds py8qby +e=c +ppa by &P .

Zaista , v(piaib'jjl)=v(pi)+v(ai)—v(bi),},v(pi)-ﬂv(bi: ., jer

a;€ R=R, , dok sigurno vrijedi v(pi)> v(bi) . Neime , iz
v(p;) & v(b;) Dbi slijedilo b.€ P . Zato imamo v(yiaib'j:l)> C,
specijalno piaibg_leR za sve i=l,...,m . Kako sigurno

vrijedi piaib'_'{]; b;=p;a; €P , a b;ER\P , to J

piaib'.'lle]’ za sve i=l,...,m . Dakle , plalb11+---+pmamb;le

€P , tj. FPR,sP .

Analogno sc dokazuje da vrijedi 1 RPP=P .
Skup P Jje jedini makesimalni ideal prstena Rp . Zaista ,
P Je ideal u Rp , jer FPRp=RpP=P , a ako ab-:eRP\P .
a€R i b»&R\P , 'Eada ba—]‘e Rp ,jef bR , dok
a€R\P , jer a€P poviadi ab l=a:1-b '€ PRp=l , Sto je

nemoguce .

Ako je &\ izolovana normalna podgrupa total:o uredjene
aditivne srupe I , tada se i grupa [ /A , kso $to je poz-

nato,mo%e totalno urediti sljedelom relacijom :
(Vrliﬂheer) x-l"'A--érrg'*'A <& rl“- x'g ’ 3"1"3’2¢A-

Ta definicija je korektna , Jjer &"1+A= D(1+A i 5*2+A=
-0(2+A povladi h"l-o(:L&A ’ a’“g— o(2eA . Ako bi bilo
oL <o, , tada bi,zbog .X“']_( Y- , bilo
0L {2— X-1= re— d2+ dg"‘ &1""&1" rl$ *2"&2"’ la- X?LGA ?
pa i 3"2- X“léA , Sto je nemogule .

- Leko se sada vidi da je grupa T-T/A y UZ ?:,_ D,
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z8 Sve a"er , totalno uredjena re.lacijom :
(1 -‘.J‘é <=5 (r1£5~2 ,X'14¢Y'2)V(Yl=r2' .

Neka Jje sade A"AI’ normalna izolovana podgrua grupe

I'=T, koja odzovera invarijantnom kompletno pros om idealu

P prstena R a I =T'/A totelno uredjena faktorska grupa.

Dalje,neka je v°:K — I'__, definisano sa v’(d) wv(d) =za

déK* i v’(0)=p0 ., Jarno , vrijedi sljedeée :.
_v'(d1d2)-vfd1d25-v2d15+vfd25=vfd15+v2d25=v’(d1)+v"dz) i
v'(d1+d2)=v1dl+d25;min{ vfdls,de,aS} =min{v'(dl) v'(dg)}

Z8 sve dl*dzeK .

Dokazimo sada da je I .= P .. Zaista , OAA€P. ., <=2
&> v (a)D0 , A0 &> T@I>T , df0 <&=> af , v(a)¢A,
v(@)>0 & g0 , v(@E Ay , v(@)>0 &> (IH€ep) 0L
<v(@)€v(p) <=> 3440 , &P . |

S dpuge strane,za O£AE€K je v’ (d)=0 ako i s-.mo ako je
v(a)EA i d#0 . Ako je v(a)B0 , tada dER , ai dgP ,
jer P=P_. la. v’(d)=0 . Dakle, v(d)>O0 povla(‘ii d&R\P ,
pa sigurno deRP . Ako je v(d)< 0 , tada d"leR' y &
0L v(a™1)=v(a)€ A , jer v(d)éA#AP , pa ponoo d TEP ,
jer i sada v’(d'l)uv(d"1)=-§rm =0 . Dakle,sada iz v(d)£ O
slijedi d=1-(d-1)_'1& R, . Prema tome,vrijedi :

OJdGKI , v'(a)=0 => d4€R, .
Kako je Pv" P QRP , to znaci da Je sigurno tad& o i
R;,; c R, . Obrnuto,ako a€R , b&R\P , tada iz v'(ab‘{"):
=v’(a)-v’(b)< 0 slijedsi bsba™t a€P .RPRE P , Bto je

nemdguée;_
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Dakle , R, &V - . To znali da je R _.=R, i P _.=P .

Ostalc se tekod.je Je inostavno provjerava .

. dm

1.11. Primjedba - Obidno se valuacija v’,definisana u
Tvrdnji 1.10. (ako je ¥ polje) oznalava sa vp . Jasno j2

takodje dz se vp mo7e identifikovati sa v , J:r je tada

- {0} , pe 3o T =T /{o}y=T,

1.12, Definicija - Ako su v 1 w valuacije tijela K ,

kaZemo da je w£v ako i samo ako postoji uredjajii epimorfi- |
- —@ - -

zam 8’ (Pv)m (Yw},o , UZ @-(cov)-oow , tikav da Je
w=ev ,

U sludaju da je <o izomorfizam,stavlijamo w=r 1 kaZemo
da su valuacije v 1 w ekvivalentne .

Za valuacije v i w tijela K kaZemo da su 1ieuporedive
ako je wgv 1 v%w , a ka¥emo da su zavisne ak> je
RR %K . Ako je RR =K , za v 1 w kaZzemo da su

nezavisne . {Pokazeéemo u Tvrdnji l.l4. da Je Rva valuacioni
prsten tijela K.) |

1.1%, I:enia ~ Neka za valuacije v 1 w | tijela K vrijedi
wgv 1 neka Jje 8. (Tv)m —> (I'lq)m uredjajn . epimorfi-
zam takav da Je e(mv)=oow i w=9'§v . Dalje,n:ka je

A =Ker( '9'__) . Tada je A izolovana normalna podgr ipa grupe.
T v @8 P=Pﬁ invarijantan kompletno prosti ideal prstena Rv’

Osim toge , WEVp 1 P Je pozitivni ideal valua ije woo.
Dckaz_ - i) Jasno je da , =" predstavlja relac.ju ekviva-
lencije',te da'je vEw ako i samo ako Jje Rv-.-st

Naime,ako je v=w i O uredjajni izomorfizam t iksv da
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w=0ev , tada : (VAEY¥) w(d)20 & &(v(d)>;,o ..‘—“'-> v(d) >0,
tj. R =R_ .

Obrnuto,ako Jje RW=RV i ako stavimo -gfzvfd) ——2> w{d)
za deK* , & 6’(oov)=oow , Tada 'je B u-edjaijni izomor-
fizam . Zalsta,presliksvanje & je korektno defiisano,jer
v(a;)=v(d,) znadi dy=d,=0 ili d,,d,€K" 1 d;3'ERNP, -
=U(R,) . Kako je R =R_ , to je U(RD=UR) , »a

dldéleU(RW)-Rw\PW » t3. w(dy)=w(d,) . Tatodje v(d;)&

év(dg) znadi dedileRvaRw , dakle i w(d1>$w(s12) zZa
dl'd2eK* . Kona%no , O je injektivno presl kavaje,jer

6'('ﬂi’(ffl-))me povlaii w(d)=0 |, tj. d€U(R,) , dakie i
deU(Rv)- s, tj. v(d)=0 .

ii) Neka je sada w4v a B (rv)oc —> (I'w)“,- , w=0eov,
A-Ker(e') . T_ada ,jel A odigledno normalna izolovana
podgrupa grupe r v ° Neka je sada P invarijanta: kompletno
prosti’ideal prstena Rv koji odgovara izolo“anoj normalnoj
podgrupi A , tj. Ap=A . DokaZimo da je =R . '
Zeiste , RG R, jer je R=R_ i w=@ev . 'akodje,
vrijedi R\P &R, , jer

BER\P => (L€ A) 0&v(p)&S => v(b)EA , v(b 1)=

—v(b) €A = w(b)=Pw(®))=0 , wit 1=@vb 1) =0 =

=> b,b'leRw . '
I]).akle,sigurno je RPg_Rw . Obrnuto,za (‘;édeﬁw iz

O&w(d)< oo slijedi 0<&£ G{v(d))< oo. Mofemo uzet: da je

v(d)< 0, Ina¥e , iz O&v(d) , tJ. d€R=R, , siturno slije-

di i d€Rp, . Jada iz v(a)< 0 slijedi ©(v(d)):30 , pa
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je D(v(1))=0 , tj. v(a)E AN , dakle u grapi [‘V/A'I'VI
Je W=ﬁ ’ f}'d. VP(ﬁ)zo s P& zato dERv =RP ° Dakle,

1
vrijedi Rw;'- Rp . Prrma tome,vrijedi R = I‘=RVP y tJ. w=vp .

l.14, Tyrdnja - ‘'eka su v i w netrivijc¢lne valuacije
tijela ¥ , tj. I"vyé(f’"-) i I'w;é(O) . Ako su valvacije v
i w neunoredive,tada postoji najopsezZniji javat’ jantan
kompletno prosti ideal I' prstena R 1 pretena R, koji
Jje ujedno i pozitivni ideal valuacije vAw bijeja ¥ sa
sljedeéim svojstvinma : .

VAWLY , VAwEW , a za proizvoljnu veluac ' ju v

tijela K takvu da Je Vvg¢v i vg&w , vrij:di v&vAw .

Takod je,vrijedi : | o ¢
’ ReAw = RVRW = (Rv)P = "Rw)l .

Dokaz - i) DTrimjetimo prvo da jJe R R, pciprsten tijela K.
Zgista , = x - r;r‘; = rvr;-((r;)-lrwr;)-r; € LR, , Jjer Je
, |

.Rw. invarijantan u X .

Dalje , R,UR, € R,R , pa je RR  totalan podprsten
od K , Ogim toga,za svako aeK* vrijedi :

aR R e ™' =eRa™:aRalCRR |,

dakle , R,R, dJe i invarijantan podprsten tijela K . Zna¥i,
R,R, Je ofigledno najmanji valuacioni nadpr: ten c3 R, 1
_R_w . Ozna6imo sa v’ valuaciju tijela K tetvu ¢a Je

~Rv' = Rva . Dokezimo sada da Je | vidv i r'.‘_d__t-' . Napr.
v'__g_v » Jer Je preslikavanje o (I‘v)ﬂ — (I’V')ao

_._Qeﬁffinisano 88 G'(wv)':mv' i %(v(a)):v'(e) 23 'aGK".‘.',

épi_;morfiz}_am_totalno uredjenih polugrupa . Naine |, - Je
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yorektno definisano,jer v(a)=v(b) daje ab” "€ U( ) s P2
ab"]'EU(Rv.-) , Jer je R _CR_. , pa zato v'(a)=r"(b) |,
8 SVE &8 1 h 1z K> .

7za A=Ker(85) i P=Pa vrijedi (Lema 1.13.) vP”_=. v,
tjo (R)p =R, , P=T . . Dakle , vgv . Sl?.éno_se
dokazuje da vrijedi i v g w , odnosno da je (I%T)Q = R_.

i Q=P . . 7Znadi,vrijedi Q=P 1 :
(R)p = (RJ)p=R,.-=RR , P.=P .
Osim toga,ako bi P bio invarijantan kompletio prosti ideal
u R, 1 R takavda PLEP , tada bi P Hio ileal i u

. — -1 —
R,= R.R . Zaista , pr.r = r_.r/ prvferRthwgP .
Ali , P je makrimalan ideal u R_ . , pa je zato SaP .
Specijalno,akoc je v valuacija tijela K ta:va d. je
V&V 1 véw , tada je RR CR: , tj. R..Q = , pa s
lako zakljuduje da vrijedi V&v’ . Dakle , v Je upravo

valiacija vAw sa traZenim osobinama .

1,15. Tvrdnja - Ako su v i v° netrivijaine,n :uporedive
valuacije tijela X & I° prosti ideal prstena R.. sadrZan

u“ R_. , tada je P prosti ideal i u prstem: R, .

Dokaz - Dokaz je identidan onom u sludaju v:luac. ja na

polju (Iema 1.3.,gl.II).

1.16, Tvrdnja ~ Neka su v i v’ netrivij: lne,: euporedive
valuacije tijela ¥ , I , . i T'_, . (rupe vrijednosti

Valuacija v , v° 1 vAv”® respektivno . Da je,n ka je P
n&dopseiniji invarijantan kompletno prosti id« al prstena Rv

P\,;_ i1stovremeno , a Av,v' (odnosno Av:'v ) ‘zolovana
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normalna podgrupa rrupe I (odnosno I'v') k ja ¢ igovara
kompletno prostom idealn P . Tada su grupe rv/Av v’

b 4
rv’/Av:v . rlev' uredjajno izomorfne . Spec ' jalno,ako
su valuacije v i v° nezavisne , tj. ako j:> R 1 . =K |,

tada Je Av,v' 'Tv i Av:v=rv’ , a Ivnv' =(0) .

Dokaz -~ Ta%nost tvrdnje slijedi neposredno 1a osiovu dokaza
‘I"Vrdn.je 1.14, Naime . ;-EV}\V’ = RVRV' = (RV)P = (R T’)P . te

je Ryays =Ry =R » ReRy , R7=Ryey pais
Pv - rV/A‘v,v’ i I'v}‘;, =I'v'/Av;'v , S1lij:di
TVAV’ ﬂE/A V,V’ ﬁ‘g:/Av.:v .

Zato elemente tih rrupa moZemo identifikovati ovak) :

P

VAV @)= B, L w@=f . @), Yagx™ , pri

demu su 6' : T — TV/AV,V' . e" ’y :TV'-_,PV'/AV:V

v,v' ' v vV,

kanonski epimorfizmi uredjenih grupa .

/ - » . - * - » Ll' -

1,17, Primjedba - Primjetimo da su netrivijilne, 1ezavisne

valuacije v i v’ +tijela K sigurno neupccediv? .
Naime,ako bi bilo napr. v £ v , tada bl ralus:ija

v's v A v bila trivijalna .

Uz oznake iz Tvrdnje 1.16. dajemo slj2deéu definiciju:
1.18, Definicija -~ 4ko su v i v’ netrivijalr :,neuporedive
valuacije tijela K , za par (¥,¥/)€ Pv X Pvr kaZzemo da Je
| . ) ’
saglasan ako Je B—v,vf(r)-ﬂ'v;v(r' ).
Za proizvoljnu familiju {fi} ser © ];EI',,_ , gdje Je
| i i

{Gi}_-ie:[ -raﬁilija'netrivijalnih i u parovima nevjoredivih
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valuacija tijela X , kaZemo da Jje saglasna ‘amil ja ako je

za sve igki” iz I opar (ri,yi,)e rv-xr'v..- saslasan.
i i

1.19. Definicija - Neka je R proizvoljan asocfj&%ivan
prsten . KaZemo da je prsten R invarijantan s dcsna (s 1li-
jeva) ako je svaki desni (lijevi) ideal prstena I wujedno 1
dvostrani ideal prstens 'R . Za pfsten R kaZemo dé je inva-~

rijantan ukoliko je R invarijantan i s lijeva i 8 desna .

1.20. Lema - Z2Za proizﬁoljan asocijativan prsten R sljedele
| tvfdnje su medjusobno ekvivalentne :

i) R Je invarijantan s desna (s lijéva).;'
ii) (Va,b&R)(Jec€R) ab=bc (odnosno , bamed ) ;

iii) (¥bER) Rb CbR (odnosno , bR GRb ) .

Dokaz - Ekvivalentnost navedenih tvrdnji provjerava se

jednostavno .

NaveZéemo sada neke definicije i Jednostavne tvrdnje

o prstenima razlomeka prema 381 .

1,21, Definicija - Ako je R asocijativan prste¢n sa
jedinicom 1' 1 S multiplikativno zatvoren podslup prstena
R, pri emu 1€8 i OfS i vrijedi :
(Ve, ER)(V's) €5)(Fay, €RI (I s,€8) aysy=syay
(odnosno , s,a,=ay8; ) , tada se skup S naziva Cesni
(odnbsno , lijevi) Oreov skup prstena R . I

Ako Je S desni (1ijevi) Oreov skup ﬁ R i a¥o vrijedi :
(Va€R)(VsE") Ba=0 => (I5,€8) asy=0 , (odrosno, 830 =
- '  w=‘> (3 si& 8) . sla-O ) , tada se skup S rnazive skup
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desnih (odnosno,lijevih) imenilaca u R .

1.22. Definicija - Ako je R asocijativan )1rste; sa jedinicom
1 1 S multiplikativno zatvﬁfen podskup prsiena R , za prsten
R [S"I] 4 odnonano [fS'llR , Zajedno sa hor omor: izmom prstena
$Y:R —» RLCS 1] , odnosno Y: R —> £s iR , kaZemo
da Jje desni , odnosno lijevi , prsten razlomala pr:tena R u

odnosu na S a%o vrijedi :

i) (V¥s€s8S) W(s) Jje invertibilan u RE;"."']'] , odnosno
v [s™11r .

'1i) Sveki element iz RES 1] s odnosno iz [S™ 1R y. MOZC
se predstaviti u obliku (a)- So(s)_l , odn sno u obl:iku
)"(s)-]:'f(a) , 271 neke agR i s€&B8 ;

iii) Y(a)=0 , za a €Dl , ako i samo ako je as=' , odnosno

ako je =a=0 , za neko sE&S .,

1.23, Tyrdnje ( £38 . "roposition 1.2.3 ) ~ Ako .e R
asoclijativan prsten sa jedinicom a ° multipiikat vno zatvoren
podskup u R , tadas postoji desni (lijevi) pr:ten _'-azlﬁmaka
R]:S"l'_'l- , odno~no 'CS"]']R , 8ko 1 samo ako je S slfcup'de'snih

(lijevih) imenilaca u R .

1.24, Primjedbe - i) Ako postoje prsteni :[S8™ 1 i
[s™13 R , tada su oni izomorfni ( [38,Corol .ary .3.] ).

ii) Odmah se vidi da je skup Sre svih regularn h clemenata

)
prstena I multiplikativno zatvoren,te la je Sbeg desni
(lijevi) Creov skup . U slu&aju da postoji prten Rcsz_ég]

S¢ naziva klasidni desni prsten razlomaka prsiena R i analogno



za proten [S;EﬁflR , ako pontoji 4 kavemo dr je to klasidni

l1ijevi prsten rnzlomakn prstena R .

iii) Ako je R asocijativan prsten sa jedinicom : P komp-
letno prosti ideal prstena R , tj. iz xy€: slijedi
x€P ili y&? , za sve x,y&R , skup S=R\P ;e multipli-
kativno zatvoren . Naravno,tu pretpostavljamo da je¢ Pg_R . |
| Ukoliko postoji,prsten R(:S-I] cemo ozn: ¢avaii sa Rp
i sliéno,ako postoji,prsten [S—l-.\l’-: ¢emo oznacaiati sa pRe
Jasno,ako RP , odnosno PR y» Postoji,to je orda lckalan
prsten,tJ. ima jedan Jjcdini maksimalni ideal - PRP ’ odn.”fRP,

pa se zato Rp , odnosno R , naziva i lokalizaci, a prstena

R po kompletno prostom idealu P .

1l.25. nija - Ako je R asocijativan prsten s:. Jedinicom
i ako je prsten R invarijantan s desna (s 1l .jeva ,tada pos-
toji klasiZan desni (lijevi) prsten razlomeka prStfna R .

Ako Je oblast R invarijantna u smislu Definic. je 1.19.,
tade ona ima klasicéno dvostrano tijelo razlomaka ! i R je
invarijantna u K .

Obrnuto,ako oblast R ima klasidno dvoStrano t Jjelo razlo-
maka K i R je invarijantna u XK , tada je R nvarijantan

prsten u smislu Definicije 1.19.

Dokaz - Prvi dio tvrdnje slijedi neposredno na o novu
Primjedbe 1.24.ii) i na osnovu Leme 1.20., O¥i;lednc je takodje
da invarijantna s desna (s lijeva) oblast R ima - ijelo
razlomaka ., Obrnutb,akO'oblast R ima klasidno dv strano tijelo
railomaka K i R Je invarijantna u K s taca za sve i'eR*

vrijedi -r-er CR i rRr-lg_'_ R , pa je oéigledno R
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invarijartan praten u smizlu Definicije 1,19, (Tem: 1.20.).

1.26. Primjedbe - Prethodna tvrdnja opravdara uviijenje u
razmatranje prstena invarijantnih u smislu De inic .je 1.19.
Sljedeéa tvrdnja pokazuje da se invarijant il prsteni u

izvjesnoj mjeri ponaSaju kao komutativni prst:ni .

L.27. Tyrdnja ;- Neka je R prsten invarijaitan :; desna

(s lijeva) i @ desni (lijevi) ideal prstena R .

Defini8imo radikal ideala Q ovakd
. r(Q)={x€R : (Incw) et .

Tada je r(Q) ideal prstena R . Specijalno;ako j* R
valuaciona oblast tijela K , tada je (Q) ’ompl:tno prosti

ideal prstena R .

Dokaz - Stavimo P=r(Q) . Jasno , Q&P . Neka je R
invarijantan s desna , a Q desni ideal prStana i .
i) Neka je x&P i rE&R , a n<w takav da <&€Q .

Tad& je (xr)n=xr-xr-xr trve W'=Y+ Xrlrﬁxr ae . X=X ,x.xrer .- e

.‘..xr.....-_.xnro s, 28 neko roeR . Zato Je (xr)leQ ’

dakle xr€P . 5Sliéno,ako su x,y&P 1 nxclw s ny< w
n n -

takvi da je x* , ¥ YGQ , z8& n=n_+n_+1 element (x+3)2

X ¥
bite Jednak konalnoj sumi elemenata oblika

i 3. iy 3
(%) 1,91 k_Jk 0< i

< | | .
X Y ++X ¥y 9 {Ln ’ Ll (LS+JS)=n .

1484k
Medjﬁtim,lako se vidi da element navedenog oblika nozZemo
predstaviti kao xirl , ndnosno yjrg y za neke oy , r26R .
pri éemu'je i=il%-a-+ik . j=jl+---+jk . 2ato,zr0g
i_+j-n>nx+ny , mora biti i>n, 1ili ,j‘>ny . U 3vakom

sluEdJu posmatrani proizvod (%) pripada Q .



- 85 -

Dakle , (x+y)"€Q , ti. x+y€T . 'rcma tom: , 1 :x(Q) Je
desni ideal protena R . Na potpuno isti nadin za :1judujemo
da je r(Q) 1lijevi ideal prstena R ukoliko je ) lijevi

ideal u R y, &8 R prsten invarijantan s lijeva .

ii) Ako je v:K — T _ valuacija tijela K +tikva da je

R=R , tada iz x,y€R i xy€T , u slidaju wv(x)<v(y),
x,yEK* sli;]édi ;yx"le R,=R , pa zato ;72= rxt gy ERPCP ,
tj. za neko n<w vrijedi y°*€Q , dakle yeI . Sli&no,
‘ako Je v(y)&v(x) , tada x€P .

1.28, Primjedba - Ako je R valuaciona oblast tijela K 1
P kompletno prosti ideal prstena R , primjetimo 1la u op3ten
8luaju ne mora ideal P biti invarijantan u K , dakle ne
mora postojati valuaciona nadoblast u K za zoju je P
pozitivni-idéai . Pokazacemo to na sljedeéem orimJ 2ru (vidi

L1271, str. 1#0.) :

1.29. Primjer - Neka je k tijelo a Kek{§G} skup

formalnih r'edova oblika x= Z o
ge€G ©

uredjena multiplikativna grupa sa jedinidnim eleme 1tom e .

g , gdje je G totalno

a supp(x)-{geG : 'c(g # O} dobro uredjen skup . Neka Je
R-'{x-ng-geK : (Vg€ supp(x)) g},e} . Osim to;a,nekﬁ Je
preslikavanje ©': k¥ —> G definisano na sljedei na&in :

. xsza(g-gel( . G(x)::min{supp(};)}‘ .

Tada su,uz uobidajene operacije sabiranja i rnoZenja formalnih

redova,tadne sljedeée tvrdnje :

i) K Je tijelo a R je valuaciona podoblast tijela K i
~to R=Re , 2 O je valuacija tijela £
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ii) Ako je grupa G nckomutativna,totalno u;-edjeia i bez
netrivijalnih normalnih podgrupa (vidi [0} ,: tr.68.),
tada u prstenu R postoji kompletno prorti iceal P

koji nije invarijantan u K .

Dokaz - DPrema [20] (dokaz Teoreme 1 , str.BB.).poznato je
da K predstavlija tijelo i da se svaki elemert xt: K™ moZe

jednoznaéno prikazati u ohliku :

x= (o, L Ye + 2. -z ) , pri Semu je (o=mi: {supp(x)} ,

geG &
<
a o =0 za sve gée . Ako staviro r =44 _-g ,moZemo -
znali pisati x:(o( (e + T, ) min{s*tpp(r_ )}} e .

Otuda se jednostavno provjerava da za sve X,- GK vrijedi

Olxy)= Ox)- O(y) . Heka su sada. x,y€KX takvi da je

x+y%0 i napr. C(x)¢ O’(:sr) , ti. x=(o(8-{_‘o)(e-:rx) .
o)

y-(ﬂph; hy)(e+r,) i g £h, , dakle i

s;lho_,),.e . Tada Je :

x+3’é(°(g°4 80)(e+rx)=(/?»ht; ho)(e+ry)=(o(g- o) (er + |

0 X

(L by TR WICED

x+y =Tx

* . . | ' . -1
vrijedi mln{_supp(sx_l_y)}}e y Jer g, ho)‘ . O'tuda Je

znaldi 0’(x+y)?, 8, » ti. vrijedi 9'(}:+y)z-m:'n{ 0'(x),0’(;y)} .

Prema tome , O : K* — ¢ Je valuacija tijcla 1 .

I S
+(O(go/3ho- g, ho)(eﬂ:-y)) , 8 za

0#xERy > O(x)2e , xfo &> o,éxn(o(s. g )(e+r. ),
| _ ;
So>° > °"x=%G0<g'g , (VgCsupp(x)) e &t <&=> o£xECR .

Specijalno,prsten R je valuaciona podoblast tijela K .
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11i) ¥ako orupe G nijec komutativna,to poctoji u G
netrivijalna izolovana podgrupa,pa kako je G:T}P 03
podgrupi odgovera kompl~tno prosti ideal P orstela Rge =R

i P nije invsrijantan u K (I.ema 1.9.).

1,30, Primjedba - Da bismo otklonili potesknée k>rje se,u
skladu sa prethodnim primjerom ii),mogu pojaviti u vezi sa
kompletno prostim idealims valuacione podoblasti n kog tijela,
razmotriéemo u sljedeéem paragrafu uopstenje Hojme valuacije

na tijelu koje je dao K.Mathiak ([297] , L3011,

§2. M - valuacije nekomutativnog tijela

Poznato je u sludaju komutativnog tijela K , tj. polja
K , da Je podoblast R. polja K wvaluacioni orste1 ako i samo
ako za svako xEK vrijedi x€R ili x T€1 .

Ulsluéaju nekomutafivhog tijela K , totalan polprsten 'R
od. K ne mora biti i invarijantan u X , kao 8to je pokazao'
F.Ra.dé 1970.god. .( [327 , str. 315-316 ) , dal[.cle t)tala.ﬁ pod~
prsten R od K ne mora biti i valuacioni p}sten tijela X
(Tvrdnaa 1.8.). K.,Mathiak je 1977.god. uveo pojam M-valuacije
tijela ne insistirajuéi na invarijantnosti u K Edvaluacionog

podprstena od K . NaveZéemo sada samo neke osnovie rezultate

K.Mathiak-a prema (297 :

2.1, Definicijs - Neka je K tijelo,a W <Totallo uredjen
skup relacijom £ i sa najmanjim elementom O u W .
Sirjektivno preslikavanje lj: K—=>»W , xp=aix}\ , naziva

se M-valuacija tijela X sako su ispunjeni sljede:dl uslovi :
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i) Ixy=0 <=> x=0

i1)  Jx+y) ¢Mex (ix1,1y)) , Vx,y€X

1ii) 7a svako x€K po-toji preslikavangje X: | —>»W
koje Suva poredak na W i takvo da vr-.jedi Tlyl=|xyi,

za sve v K .

Uz oznake iz prethodne definicije Jjednostavio se provjerava

da vrijedi sljedecéa tvrdnja :

2.2. Tyrd-ja - 1) (Vx€K) |-x|=1x} ;

1) (Vx,5€1) IxtAyt = |xyi=lax(ixi,n 1)

iii) Ry, = {xeK : Ix|1<111} Jje totalan pod rstel tijela K,

tzv. prsten M-valuacije 1} na K

iv) Prsten Ry, ima jedinstven maksimalan ileal jednak skupu

§x€x : Ixiill}

2.3, Definicija ~ Neprazan podskup I tijela ¥ naziva se
desni (lijevi) razlomljeni ideal tijela K u odnosu na dati
M-valuacioni prsten R tijela K ako vrijedi IxC1I

( odnosno , x1 &I ), za sve xER .

2.,4. Tvrdnja - Neka je |}: K ~> W HN-valuacij: tijela K

i R=R,; prsten te M-valuacije.Tada su talne slje leée tvrdnje:
i) Ako je I desni (lijevi)razlomljeni id=z2al t .Jela X u
odnosu nea R , tada je (I,+) podgrupa grup: (K,+) ;

ii) Sveki desni (lijevi) razlomljeni ideal I t .jela K u
| odnosu na R takav da je I R , sigurno .ie desni
'(Iijevi) ideal prstena R
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1ii) Ako je I desni (1ijevi) razlomljeni ideal 1jela K
u odnosu na R 1 x¢I , tada vrijedi 1 C xR
(odnosno IEC Rx ) ;

iv) Skup svih desnih 1ijevin) razlomljenih idea’.a tijela

K u odnosu na R totalno je uredjen ralaci. om inkluzije.

Dokaz - Ozna&imo u daljem sa I desni razlomljéwi ideal
tijela KX u odnosu na R .
i) R=3x€K: Ix{ £111} , pa -1€R daje (-1) =I(-1) & T,
tj. -I €I . Dalje,ako su O£, y&l , tad x"lyeR
ili lexeR , P2 12 x+y=x(l+x—1y)=y(1+y"1xJGIR (__:_I .
slijedi I+ICI . '

ii) Tvpdnja slijedi neposredno iz i) .

iii) Ako je y€I i vygxR , za neko x€I , tida x 1y ¢R,
Pa y"lxé\R ., Otuda Je x=y-(y'1x)éIR§_I , 8to Je

nemogude .

iv) Neka su jl i I, desni razlomljeni idzali sijela K
| u odnosu na R i xéIl\ 12 ., Tada,prena ii i.)',vri:_ledi

I, & xR-CIR &I, , de¥le iz Ilgt_ I, s3lijeld 12«;11..

2.5, Tvrdnjs - Za svaki totalni podprsten R tijela K
postojli M-valuacija 1j: K —> W takva da je R“nR .

Dokaz - Oznacimo sa ¥ skup {xR : xeK} - svia yglavnih”
desnih razlomljenih ideala tijela K u odnosu na R . Prema
Tv_rd.n;]i l.4.,iv),skup W Je totalno uredjen relaci jom inkluzije,

a nula idesal {0} , oznalimo ga sa O , najmandi [:? element u W.
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pelinisimo sadn preslikivanje Hl: ' —»W ¢ rako

'x‘:-XR , 28 sve x&FK . Csim toga,za x&€K definifimo
’i’ W-—-—>W ovako : ¥ (yR)=xyR , za sve r&K .,
poslednja definicija je oligledno korektna,a sjresl ikavanje

x &uva poredak na W i vrijedi Rly}=|xy| , za sve x,y€K.
1 ostali zahtjovi iz Definicije 2.1. jednostamo £2 provjeravaju.
_Kon&EIJ_.o s 1xi £111 je ekvivalentno sa xXRC 1R , tj. x€&R,

&6*. rimjedba -~ U =118aju komutativnog tij la,p>Jam Schi-

llingove valuacije 1 l'-valuacije se podudara]i,jer se tada
;ﬁahtjev za invarijantno3éu totalnog podprsteni tij:la moZe
}zostaviti . Medjutim,podprsten R tijela K koil je totalén,
je ujedno i invarijantan i u nekim drugim slu:ajevima. Napr.
P.M.Cohn [10,Theorem 3.] je dokazao da je to;alan podprsten
tijela koje je konaZno dimenzionalno nad svoj .m certrom tako-

dje i invarijantan podprsten tog tijela .

2.7. Tvrdnja - Neka je |{: K~>W M-valuicija tijela K

1 RnR‘| . Ako Jje I desni (1ijévi) razloml jeni ideal tijela
* .

K uodnosuna R , tada je I =§x€K : xaC V x 1?1}

lijevi (desni) razlomljeni ideal tijela X wu odnosu na R .

Preslikavanje Ir>1I* j2 bijekcija sa skups svih desnih
(l1ijevih) razlomljenih ideala na skup svih 1i jevib (desnih)

Tazlomljenih ideala tijela K u odnosuna R . Csim toga ,

I*’ *

« 1 1 ako je I dvostrani razlomljeni id:al,tikav je i I .

¥
Dalje , 7, @I, poviadi I, I . Takodje je B = M , gdjs

Je M jedini makéimalni ideal prstena R .
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Dokaz - Neka je I d-sni razlomljrni idecal tijcla K u
odnosu na R . Tada Jje RI*;_I . Zaista,z1 Ofgy €l 1

Oﬁxel* , Jje x"léI . Jasno , yx£0 , a iz (yx) ]'=x_ly'1€ I,
slijedilo bi x lax 1y 1 y€IRCI , tj. x ‘€I , Sto je

nemogulée . Dakle,vrijedi (yx)"l¢1 , pa yxEI* .

R .
Preglikavanje I r-> T.* je bijekcija,jer * =1 . Naime,

ako Oﬁer**, tada x_lﬁI* , pa x=(x"1)"tET s T

3 -] -
I* &I i slidno I _C:-'_I** , jJer Ofx€l i zx=(x 1) 1 daje
ﬁt-lﬁl* Cpa (xD)ler*™

1
i x €1, , dakle , x€I] .

. * _ ’ .
Dalje , I, I, i Ox€I, daje x1g 1, , >a sigurno

Takodjo,vrijedi R - , Jerw O;erR* ak> 1 =£amo ako Je
Okx i lx"ll >11l , a to je ekvivalentno sa O#f&x i 1l >|ix},
Ix"ll >i1t . Otuda . O#xER*’ ako i samo ako je Céx€R 1i
IR | tj. Odx€M . | |

2.8.'Primjedba ~ 1) Uz oznake iz Tvrdnje 2.7.;jaano.je'da
vrijedi ¥ R*¥. R , tj. R™ M . Takodje , I G M daje
M*z= 1* ¢35, R I¥,aiz REI slijedi I*EM . Pri
tome,ako je razlomljeni ideal I tijela X .u odroysu na R
sadrZzan u R., tada Je I 1ideal (evéntualno jednoatrani)'
prgtena R .
ii) Oznalimo sa qb skup svih kompletno prostih ideala
prstene IR , a sa QD oznadimo skup svih nslprstena
(u K) prstena R . Jasno,ako Rle 2/3 , tada iz HQRl
slijedi da je i R; totalan podprsten tijela K , tj. i Ry
je' M~valuacioni prsten u K . Takodje,jasno je da R, iz

_:D?’""siéﬁrno predstavlje i dvostrani razlomljeai id aaliti;]ela
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K u odnosu na R , jer R,;R=R,=RR, .
Prema Tvrdnji 2.4.iv).skup &) Je totalno ured ien u odnosu
na relaciju inkluzije,a prema i),za svako Rl iz 9 skup

Rl* je pravi ideal prstena R .

2,9. Tvrdnja -~ Sljedede tvrdnje za M-valuaci.oni Hrsten tijecls

K su medjusobno ekvivalentne :
1) P Jje kompletno prosti ideal prstena R ;

2) P Jje pravi desni ideal prstena R 1i iz xy€P slijeddl
xgP 1ili ye&€P , za své X, y&K 3

3) P je dvostrani razlomljeni ideal tijela X 1 odnosu na
R a P¥-{x€K : x=0 V x'gP} je nadp:sten (u K)

prstena R .

Dokaz - 1) =» 2) : Neka je =xy€P ,_a. :‘:¢R ili y¢R .
Tada x"léR ili y'leR . Kako je P dvosisrani ideal u 2,
to Je tadno y=x_1(xy)GR}? CP , ako x-leR y 0d 10sn0 |
x-(xy)y'le PRC P , ako je y_leR .

2) => 3) : Trema 2) P je pravi desni razlomljen. ideal
tijela XK u odnosu ne R , ali P je i lijevi ra:lomljeni
ideal . Tnale,za neko O#£xER i neko p&P , bil> bi xp¢9,
a p-x":!-' xpE&EP daje,prema 2) , xl€P . Otula i 1=x_-lx <
SPREP , Sto je nemogule ., Dakle , P Je dvostrini pravi .
rezlomljeni ideal tijela K u odnosu na R . Dal je , 1¢P
implicira da Je PCM , mdje je M Jedini maksirilni ideal
W R, pa otuda R=M*C P¥* , tj. RSP . Kako j: i P¥*
ivgstyani razloml jeni ideal tijela X , to .jé (P*, -) podgrupa

mpe (K,+) préma Tvrdnji 2.4.i). Dalje , % P*QP* .
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Zaista,ako su w,&x,ye]‘* , tada x-lél’ _—_—a LéP , P& Je
(xy)'1=y-1:c-lgi* , zbog 2) , dakle xy’GP*. Po zr adi da Jje

p¥e o) .

3) => 1) : Kako je F dvostrani razlomljeri ideal tijela
K u odnosu na R , to je 1 P* dvostrani rarloml;eni ideal
tijela K u odnosu na R (Tvrdnja 2.7.). Zato Je i P-:P**
dvostrani razlomljeni ideal tijela K u odno:u na R 1 PLF,
na je P oravi dvostrani ideal prstena R (Tvrdnje 2.0,i1)).
Dalje , P*G@ implicira da Jje p¥* I--*'Ee-valuacﬁ oni yraten tijela
K i da je P=P** jedini meksimalni ideal u P™ (' vrdnja 2.7.).
Zato Je P*/P tijelo , pa i prsten R/P nem: netrivijalnih

djelitelja nule , tj. P Jje kompletno prosti jidea’ prstena L .

2,10, Primjedba - i) Ako je R M-valuacion: prsten tijelﬁ K,
a sa 6}:) oznalen skup svih kompletno prostih ideala prstena R
i sa' ) :akﬁp svih nedprstena (u K) prstena R , tada Je
preslikavanje KP —> @ dato sa PHP* biekei/a ., Naime,
dovoljno je provjériti samo sirjektivnost tog pres’ ikavanja .
Ako RleCZ) i ako je M, jedini maksimalni j.tieal Ry tada
sigurno M, f_:_ R , pa je My kompletno prosti idecl prstena R,

: *
a osim toga Ml = Rl .

iji) Ako je P Xkompletno prosti ideal M-valuacioncg prstena R
tijela K , tada skup I‘*GQ ima ulogu lokalizac: je prstena_
'R po idealu P u komutativnom sluSaju,odnosno u slucdaju da
je P invarijentan u K . Time je,na od.rédjen nadin,uklonjen
nedogtatak kod Schillingove valuacije tijela navedcn u .
Primjeru 1.29.
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§3. Teoreme aproksimacilje za Schillingove v:luac je tijela

U ovom-paragrafu éeﬁb dokazati da vrijedi anilogon
Ribenboim-ove Op¥te teoreme aproksimacije [ 33,Th.%"] 1 za
Séhillingove valuacije na tijelu koje ne mora biti komutativno.
Formalno,taj dokaz u nekomutativnom sludaju mogao 1 pratiti
odgovarajuéi dokaz P.Ribenboim-a za valuacije na polju , s tom
8to bi uz pomol rezultata iz §1,,trebalo dokazati prethodno
gofovo sve pomocne rezuléate iz [33] . Taj dokaz,' sludaju
polja je inale veoma dug i 3to je takodje vazno,me:od tog do-
kaza nije bilo moguée primjeniti pri dokazu odgovarajuéih
teorema sproksimacije koje smo naveli u gl.I i gl. I.

Cilj nam je stoga,pokazati da je metod primjenj n pri dokazu
OpsSte teoreme aproksimacije u gl.l moguée primjeni:i za valua-
cije na tijelu .

Pomenimo jo§ da je T.Nakano [31] dao teoremu upréksimacije
u okolini nule zﬁ valuacije na tijelu , ali korist:éi metod

bitno drugadiji od onog kojim se ovdje koristimo .

Navedimo prvo jedan rezultat H.H.Brungs-a [7,Th.1;] s
njime Jje karaktarizirana (u opStem sludaju nekomut: tivna)oblast
R koja je ujedno i aritmetidki prsten , tj. kod koje za proiz-
voljne desne,odnosno lijeve ideale A , B i C vriedi

ANB+C)=(ANB)+(ANC) .

3,1, Teorema - Neka je R oblast sa jedinicom.T:da je R

desni (lijevi) aritmeticki prsten,tj. za prizvoljhf desne ,
odnosno lijeve ideale A,B i C prstena R vrijedi

AN(B+C)=(ANB)+(ANC)
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ako i1 samo ako vrijedi sljedela tvrdnja :

7Za sveki maksimalni desni (lijevi) ideal K prc<tena R ,
za S=R\M , postoji R[S'lj (odnosno ['S"lJR ) i to

je desni (lijevi) landani prsten .

Tada je,specijalno,za svaki maksimalni desni (lije i) ideal

M prstena R , skup S=R\M desni (lijevi) Oreov skup u R .

32,2. Primjedbs -~ Uz oznake iz prethodne teoreme,rrimjetimo

da u sluXaju ds je R podprsten nekog tijela K ° R arit-
netidki prsten,mo¥emo identifikovati R[S} = [+"1JR sa
podprstenom tijela K , tj. R& RI[s™1lC x .

Sljedeéi rezultat N.I.Dubrovin-a [11,Pre loZenie 3.)

“je od bitne vaZnosti za dokaz OpsSte teorema aproks: macije :

Q.Q.ITeorema - Neka su Rl go oy Rn lan¢ane obl:sti u
zajedniﬁkom tijelu razlomaka X , a Ry ¢Rj za sve léifj¢n .
Tada su tadne sljedeée tvrdnje : |

i) prsten D:.-Rln -1 R, ima za klasidno ¢vostiano tijelo

razlomake upravo tijelo K

'ii) svi meksimalni desni (1ijevi) ideali pr:stena D su
- upravo idcali M;=DNVP; , 1&i%n , gdje je P,

jedinstvéni maksimalni ideal prstena R. , 1&ién .

iii) skup 'Si-DN\Mi je desni i 1ije§i-0reov skup prstensa D,
a lokalizacija prstena D po S; Jjedneka jc R, ’

! i
1$ién .
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Prethodne dvij~ teoreme omogucavaju 'la do :aZemo

sljedeéi rezultat :

3.4, Tvrdnjs - Neka su R, , ... , R lanlane o>lasti u

zgjednidkom dvostranom tijelu razlomaka K , a Ri ; Rj- zZa

sve 1l&iXj4&n . Tada su talne sljedee tvrdnje :

i) prsten D=Rlﬁ --*M R je aritmeti&ki prsten ;

ii). za proizvoljan ideal Q& D prstena D vriiedi
Q= [ aqr, .
1£k<€n Rk
Dokaz - i) Tadnost tvrdnje pod i) slijedi nepos ‘edno iz

Teoreme %.3. {(na osnovu Teoreme 3.l. .

ii) Neks Je napr. O & D desni ideal prsteﬂa D . Dokazimo
prvo da se element xEQR, , 1£k€n , moZe napisati u -
obliku x=q-s8™l , q€Q , s€S, , gdjs je R.=DLS; ]
(uz oznake iz Teoreme 3.3.). |

U tu svrhu dokazalemo da vrijedi sljedeée :
| . | ~ 1
(%) (Vsq,... 5,€8)(34d;,...,4,€D ,32€8, 8] =d, 8

z8 sve i=l,...,n .

Tvrdnja (%) je tadne za n=1 ; tada je dovoljio st witi dy=8q,

4] se-+s8; 1 €D 1 8°€5, tekvi da je s;l-a{(sf "1,1;1;:1-1.

'Ka.ko je Sk ‘desni Oréov akup prstena D , | vrij di
sndn-sfd - za neke 4. €S5S, 1 d€&D . Stavimo sada ﬁ=sndn=s'd,
a 4;=djd . Tada u R, vrijedi s l=d s™'  az. 14i&n-1

n .
8] =d{(s’)"2aafd (s’a)"1ed; s . Dakle,tvrdnja (%) vrijedi
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z8 sve prirodn. brojeve n .
: -1 : -1 P |
Neka e sadn erRk-Q-D[ S ] 1 x“ql'd] Sq 4 - +qQne 4.8,
gdje ql"”’qreQ ) al,...,a‘;en , 31""'31-6_,_-’1: .

Tada na osnovu relacije ( #),postoje dlu-uireD" i s€S5, ,

tekvi da je s ' =d,s”l , 1€i¢r . Otuda Je
a.v ""l goud "'1 t- - l d e
X=q4 1445 +"'+qrdrdrs s, tj. xX=q-8 , gdje Je = Sk

Posmatrajmo seda skup A={d€D : xA€QY} , gdiz Je x

iz QR, fiksiran element . Jasno , A J? desnl
1ék£n ]

jdeal prstena D . Ukoliko bi bilo A&D , tada ti A bilo

sadr?ano u nekom maksimalnom desnom :Ld.ealu Dan , 1€k _¢n ,
prstena D ., Otuda iz prikaza XxX=q- sk s 0CEQ L iesk o
_ e

slijedi Skoe A , pa i skoe Mko R .sto je nemogu :e.

Dekle , mora biti A=D , tj. 1&€A , pa zne3li x€Q .

5.5.* Primjedba =~ i) Uz oznake iz prethodne tvrdije,jasno
je da za prsten D vrijedi Kineska teorema o ostazima z#
desne (odnosno lijeve) ideale prstena D (v1d1 dotaz Tvrdnje
-2.]19.,31.1). Dakle ,ako su Q1 g s ooy Qs proizvoljni desni
(1ijevi) ideali prstena D a elementi &,,...,4,€D takvi
<1a di—ddeqi-;-gd ze sve 1€ ifj ¢s , tads postoj. 4E€D
takav da vrijedi d4-d4.€Q; za sve 1€ig¢s .

ii) Primijetimo takodje da su sve tvrd.nje'is"'mza.ﬁ A
Teoremi 3.3.,keo i u Tvrdnji 3.4, ,08igladno :adne i u

gludaju da su R, , ... , R valuacioni prsteni S:hilling-

n
ovih valuacija na tijelu X .
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3.6, Tyrd1ja - Nrka je P kompletno prosti idea prstena Il.

"ada vrij~de sljednée tvrdnje :

»

Degna (1135#&) lokalizacija Rf,(PR) postoji 1ada 1 samh

tada kada je RN\P skup deenih (1ijevih) imerilaca u R ;

Ako jo prsten R aritmetilki s desna (s lije a),tada jJe
R\P desni (lijevi) Oreov skup u R ; |

ii) Ako je prsten R aritmetidki s desna (s lije-a) i ako za

sve a€R , 5, €R\P iz s,a=0 (odnosno as,=( ),slijedi
as,=0 (odnosno 52a=ﬁ) za neko s,€8 , tada Rp (odnosno

pR ) postoji i predstavlja lanfani s desna (s lijeva)praten:

Ako je prsten R aritmetidka oblast,tadn Rp (i pR) _
postoji i to je landfana oblast.Osim toga,ako .e¢ R pod--
prsten nekog tijela K , tada se RP moZe idcntifikovael:i

sa podskupom {as"l : aCR , se'R\.P} tijel: X .,

7. Primjedba - 1) Tvrdnje pod i),ii),ii") su u sultini
znete od ranije ( [38,str.51~52] , [397] ).dok ‘vrdnja iv)

edstavlja jednostavnu posljedicu tvrdnji poc i), i),iii).

PrimJetimo da'je svaka lanlana podoblast R ¢t7jela K
ujedno i aritmetidka oblast,pa lokalizaci;a Rj._postoji |

z8 svakl kompletno prosti ideal prstena 1. .

Sljedeée tri tvrdnje dokazuju se analormo kio odgovara- o

e tvrdnje iz gl1. I ,rpdje su formulisane u resto drumadijo]

>uaciji .
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z_g‘,_']'_ema - leke Je S familija netrivijalnih -aluacija
cijeln K i wedl . nalje,neka je L €L N\{0} ,a A
ng;jveca normalna :zolovana podgrupa ”'rupe I' takra da o(ﬁA
Oznalimo sa v valuac11u tijela K deflnlsanu sa
v(x)-w(x)+A za w(x)€ Pw , & v(x)=co 28 w(xl=oe0 , xE€K.
reds je {wedL:R.-CR }=-{ved): ﬁvw’w,(o;)#o} :
gdje Je {}ﬁ,w? definisano kao i obidno za whw’ , a za

WaW je B'w,w' identitet na Pw .

2.9, Tema - Neka je JL familija netrivijalnih raluacija
tijela ¥ . Tada vrijede sljedece tvrdnje :

1) (Vw,wpedhsV £,€T,\{0%; vxgel’ \{c’;)
£ cacl)n.ﬂ (L)=0 =>{L, (LT c .1, (4) V
v *ﬂw2(°(2)-c-&wl(°<l) . Tu je -Q. (o( )= {w&&.vié w}

- i=1,2 , a valuacije vy i v, su defirisane , za date

o(l i 0(2 , kao u TLemi 5.8,

WyoWo Wosly

19) O, (o=t | Cel)m0 = L, (LN, (-0

3,10, Tyrinja =~ Neka su vy 4 «.. , V, (n23) 'nctrivi;jalne

valuacije ti;jela K sa grupama vrijednosti I.l go ooy I'ln
respektivio. Dalje,neka su X' ié P , 1&1i ‘-n—l , nenega‘l’:_ivni,
a_,';t'.amili;] T K'l, crey x__n_l)grlx * X Tn 1 sar lasna . Tada
postoji n:negativan element a"n& I’n takav da Je fam.li;ja

(&"1,...‘, 8'_1,3"11)6 Tlx”-x rn—lxrn ssglasra .
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2,11, Tvrdnja - Ticka je R valuaciona oblaﬂt;ti;ela K ,

a P i O opravi kompletno prosti ideali prstena R .

Tada vrijedi :

Rp S Ry &> Qe P .

Dokaz - Pprema Primjedbi 3.7. pod 2),jasno Je da “okalizaci e

i RQ postoje , te uz Rp ={as-l : a€R , seR\P}gK

Rp

i sliéno RQg_K , Jasno je da Q &P implicira RP(_:_RQ
Neka je sada Rp & RQ C X i dokazimo da je Q¢. P .

Ako s&Q\P , tada s"leRPC_:_RQ . Dakle,prstoj r&R 1

£LERN\Q takvi da je s t=rt™> . Otuda t=sr€Q , 3to je

nemoguée , Prema tome,mora biti QC P .

Doka¥imo sada tvrdnju koja neposredno (ka u gl.l 1

g1.IT) ima za posljedicu Teoremu aproksimacije u o' olini nule,

.12. Tvrdnja - Neka Je § Vi,..5Vp ) > n>3 , .amilija
netrivi;ja] nih,u parovima neuporedivih valuacija ti.ela K sa
grupama vrijednosti Tl" e oy I'n respektivno , a
0y &hpyeersol JET XTy X" xT , ;>0 , 2¢i&n ,
saglasna familija . Oznadimo sa Q; skup {yieK' vi(yi)},o(i},
24£isn , a ss Pinr(Qi)ﬁixieRv : (5m<w) x? :..:Qi} .

. .

1

24ién . Tada Je Qg 1ideal prstena R, &
i

xompletno prosti ideal prstena R, , 2£i¢n . Os m toga ,
| i

D; Je

vrijedi :

Ry, MRy, NR NENE INEN N P 4P .

Dokaz - Neka je D=R nRver\...n R, . Jasno ‘e da skup

1 n
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Q; predstavlja ideal prstena R, 2£ié&n , a ca je P,
1

kompletno prosti ideal n R - , 2£i%n (Tvrdnja 1.27.).
1

Pretpostavimo sads da je skup Dﬂ(Rv\ Pv )n(Jeﬂ'”r\Pn)
| - | 1 1

prazan i oznadimo sa P. prsjek ideals Pi ' sa rritmetidkom

—r -

obladéu D , 2£¢i4n (Tvrdnja 3.4.). Osim toge,nek: Je

-Fl‘Danl o Tad& su Pl 4 P2 1""!Pn

ldeali prstena D , pa iz 22;1111’1_ 1 8l Jedi Pig Pl

pravi komp’  etno prost i

z8 neko i€§{2,...,n7}.

| Dalje,prema Teoremi 3.3.(iii),vrijedi Rv Df sy pa zato

R g c(R )P {xeK:x-O Vx’léP}CK s Jer

x. €K takav da o(i-vi(xi) sigurno zadovolj:va u lov

-1 | -1 - - .

x; €3x€K : x=0 V x"¢P,} . Dakle , R_ t_;_(.ﬁ‘ri)P:l ,

- (R_ ) tj. R c(R_ ), CK . pa e

Yy &0 0 vyt & My R F ,

vaRvif(va)ai‘;(Rvi)ai , gdje je‘ Q; mnajopsieiniji kompletno

prosti invarijantan ideal za R, 1 za R B 5
i

1
Sada iz (Rv ):(3' -t (Rv )P ., prema Tvrdnji 5.11. slijedi
i i . |

Qi vlnvi ¢

F. & 6;_ . Dakle,ake je x;€K takav da vrij di "i(xi)'d'i ’
mora biti x;€P; , pa zato xieai o Medju:im , par
(O,o(i)é I'IX Pi , 24i&n , je saglasan,pa O(i*l':A

VisVy ?

pri Eemu e Av ﬂvi(a';_)-ﬁ , specijalno oL . ':,vi(a'i .

i2V1
Dobivena kontradikcijas pokazuje da je skup

nn(rzv 1\ Pvl)ﬂ(Pgﬂ -N\P,) neprazan .
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2,13, Te1ema (Teorems -proksimacije u okolini nul:)

Neka v v ,...,v netrivijalne i u parovima nuporedive
valuaci je tijala K ca pgrupama vrijednosti -Il,;;.,:Eh
respektivio , a (ol;,..., )€ Pl X ¢+ X Iln sag lasna

familija . Teda postoji x€K takav da je vi(x).-:g{i ,1€ién .

Dokaz -~ Dokzz slijedi neposredno iz Tvrdnje 3.12.,sliéno kao

u dokazu rnalo-ne Teoreme 4.2. gl.l. Naime,korektiost dijela

dokaza 1) Teoreme 4.2.gl.1,0bezbjedjena je sada T™v ~dnjom 3.12.

3,14, Teoema (Op3Sta teorema aproksimacije)

Neka jc {vl,.. .,vn} familija netrivijalnih i u_parovima; |
neuporedi-ih valuacija tijela K , a elementi Dyseeesby &K
proizvoljni . Dalje , neka je (c(l,..., )&P )< oo X I‘

saglasna ‘amilija . Tada vrijedi sljedeéa 1mp11ka013a :

((Vlﬁjejl,...,n}) v, (b -bj)<e( = o( ;=v; (bs "b,j TAW ) =

iV
= (3 x.;-..-K)(Vl € § '!-_,. coyni} ) vi(x—bi)u XL; -
Dokaz - Dokaz ove tnofeme je analogan dokazu Ter reme 4.6,

iz g1.I 5 tim 3to sadn treba uzeti u obzir Teoremu 3.l4.,
Tvrdnju 3.4,,zatim Leru 3%.8.,Lemu 3.9. i Tvrdnju 7.10.

Kona¥no i u ovo] éituaciji moze se primijeniti Kirsska teorema
o ostacim: (Primjedba 3.5.i)) . Time bi se d¢io I} dokaza '
| Teoremé %.G.EI.I'mbgéo primijeniti u potpunosti i u razmatranbj
%éituaciji valuacija na tijelu . Pri tome bi gamo ﬁnjento oznake

A, u dokiizu Teoreme L,5,p4l.1,brebalo uzeti presjek

‘N ---NR .
Bvir\ Rvn
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3,15, Pr 1jedbn - Ale ne orfave po strani r 2o0phe ine pripreme;
odnosno rdn;j koje omoruéuju da sc metod dckaza Opiite teoreme
aproksim~ :ije,odnosno Teoreme aproksimacije v oko’ini nule ,
primjeni a tri raZliEite'situacije posmatrare url.l,gl.II 1
u ovoj g'vi,vidi se da je osnovna bila Tvrdrja 4.l.gl.I1,o0dnosnc
njoJ anal zne tvrdnje Tvrdnja 2.l.fl.11 i Tvrdnjs 3.12. ove
~lave ,

Time ~: ujeino ukazuje na put kojim bi trebalo eventualno

uwop3tava‘' il narr. Teoremu 3.14. i u sludaju M-valu:cija tijela,

kao i teo~eme aproksimacije u nekim Arugim situac jama .
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