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Ideja za ovaj rad rezultat je mog dugogodisnjeg iskustva u ob-
lasti linearne optimizacije. Dug je put dok sam uspio prijedéi

od linearnih na nelinearne probleme.

Na tom putu mnogo su mi pomogle 1de]e i Sanetl prof.dra Djure
Kurepe, prof.dra Milorada Zeca i prof.dra Veselina Periéa, ko-

jima se iskreno zahvaljujem.






PREDGOVOR

Prije nekih 20 godina proditao sam monografijﬁ_L.F.Tot [51] i
pofeo se visSe interesirati za probleme optimalnog pakovanja i
pokrivanja. Kasnije sam se upoznao s radovima C.A.Rogers [42]

i monografijom i radovima L.V.Rantoroviéa [23], [24], [25]. Ne-
ugodno me iznenadilo kada sam spoznao da se navedeni rezultati,
do tog vremena, kod nas u praksi uglavndm ne primjenjuju, ma-
da bi primjene imale za posljedicu velike ﬁétede materijala.
Ispitivanja'kojé'sam izvrsiio dovela Su me do zakljucka da se

- krogenje nelinearnih flgura vrEi gotovo 1skl]u01v0 na bazi in-
tu101je. Rezultat toga su "brdasca® otpadnog materljala pored
mnogih tvornica. Program za racdunar, za optlmalno krojenje plo-
¢a iverica i druglh u drvnoj 1ndustr111 koga sam izradio s doc.
dr Egonom’ Zakra]sek dao je velike uétede a meni Je bio jedan od
fpodstreka da se intenzivno nastav1m.bav1t1 problemlma kro;en]a

i druglh }os skupljxh materljala.-

y IspltUJUél mnoge kro;ne llste iz raznlh oblastl gdje se radi o
slofenim figurama prlmjetlo sam.da svi bez izuzetka poligone fi-
Igure smjestaju u.pravokutne ploce tako da je jedna od stranica
flgure paralelna stranici pravokutnlka. Nadalje sam ustanovio
~da se bez obzlra na oblik figura smatra da se kod istih povr51-

na uv13ek bolje 1skor1§ten3e postlze kod kvadratnlh nego kod

-

'pravnkutnlh ploéa.-

Prlkupljajuél pub11C1rane materljale vidio sam da se samo pone-
‘kad navode i algoritml ali samo nafelno. Medjutim, velik dio

e —————— .

”tlh algorltama je neprlmjenljlv na raéuﬁarlma jer ‘postoje po-
teSkoée kod obrade nekih geometrljsklh po;mova na radunaru
(problem je}sto ra%unar nema o&i). L.v. Kantorovié u spomenuto;
monografiji konstatlra da u objavljenlm radovima do 1970. nitko
uz rezultate ne navodl kompjuterkske programe. NaZalost do is~-
tih rezultata dosao sam i ja za radove sve“do danasnjlh dana.
Naime, nisam usplo ‘pronaci bar jedan rad da se daje i program

za racunar.

Upravo zbog toga razvijao sam samo one algoritme koje sam mo-
gao pretoditi u kompjuterske programe, ali takve da se mogu re-
alizirati na radunarima u ekonomski opravdanom vremenu. Pored

' toga vodio sam raduna da se programi mogu realizirati i na su-



vremenim "mini" radunarima. Svi programi su napisani u FORTRANU
ili PASCALU. Upoznavsi se s radom Ju.G.Stojana [52] ustanovio
sam da ¢u moéi primijeniti jedan paket programa koji sam izra-
'did u periodu 1966-1972. (sastoji se od 21 programa) za rje$a-
vanje problema koje 5bradjujem u glavi VI, mada su prbgrémi
imali drugu namjenu. U razvoju ovlh programa pomogli su mi na
razne nacine dr.E. Zakrajsek, Franc Mandlec, Janez Lesjak, Nance

rNadrah na femu im se ovom prilikom zahvaljujem. Posebno se zZe-
lim zahvaliti mr.p.pukovniku Mihajlu Bilbiji na suradnji u ob-
lasti kompjutOrskih'znahasti jer mi je ta suradnja bila'nezami-
jenljiva. | |

Zelim napomenuti da"txajanje 1zvod3enja za bilo koji problem iz
ngm:III, IV i V‘nlje prelazio jednu minutu na sistemu UNIVAC
1100, pa te programe smatram definitivnim. Medjutim, 3to se ti-
¢e problema iz glave V1 to jo¥ nisam potpuno zadovoljan jer kod
smjedtaja 30-~50 objekata slo¥ena oblika rafuni traju dosta du-"
go, vel prema sloZenosti objekata, mada u granicama ekonomski
opravdanim. Zbog toga ove programe je poZeljno i dalje pobolj-
Zavati. o |

Napomlnjem da mi je velike potedkoée stvaralo to ‘&to u na3oj

Zemlji nema nekog aflrmlranog nau&nog radnlka upravo iz ove
problematlke, §to Ee se svakako odra21t1 u OVO] dlserta0131...

Na kraju Eelim.se Zaﬁvaliti radnim ljudima Viée;zrakdplovne
$kole SveufiliSta u Zagrebu sSto su mi bmoquéili da disertaciju .

privedem kraju.
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Problemi smje3taja geometrijskih objekata pOj&VljUju se u mno-

- gim podruéjlma kao sto su:

- problemi optimalnog krojenja u metalnoj, tekstilnoj, drvnoj,
plasticnoj, koZarskoj, staklarskoj i drugim industrijama

- prbblemi mikrominijaturizacija

--problemi u krlstalografljl “

- problemi kompleksnog pristupa projektlranju

- problemr modeliranja-raznih ekonomsklh fizikalnih i kemijs-

kih procesa |
-'problemi slaganja u §tamparsk03 1ndustr131 itd.

Prvi pokﬁéaj if{pbdrﬁéja kajeﬁja'uéinio je veliki ruski matema-
ti%ar P.L.Cejbi%ev jo¥ 1878. [8]. E;C;Fedbrov'izﬁéava u radu
[10] i”EliI probleme smje$taja u kristalografiji. H.Heesch izu-
Gava figure koje bez rupa-i preklapanija pokrivaju_Rz, tzv. prob-

leme parketiranja [21] [22].

u. [5] Sé koriétenjem.rezultata-Heescha.pokuéava_rijeéiti_problem
smjeétaja kongruentnih flgura.u ravninl.- | :

Problemlma 0pt1malncg lskoriétenja materl}ala bavi se decenljama
i dobitnik Nobelove nagrade L. V.KantOIOV1é [23] [24], [25]. U©

' onografi]i ovog ‘autora’ fZSJ navodl “se 750 radova iz podru&ja -

krojenija. MEdjutlm, u 5pomenut1m radovlma kOjl se odnose na fi-
gure sloZenog cbllka, pretpostavlja se da krogne liste postoje,

a onda se metodama llnearnog i dlnamlckog programlranja vrsi iz-

bor bGljlh rjeéenja.f

U Zezdesetim i sedamdé;etim gbdinama publicirah je ve€fi broj ra-
dova iz krojenja jednﬁdimenzionalnih;i_kvadratnih materijala, s

time da su i figure bile kvadrati [7],[7*].,[14],[15],[20]. v[29],
za'dovidmenzionalno krojenje uz ﬁvaﬁavénjé "giljotinskih" rezo-
va} razv13en je program OPTIMA koji se.od 1974. uspjeého koris-

t2 u drvnOJ 1ndustr131.'

F.L. Tot u monografljl [51], kao i C A. Rogers u [42], metodama

diskretne geometrije tretlraju probleme pakovanja i pokrivanja,
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ali za figure kao 3to su krugovi, elipse, kugle i elipsoidi.
V.A.Zalgaller u [53] metodom analogije s nekim problemima u me-
hanici definira jedan nuZan uvjet da objekti budu u kontaktu.
Pojavom ERS jako se puno eksperimentira (4], [23],[37], [45], [ﬁﬁ],
[52],[54]. Ovo se &ini zbog toga ¥to jo3 nije bila razvijena

adekvatna teorija.

U periodu 1962-1966 razvijgna'je teorija R-funkcija [43],[44}
¢ime je rije3en onaj dio problema koji je vezan za analitilki
opis figura proizvoljnog oblika. Koristedi aparat R-funkcija u
vise radova formuliraju se problemi smjeétaja sloZenijih geome-

[47},[49].

Naime, konture figura su dljelov1 pravaca 1 lukov1 kruZnica.
Pomocu R-funkc13a pripadnost tolke flgurl moze se zapisati jed-
nom nejednadzbom. Specijalni izbor R-funkc13a osigurava njihovu
dlferencljabllnost gto se koristi kod gradlentnlh metoda. § fi-
gurom, osim njene konture,_veze se izvjestan broj kruinlca‘smje-
Stenih u figuru.'kojé razbijaju-fiéuru na dijelove koji nisu
prevife veliki, a dio kruZnica se “ugura“ u "uglove™ figure.
Uvjet nepresgecanja figura formulira se preko uvjeta nepreSJeca-
nja kruZnica. Optlmalno ‘rijesenje se tra¥i tako da se generlra
vélik_bfoj slufajnih poloZaja gdje se f;gure ne presjecaju, a
zatim se gradientnim mefodama prevode u poloZaje kod kojih se
postiZu lokalni minimumi. Opse¥ni eksperimenti-kdje 5am~izvr§idf-
pokézuju da racdunari s briinama od 5'x10s do 10  operacija u se-~
kundi troSe od 4 do 5 sati réda,‘koristééi-navedene 'metodé, tj.

metode su za praksu gotovo neprihvatljive.

U [39] navode se asimptotska svojstva jedne klase funkcija od
puno varijabla. Koristedi navedena svojstva u [48] i [50] uvodise
pojam r-separabilnih funk01ja, i predlaZe vjerojatnosna metoda

za nala¥enje lokalnih i globalnih ekstrema takvih funkcija. Me-
toda za nalaZenje lokalnih ekstrema je u stvari adaptirana

Gauss-Seidlova metoda po-koordinatne optimizacije.

Buduéi da su uvjeti nepresjecanja definirani pomoéu R-funkcija
vrlo glomazni, traZene su druge metode. Prema navodima u ‘£13]r

u doktorskoj disertaciji Ju.G.Stojana [49] prvi puta se uvodi
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pojam kontakt funkcije pomoéu koje je definiran problem smjesta-
ja krugova i pravokutnika, kao i figura koje nastaju sastavlja-
njem pravokutnika. (Kao sto je ﬁoznato doktorske i kandidatske
disertacije se ne mogu dobiti iz SSSR-a; ved samo autoreferati,

ali za navedenu disertaciju'[49] ni to nije bilo mogude.)

[12] i [13] se, ﬁihi_se, prvi puta uvodi pojam hodografa kon-
takt funkcije HKP, gdje se samo izride bez dokaza jedan broj te-
orema u vezi s HKF, koje navodimo u Glavi II, od kojih neke do-
kazujemo. Za sve radove publicirane do 1971. godine, koji se od-
 nose na smjeitaj geometrijskih objekata sloZenog oblika L.V.Kan-
torovié u monografiji [25] konstatira7da'se navode samo opisi al-
~ goritama, ali ne i algoritmi, dok se kompjuterski programi nig-
| dje ne navode. Govoreéi o sastavl]anju krojnih lista za proizvo-
1jne objékte kaze da je to tesko sagledivo, te da mu nisu pozna-

"tl radov1 Eak ni za 3ednostavn13e figure.

™

.Navedena'je tvrdnja i bila impuls da od'197l QOdine radim na
razradi algorltama, a zatlm.kompjutersklh programa koji su pri-

kazani u ovo] dlsertaCle..

Iz rada [2] se vidi da je 1969. odbranjena disertacija na New
Yorku University [1]. Medjutim, tu disertaciju nisam uspio dobi-
| ti."IZ'kasnijeg'raaa;[3] proizlazi da do 1977. godine problem
_smjeétaja prclzvoljnlh.flgura nije rijeSen. Naime, u radovima do
1977. (kasnljl mi nisu poznati) navedeni autori nepravilne figu-
re prethodno smjes$taju u kvadrate mlnlmalne povrsine, a zatim
- najbOljl sm]eﬁtaj kvadrata u21ma3u kao najbOljl smjeStaj zadanih
figura, §to oélto nije to&no. Cak Sto vie, oni u [2] zakl;ucu;u
 "... ALGORITHM THAT SEEKS FOR AN OPTIMAL LAYOUT WORKING DIREKTLY
WITH THE IRREGULAR SHAPES SOUNDS INFEASIBLE ce "

1U'1980. godini"publiCiran je zbornik'[28]. Na:oénbvi'rada N.J.A.
Sloane, str.219-249, i opaski redaktora, dobiva se zakljuak o
problematlcl ‘zaklju&no s 1979. god. N&imé, ne vidim neku noviju
teorlju koja bi omoguélla rjedavanje problema o kojima je rijecd

u OVGo] dlserta01ji na uspjesn131 nacln od onog kojeg sam prlml-
jenlo. U ovoj dlsertac1jl na osnovu HKF, KF, PF 1 R—funkc1]a, te
njlhovlh svcjstava 1zrad]eno je nekollko kompleksa takvih kémpju-
torskih programa koji omogquéavaju da &ak i na suvremenim mini ra-

dunarima, za prihvatljivo vrijeme, moZemo praktlckl rijesiti vrlo
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giroku klasu problema koji se évakodnevno javljaju na jako pﬁnc
mjestaf Naime, problemi o kojima je rijed u disertaciji danas ¢
kod nas rjeSavaju intuitivno. Rafunari se tu i tamo koriste

samo za brZe ispitivanje intuitivnih rjedenja.

Svi proqfami'su testirani na vélikom broju problema iz prakse.

-Pr1 tom se pokazuje da su pomoéu navedenlh programa dobiveni re
~zultati koji su za 5 do 10% bolji od onih koJ)i se koriste u pra
ksi. Gak je nadjen ne mali postotak slucajeva gdje su rezultati
bolji za 25 do 32%. Prema tome, primjenom rezultata ove diserta:

cije omogudavaju se ogromne uStede oskudnih i dragocijenih resu:

sSa.

Disertacija sadrzi: predgovor, uvod, Sest glava i popis litera-

ture. - -
U disertaciji se daju komplet1 programa u FORTRANU i PASCALU iz

kojih se s jedne strane vide sadrzajl prlmljenjenlh algorltama &
's druge strane zainteresiranim se pruza,moguénostﬂda‘spe01f1c1—

‘ranjem ulaza i izlaza brzo sastave programe za svoje ra&unare.

GLAVA I
Glava I se sastoji od tri &lana. Déju'Se uvodni pojmovi i defi-
nicije. Navode se neka svogstva R-funkC1ja. Daje se opfa matema-

ticka formulacija problema smjesStanja.

GLAVA II

Ova glava ima devet Clanova. Obradjuju se hodograf kontakt funk-
éija (HKF), kontakt funkcija (KF), potporna funkcija (PF).
Izri&u se odredjeni'teoremi i tvrdnje'u vezi sa HKF, KF i PF,
Obradjuje se problem-jednczﬁééhosti KF. Daje se postupak za apro-
ksimaciju konture proizvoljnog objekta pomocu poligona s unapri-
jed zadanom to&nosti. |

Na osnovi pojma HKF daje se postupak za konstruiranje ekvidis-

tante.
Daju se kosturi programas:s

1 - za konstrukciju HKF za proizvoljne poligone

2 - za izradunavanje vrijednosti KF
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za razbijanje nekonveksnog objekta na konveksne objekte

za nalaZenje konveksne ljuske nekonveksnog poligona

za aproksimaciju proizvoljne konture objekta sa poligonom
s proizvoljnom tocCnosti

za konstrukeciju ekvidistante na bazi HKF

za izradunavanje vrijednosti PF

za naiaienje zvjezdaste dblasti.(toéke) u podrucju omedje-

nom HKF

9 - za razne operacije sa skupovima

Rad programa se demonstrira na konkretnim primjerima a rjeSenja

su

predstavljena slikama, grafikonima i tabelama.

]GLAVA III

Glava III se sastoji od pet ¢lanova. U njoj se, na ba21 KF i PF

.formullraju i r]esavaju probleml jednorednlh_perlpdlcnlh smijesS-

taja. | |
Daju se kosturl paketa programa pomoéu kojih su rljesenl slije-

dedi - probleml.

1.
3.
3.

o

9.

10.
11.

optimalno smieéﬁahjé_ﬁ beskonadnu traku "JERED“
smjeétanje'u'traﬁu kona&ne duljine "KONTRA"

smjestanje u traku zadane élrlne'"VIRED"

smjeétanje u pravokutnik “PRAVOK“' |

lzbor oPtlmalne élrlne trake iz skupa raSpOlOZlV1h traka za

 sm3estanje zadanog abjekta "VIRED I

= WA - i

izbor optlmalne §1r1ne trake za ko;u je u prosjeku najmanji

otpad "VIRED II"

flzbor optimalne dimenzije pravokutnlka iz skupa rasp01021v1h

dlmen213a, za koji Je lskorlstenje mak51malno "PRAVOK I"

izbor pravokutnlka za koji. je pr053eéno 1skor15tenje maksi-

'malno "PRAVOK II"

optlmalnl smjestaj kompleta u pravokutnlk
izbor oPtlmalne dlmen21je pravokutnlka za zadani komplet

-lzbor najbolje dlmenzlje pravokutnlka za skup kompleta.

" Rezultati rada za konkretne primjere prlkazanl-su.sllkama, ta-

belama i grafovima.
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-.GLAVA IV

Navedena glava se sastoji od dva paragrafa. Pomodu HKF, KF i P

formulira se problem resetkastog smjeStanja objekata u ravnini

i pravokutniku.
Razradjeni su paketi programa:

1. za resetkasto smjestanje flgura u ravnini

2. za resetkasto smjestanje figura u pravokutnlku.

Rezultati rada programa za konkretne primjere prlkazanl su pomc

¢u slika, tabela i grafova.

GLAVA V.
Glava se sastoji od §est paragrafa. Pombéu HKF, XF, PF 1 R-funk
cija definiran je problem n-rednog periodiénog smjeétaja KF,
PF i R-funkcijom deflnlraju se razna tehnolo§ka ogranlcenja.
Daju se kosturi paketa programa pomoéu kojih su rijeSeni slije-

~6361 problemi n-rednog smje:tanja'

1. n-redno smjestanje u beskonaénu traku

2. n-redno smje3tanje u rolnu zadane Sirine

3. odredjlvanje bro;a redova kod smjeétanja jedne vrste objeka-
ta u rolnu - zadane Zirine

4. n-redno smjedtanje u pravokutnlk

S. 1zbo: one sSirine rolne iz skupa zadanlh za kogu je otpad mi-

nimalan

6. izbor one rolne iz skupa zadanih za'kojﬁ,jé_bfbéd u prosje-
ku minimalan | | | |

7. izbor pravokutnika iz skupa raspoloiivih pravokutnika za koji
je otpad'za zadane objekte'minimalan | |

8. izbor_pravbkutnika iz skupa raspoloZivih pravokutnika za koji

je u prosjeku za zadane objekte otpad minimalan.

Rad paketa programa demonstrira se na konkretnim primjerima a

rezultati su prikazani pomoéu slika, tabela i grafova.

GLAVA VI

Materijal ove glaﬁe obradjuje Sest €lanova problema neregularnog

smjeitaja medjusobno orijentiranih objekata.



VII

Formulirani su uvjeti medjusobnog nepresjecanja objekata i uvje-
ti smjeStaja objekata u 2adanu oblast. Formulirana je funkcija
cilja. Prikazane su neke karakteristike oblasti s pomicnim gra-
nicama i ukazuje se na svojstva funkcije cilja, koja proizlaze
iz nelinearnosti, mnogoekstremalnosti i videstruke suvislosti ob—
lasti definicije. Ukazano je na'neperspektivnost deterministi&-
kih metoda, nalazZenja globalnbg ekstrema. IzvrSena je realizacija
metode SPS (sukcesivni po;edlnaénl smjestaj) pomocu HKF. Pokaza-
no je da metoda SPS kod rjeSavanja problema neregularnog smjesSta-

ja proizvoljnih geometrlgsklh objekata inducira slijedece:

a} da se lokalni ekstremi postiZu na granici cblasti dopustivih
rjeSenja | |

b).da se kontlnualnl probleml svode na dlskretne tj. na probleme
'mlnlmallzaC1je funkcionala na skupu permuta013a |

c¢) da se optimalna rjeSenja koja se navode u radovima [2] i [3]

mogu korlstltl.kao prva aproksimacija u danoj metodi.

Uocavanje ovih ¢€injenica omoguéllo je da iskoristim jedan kom-
pleks programa (sast031 se od 21 programa) koji sam izradio u pe-
riodu 1966-1972 za vrljeme rada u VISOKOJ TEHNIéKOJ SKOLI JNA u
Zagrebu, za nalaienje minimuma funkc1onala definiranih na skupu
permutacija ‘[30] - [36]. Eksperimentalno sam utvrdio da se riajbo-

-131 rezultatl postlzu prlm]enom_alfabetske{metr;ke-

Demonstra01ja paketa programa vrii se na konkretnom prlmjeru
sm}estanja 20 _objekata slofena -oblika u coblast s pomidnim grani-

cama. Rezultatli su pIEdSthl]enl slikama i graEOV1ma.






GLAVA I

UVODNI POJMOVI, DEFINICIJE, FORMALIZACIJA PROBLEMA I R-FUNKCIJE

1. Uvodni pojmovi i definicije

POd_geometrijskim objektdm'(ili jednostavno objektom) podrazu-
mijevat demo zatvoren skup S, todaka prostora Rn_koje'pripadaju
‘oblasti koju zauzima objekt U nadim razmatranjima to ¢e biti
- razne metalne i drvene ploce, raznl formati tkanina, plastike,
. gume, koze,-raznl alatl, aparature smljestene na avionu, brodu

i drugdje, te kontejnerl, molekule, tj. sve ono §to predstavlja

"likove u ravnini ili tijela u prostoru.

U Sirem smislu to su i rokovi izrade nekog predmeta, rashod e-
nergije po vremenu, raspoloZivi resursi i planovifutroéka resur-
sa itd. Dakle, to je sve ono Sto se moZe geometrijski interpre-
tirati. Tako na primjer kod proizvodnje, recimo, m- razli&itih
gpredmeta koji trose iste resurse (raspoloZzivo vrijeme strugova)
“&iji je iznos E, s tim Eto se za svaki predmet tro$i odredjena
koliéina-resursa'ri krdzlodredjenbrﬁrijeme'ti;_RaSPOIQEivirre_
‘sursi se_MOgﬁ predstaviti polubeskonaénom'trakom,"a'predmeti"

kao kvadrati r, x t;, sl.l.l.

} Resursi "y ,
;7
S, o Sy S,
:/;-%.’_.-’r/
[ R 77
5; ;//f‘: 7 /f S, T.«t |
) 7 S |
. ‘ }
l .
5 =N Ss }
|
_ R R

. wrijeme

SiL



‘Optimalno organizirati proizvodnju znaci, u polubeskonadnu tra-
ku Sirine E, smjestiti kvadrate zadanih dimenzija ri X ti = Si

tako da svi predmeti Si budu gotovi za minimalno vrijeme.

Optimalni plan se sastoji u tome da se {s;} smjesti u polubes-
kona¢nu traku zadane Sirine E tako da potroSena duljina trake
bude minimalna. Prema tome, kada u budude budemo govorili o ge-
ometrijskim figurama ili objektima, onda to treba shvatiti u §i
rem smislu, tj. da su podruc¢ja primjene onog o femu je u ovpm

radu rije¢ daleko Sira nego se to u prvi trenutak moZe uéiniti.

Ako promatramo flgure_n_ravnlnl.Rz onda-uz flgure veziemo pomic-
ni koordinatni sistem X'0'y’ a uz RZ, po kojoj se flgure premje-

staju fiksni sistem XOY. |
Pretpostavimo da se u pocetnom polozaju objekta Sl zadanog u

X’ 0yX’ koordinatni sistemi XOY i X’ OlY podudaraju.

Definicija 1. Ishodiste 0, sistem X'OlY zove se pol objekta

s, [17]

Mada_se'pol'ol - objekta S, u principu, moZe birati bilo gdje,
mi cemo uvijek uzimati (iz razloga koji ¢€e biti jasni kasnije)
da'je 01 £ Sl' Isto tako ako figure'budu_imale neke osi simetri-
Je onda-c¢e polovi biti birani na tim osima simetrije, odnosno

na presjecima osi simetrije, akoloni postoje. |

Kao 8to vidimo poloZaj objekta S u'R2 potpuno je odredjen pa-
rametrima (xi i“i) gdje (xi,yi) koordinate ppla Oi u xoly, a

@i-kut zarotiranosti objekta.

Sl.2.



Likovi kao Sto su krugovi zadani su sa dva parametra. U slucaju
da je pddruéje smjeStaja neizotropno ili objekti moraju biti me-
djusobno orjentirani, onda je.poloiaj odredjen s manjim brojem
parametaré. Mi femo se jako puno koristiti upravo zahtjevom da
su objekti medjusobno orjentirani. Promatrat Gemo samo takve ob-
jekte ¢iji je oblik konfiguracije uvijek isti, tj. zadan Jje ob-
likom u pocetnom poloZaju. Oblast koju objekt S zauzima oznadi-
mo sa S a zadan je njednadZfbom f(x,y) > 0, tJj. ako je (x,y)es
onda je f(x,y) 7 0, inace je f(x,y) < 0. JednadZbom f(x,y) = 0'
,defln;ramq konturu S i zovemo je kanonska jednadzba objekta

'S..
1

_ako je £, (xiy’) = (1.1.1)

onda, obzirom da je

F 3 - : o :
(x } _ (X~ xl,y yl) cosel sin@ -} - (1.1.2)
y’1 o slnel S eos8, /o, R

imamo tzv. jednadébu'OPéeq-poldiaja objekta S.

fl[(x—xl)00561+(yl—yl)sinel; (x Xq )51n@ +(y yl)cose ]— 0
| (1 1.3)

Obiekti koje 6em0_promatrati mogu nastajati na-razne natine:

a) Sy tJ Sg “./}Si.# /

- n
b} S, . L} S; | Si(l‘Sj 7 8 Si\* Si/\ Sj‘5 °5 7 g 173
o i=1 o | - | o {1.1.4)

1

n
S

S.(W-S, = @ @, - konstantan
3 J | i _

T

i 1

za sva naéa'razmatranja bitna je. podjélanna konveksne i nekon-
veksne objekte. ‘Pokazace se da éemo do odredjenih zakljucaka o
nekonveksnim objektima dola21t1 tako da ih predhodno razbljemo

na konveksne dl]elove.l-tako dodjemo do potrebnih pokazatelja.

Definicija 1.2. Pod degeneriranim objektom u R2 podrazumjevamo



svaki pravac, duZinu, luk, a u R3 plohu, krivulju ili njihov
dio. | |

Definicija 1.3. Ka¥emo da je objekt neogranifen ako se ne moze

smjestiti u sferu konacnog radiusa.

Definicija 1.4. KaZemo da jJe objekt povezan ako za bilo koje
dvije tofke x.,y ¢ S'postoji neprekidna linija iz jedne u drugu

koja potpuno le%i u s.

| 2.
AkO u ravnini R povucemo pr01zvoljn1 pravac p. onda se R ras-

pada na dvije poluravnine od kojih je ona koja sadrii p - za-

t_VO r@_r_;_t__f_ B

DEflﬂlCl]a 1.5. Zatvorena poluravnina je potporna objektu S ako

sa S ima bar jednu dodirnu tolku, a sve unutarnje totke S se
i objekta S

nalaze s jedne strane p. Pod udaljeno3cu tofke Mes

koji je zatvoren, podrazumljevamo minp (M, Sl). Si € S.

Ako su zadana dva zatvorena objekta S1 i’S2 onda se pod njiho-

vom udaljenoscu podrazumjeva mlﬁulz(s .SJ) (si € Syi Sj € 52).
Ako suzispqueni'ungti:

Sl_\ sln SZ\ s, # § uzimamo da je o0,5,(8;.5,) < 0

s Ns, =5 Nsy 28 = eppissy) =0 (115
sln S, = 8 " plz(__sl,s"émi > 0

Ako je zadana oblast @ i objekti S (i=1,2,...n), onda kaZemo da

su S, smjesteni u & (US C_Q.)
i=1

ako su 1spunjen1 uvjeti:

Us N o L? | | | (1.1.6)

1=

i siﬂ 5. = By- . . (1.1.7)

(ﬂ - prazan ili se sastoji od rubnih tocaka).

Uvjete(Il 6) moZemo zapisati 1 na slljedeél nain

pi(Si.R \ ) > 0 za Vi i=1,n, {1.1.8)



Pod dijametrom zatvorenog objekta S podrazumijevamo:
d(s) = maxpla(x,y), bi{x,y}] a,b e S.

Neka su zadani objekti S, 15, s parametrima smjestaja (xl’yl*el)

2 |
i (XZ'YZ'GZ)' Kroz polove ol(xi,yly i Oz(xz,zz) povuemo pravac

p. Uzmemo da je smjer definiran sa vektorom p;,-

Definicija 1.6. KaZemo da su objekti u kontaktu ako je
-plz(S ,S ) = 0, odnosno 132(51,5 ) = f&z ako je é;z - zadana

mlnlmalna udaljenost medju objektima Sl i 82.

Definicija E.7. Za objékté Sl i Sszaiemo da”su'fazdjeljivi
ako pOStOjl takav poloza] polova 01 i 02 da kod prem]estanja iz
kontakt rgsporeda S1 111 S2 u bilo. ko;em od smjerova plz(le),_
vrijedi uv;et-plz(sl,sz) },O, p21(SI,S ) > 0 . Zna01 da kod
premjestanja nema ni diranja ni pres;ecanja. Na sl.1.3a vidimo

razdjeljlve objekte, a na sl.l. 3b nerazdjeljlve s to¢nim ulazom

- diranjem, i na sl. 1. 3c nerazdjeljlve._

oYC

- al

113,

Tvrdnja 1.1 Konveksni cgraﬁiéeni'objékti su razdjeljivi.

| Def1n1011a 1.8. Kazemo da je objekt S zvjézdast [18] stobzirom

na pol O ‘ako svaka.sp03n1ca 0 sa pr01zvoljnom rubnom tockom

i
potpuno leZi uwS " Ako post031 kontlnualnl skup Q taRV1h toéa-

ka, onda se Q - na21va zvjezdasta oblast.

Tvrdnja 1.2 ZVJezdasta oblast je konveksna.

Tvrdhja 1.3 Ogranléenl zvgezdastl objektl su razdjeljlv1.

Tvrdnja 1.4 Ako jedan od”objekata Siﬁili S, nije ograniden

- onda su_takvi‘objekti_nerazdjeljivi.




2. R- funkcije

Ovim funkcijama Zesto éemo se koristiti, pa zato © njima daje-
mo elementarne informacije [43].

Kada vriimo neke operacije nad -realnim varijablama, trebamo vo-
diti ra&una o njlhovom predznaku. No ima dosta primjera gdje je¢
predznak rezultata operac1je potpuno odredjen predznakom veli-
ina nad kojima se operacija vr3i. Tako predznak produkta ne z:
visi od modula X 1 ¥y veé samo od njihovih predznaka. Shvatimo
predznaké kao binarne varljable, te neka plusu odgovara 1l a minu

su 0. Tada imamo u mnoglm sluéajev1ma da 0perac1jama nad real-

ma dakle Bulove funkc;ge. Iz skupa funkc13a realnlh argumenata

1zdv031mo klasu funk01Ja tzv. R-funkc1je, koje lmaju navedena

—_— . =) -t

svojstva.

Defidicija 2.1. 2a to&ku M{xl,xz,..ﬁx ) kaZemo da je degenerira
na ako joj je bar jedna koordinata jednaka nuli. |

Degenerlrana_tocka u kojoj je X, = 0 leZi na koordlnatnOJ hiper
ravnini X, = 0. Ako su xl =0 i xJ = 0, onda_se_tocka nalazi na

pres;eku koordlnatnlh hlperravnlna xl = 0, xj = 0.

Skup svih degenerlranlh todaka iz R" predstavlja uniju od n -
hiperravnina xl =0 (i = 1,n), ko;e moZemo promatrat1 kao jedin:
stvenu hlperravnlnu (H). O%ito da H razbija R” na 2" oblasti

H (J = 1, 2. Svakoj nedegenerlranOJ tocki,M(xl,xz,..“x ) € R"

odgovara odredjen an binarnih varijabli xl,xz,.,.x ’ deflnlra-

nih formulama.
| X, = S(x,) | o ©(1.2.1)

gdje je S dvoznacnl predikat kOJl X; ~ pridruiuje 0 ili 1. Tih
nizova binarnih velicina Xy Xz,,..xn mofe biti 27, pa se skup
svih nedegenerlranlh tocaka razbija na 2" podskupova. Bilo ko-
joj tofki jednog takvog podskupa odgovara jedan te isti niz bi-
narx;ih veligina Xqy . X -

U R® imamo tako &etiri kvadranta Hj (3 =1,2,3,4).

Definicija 2.2. Neka je y = f(xlfxzr--ﬂxn) funkcija definirana
svuda u R". Za navedenu funkciju kaZemo da je R-funkcija ako u

svakoj oblasti Hj(j = 1,2") ima isti predznak tj.




S[f(xl,x .. ﬂ = Fi = const {(1.2.2)

gdje je Fi - binarna velidina ista za sve tocdke Hj iz'(j=l,2n).
Buducéi da svakom nizu binarnih velidina X, = S(xi) odgovara od-
redjena oblast Hj' znaci i velicdina F.» dobijemo neku Bulowvu

funkciju F(xl'XZ"'”Xn)' takvu da vrijedi jednadizba
S[f(xl,xzf.fﬁxnx] = F[S(leS(ng.f,S(XHXI. (1.2.3)

Tzraz @.3) predstavlja nuzan i dovcljan uvjet da funkcija

y = f{x ,xz,...x ) bude R-funk01ja.

Tako je na prlmjer y = %Xy°X%, R—funk01]a. Nalme, predznak produk-

ta ]e konstanta u svakom od.cetlrl kvadranta HJ e
-Prlpadna Bulova funkcija Y = F(Xl,X ) jednaka je 1 u I i III
"kvadrantu, a nula u II i IV kvadratu sl.l.4. '

I A, R I
X,250x20)21 | X, =500, 0} =1
X,=S{x«0k0 | X, =Six,>0)=1

FiXX)=0 | Flx xdar

- FIX.XP=1 FiX,.X}=0

mo | v
slag.

Prema tome doblll SMo Y(Xl,x ) = XerJXQ t]._da produktu XytX,

-.l#

odgovara Bulova operacija ekv1va1enc1je..

. . '_.2'-2""_ /22
Tako je funkcija Y = Xy + X, +_(x2 xl) X1 T X, € R 1 njoj

odgovara 0pera¢ija implikacijé.Y,#‘Xl-# Xz;
MoZe se pokazati da vrijede élijedeéi izrazi:

R-negacija ‘ B _
b (X,y) = —o¢(x,y) odgovara joj Bulova funkcija X. (1.2.4)

R-konjukcija (zbog kratkoée'ispuétémo_varijable)

| TN R o |
¢l /\{1 ¢’2 = '2[¢l'+¢2 '/ ¢l+¢2 - 2(1?' ¢ol¢ l<agl (1.2.5)

odgovara 3OJ) Bulova'funkcija Xl/\ XZ'



R-diSjﬁnkcija

_ 2 2. 02 1 . |
¢l\/¢'2 = L¢l+ ¢l .+ ‘/¢l+¢2 2.{1¢-1¢2 ] —]icu,s]_ | 1(1-?.6.)

odgovara joj Bulova funkcija Xl\/_xz{'

Formulad2.3) svakoj R-funkc131 y = f(xl,xz,...x ) pridruZuje od-
redjenu Bulovu funkciju ¥ = F (Xl’XZ"'?xn)- No postoji besko_
nacno mnogo R-funkcija kojima pripada ista Bulova funkcija. Raz-
li¢itih Bulovih funkcija od n - argumenaté ima svega g. = 223‘_
pa se skup svih'R-fuhkcija-raZbija'na 220 podskupa (i = 1,22%)

koje nazivamo granama klaseli R-funkcije koje pripadaju istoj

granl odgovara jedna te ista Bulova funkc1]a.

zko je zadana neka R—funkr:,ljar onda moZemo naéi njoj pripadnu
Bulovu funRC1ju tako da u svakoj Hj(J = 1,2 ) uzmemo jednu tocl-
ku'i odredimo predznak iste R-funkcije u toj tofki. To uradimo
u s?akoj Hj; | | |
. . o 2.2 2 172 o
TakO'na Primjer: y = X,-X,+X, -(x1x2+x3-xlx2x3) (*) je slo-

zena R-funkcija, nastala od funkcija

1/2
Y - u+v—_(u2+v2—u-v)
u = xl-x2
v = x,.

Da odredimo predznak za izraz(*!uzmemo tolke s ko@rdinatama:
l Kada bismo sastavili tabllcu vidjeli bi da je Y = 1 za
nizove (0,0,1) i (1,1,1) pa je prlpadna Bulova funkcija oblika

Y = (XIAXZAXB)S/ (XlAXZAXB).

Eko je zadana Bulova funkcija F(Xl,xz,...xn), onda je formalno
uzevsi: '

y-f(xlxza. xn) = 2F. (S(x ) S(x ) 3S(xn)] -1 (**) pripadna“RF
-funkcija iz grane ? (K = 1, 22n). Naime, FES(le--78(7Xh)] je
jednaka 0 ili 1. Ako je jednaka 0, onda je (**) Jjednaka (-1)

ako je jednak 1, onda je (**) jednak 1, slijedi

- { - - - _
S f(x, 2,..anyﬁsyy;S(le..35(xng-£} =F 5 (%)),0 - 58 (%)



Potpuni sistemi

MoZe se pokazati da: ¢1A 152; 4*’1\/?2" 31

6110,

ili

=V4§ f¢§—¢l-§2 I§efero?a R-funkcija)

&ine potpune sisteme, tj. da pomoéu njlh mozZemo napraVLtl R-fun-

~keciju iz bilo koje unaprljed zadane grane R—funk01ja.

Buduéi da ¢femo mi promatrati smjestaj objekata u ravnini, nave-

dimo neka svojstva funkcija R2

Lo oo N9y 2

3. ¢1V,¢ >

4. ¢1\/';1¢2f

§1A1¢2

il

6. ¢;Vi¢;

7. (0 A8,) # (3V 85) =41 + ¢,

R f&iﬂ;&;}"

2l

0 _ako‘je ¢l'> 0, “¢2 > 0

X ,YER

1 K
5[¢l+¢2+l¢1-¢2L] = max f{ ¢1;¢2}

l+a-

9. 03,02 = 41 Va0)

10. 93Ve 5 = oA, ¢

-Tvrdnja 2. 1

la u otvorenim. oblastlma HJ(J

Tvrdnja 2.2

Tvrdnja 2.3

ARko neprekldna funk01ja y = f(x X,

Ako su fl'fZ*E R~ £, - £, ¢ R

0 akoje - 4;:> 03 ¢, =0 ili¢) =05 ¢y20 -

0 | akd jg ¢i %_0;_ ¢2J>.0; ¢i'3;0L”¢2“SIO
MJ %:- ”J?l:fﬁqg :¢2 ?KQ.: , .

0 - ako je 4y = 0;. 8, =05 4] < 0; 4y =0

l[¢ 17¢5- l¢l-¢2[] = ‘min ; ¢l'¢2}

,...x ) nema nu-

l 2 ), onda je ona R-funk01ja

}}ko su yf_f(ul,uz,r...um) -_i = ¢K(x;>""xn)5 Rjounﬁ"&Eh

Y= £[0 (X 1 Xop ok ) wend (Xq Xy X )] e R
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Tvrdnja 2.4 Ako Je ¥y = f(U Uz,...Um] a UK = éKle,xz,..ﬁxn
konstantnog. predznaka, onda je
£ L¢1(xl,x2,...,;cn "'?nﬁxﬁf"# )] konstantnog predznaka.

Y:

Tvrdnja 2.5 Ako je y = f(xl’xzf'ﬂﬁh) € R integrabilna po vari-

jabli x,, onda je funkcija
- B !
— ' - I
v = bl = L Elpx)ax 6 R

U navedenoj mohografiji [43] navedena su i dokazana mnoga druga

svojstva R-funkcija na &emu se necemo zadrzavati.

Opisivanje oblasti koristedi predikate, Bulova algebra

i R~funkcije

Neka je ﬁejeanadibém'z = f(x,y);()u ravnini XOY definirana ob-
last’ (D)..Lf(x,y) - svuda deflnlrana i neprekldna]

Uvedimo binarnu varljablu D pomoéu predikata

D = Sif(xry)l = [f(xry) > 0.]“
znac¢i da je D = 1 tj. istina ako M(x,y) & (D) i neisitina ako

M{x,y) £ (D). |
Neka su (D ) i (D ) odredjene sa f (x,v}). > 0 ° f (x,y) 2 0.

Iz-blnarnlh varljabll Dy i D2 sastaV1mo neku Bulovu funkeciju
F(Dy,D,). VeC prema tome Sta predstavlja F(Dy,D,) imamo razne

slucajeve prikazane na sl.1.5.

imamo situaciju prikazanu na a)

(%)

AKo Je F(Dl,D ) = DlP\ D

DV D, " b)
" lfu-D2 | " c)
" Dy / D, " d)
" D, = D, " , e)

" | B ) £)
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0/ NN\ A/

SR N A
f.r'. Ly ‘_f{'/l.’; Fd :\.\'\\\\.\\ \L‘x\\::l IS MY
D,AD DVD o~0, | 0,/D, | D3D,

S1.1.5.

2ko je Z = ¢l(u,v) e R kojoj odgovara Bulova funkcija U A v,

onda oblast (D) definirana nejednadibom

Yy ¢l[£lcx.y); 4, (x,y)]> O

predstavlja presjek oblasti (Dl)fi (D,) .

Primjer: |
| _ 3 e .22
Neka je (Dl) pojas definiran sa f1: a®” - x" » 0.
Neka je (Dz) pojas,ﬁefiniran sa_fzss b2 - y » 0.
Uzmemo li R-konjukciju £, A . f,, onda nejednadZba

Tl AR rm—— §ote e, e -
— A e

(az'é xzf'/XQ_}bz_% YZS > 0 (1;2;7)

_de finira pravokutnik A]__Eézf A3 !A4 r 51 -1. 6 ..

St.16.
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NejednadZbu (12.7) u razvijenom obliku mozZemo zapisati:

z[a ~x%4b? —y? ./(a -x b-ﬁ} M (a=X)(5-Y") ]?‘9

-1 <agl (1.2.8)

za ol= 1 imamo:

2[a®-x%+p2-y* - |a®-p%-x?4¥Y]z0 (1.2.9)

Kako Jednakost vrijedi samo na rubu podrudja, znadi da je jed-

nadzba pravokutnika dana jednim analiti¢kim izrazom:

a? + b2 - x% - y? - 1a® - p% - %% 1+ y2 |= 0. (1.2.10)

Recimo da treba napisati jednadZbu granice (D) oblasti koja

predstavlja kutomijer, sl.l.7a.

R
Vv
S /

f %?/ zﬁ%

._;’!-’7':;"..' 7 /ﬁ/ |

T / 1 / X
a) |
’ SL17

Oblast D moZemo izgraditi pomocu slijededih oblasti:

a) Dl - zadane sa f1 =y -12 0 (poluravnina),
b} D, - prsten s nutarnjim radiusom R, = 3 1 vanjskim R, = 5,
q) D3 - pravokutnika Al,AZ,A3,A4.

Logika formiranja (D)} dana je-fofmulom

D = (D, A, D,) V, Dy- (1.2.11)
£, = [ (9-—x2-(y-1)2]-[x2'+('y—1)2—251 > 0 (1.2.12)
£.2 37 - x° = g% =35 - x% + g% | | (1.2.13)
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Prema tome oblast (D) je dana:

£= (£, Ay £5) \ £ 2 0. | | | (1.2.14)
Ako ({2.14) napiSemo u razvijenom obliku, dobijemo jednadZbu
granice oblasti kutomjera:

-119+32x°+26y°-63y-x?-2x° (y-1) Sy +ay"-
2 2 4 2 2. 4 3 |
-] 191-34x°-28y“+65y+x +2x" (y-1) “+y -4y~ |-
42|35~x2+y2I+l—267+36x2+30y2*63y-x4-2xz(Y'l)%*
C_yteay?-l101-34x® 28y vesy+xte2x? (y-1) 24yt -4y
| +2|35—x2

o)

2] = 0.

Iz naﬁedepoq primjera_ucéavamolda'néﬁ RQfﬁnkcije omogudavaiju
da jednim analiti&kim izrazom opidemo vrlo sloZene konture
(granice) raznih objekata. Vidimo da su izrazi vrlo glomazni,
ali z;to'se-urade programi_za raéunar'koji generiraju potrebne
izraze. | |
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3. Opfa matematicka formulacija problema smjeStaja

geometrijskih objekata

U ¢ovoj radnji'ée se promatrati dvije grupe problema:

I. Regularni smjesta)j objeﬁata

I1. Neregularni smjeitaj objekata

Def1n1C1ja 3.1
KaYemo da su objekti regularno smjestenl ako kod parametara

smijeStaja postoji neka zakonitost, a kod neregularnlh te zako-

nitosti nema.

0d regularnih promatrat cemo:

I-1 PERIODICNE RASPOREDE
I-z'REéBTKASTE RASPOREDB

'~ Naime, ako je {{S } } skup objekata u Rp onda pod periodiCnim
smjestajem podrazumjevamﬂ rasporede kod kojih bar 3edan parame-
tar objekta S. -(1 = 1,n), mijenja svoju vrijednost od jednog do

drugog polozaja za istu velidinu.
Perlodléne rasporede leellmo u dVl]e grupe.

I-1-A. Jednoredne perlodléne_rasporede

I-1-B. N-redne periodiéne_rasporede.

Kod jeanore&nih periodiCnih smjeStaja pojavlijuju se u'ﬁrakéi
| problemi: |

I-1-A- a)- Smjeétanje-u4beskonaénu traku
b)- SmjesStanje u traku iadane girine
c)- SmjeStanje u traku zadane duljine
d)- Smje&tanje u pravokutnu oblast.

Kod N- rednog ista Je podjela tako da se na jednoj liniji - prav-
cu nalaze objekti Samo ‘jednog tipa, raznim objektima odgovaraju
razligiti periodi a pravcli su kongruentni. Medjutim, Sto se ti-

e promjene parametara 6, promatraju se takvi sluc¢ajevi da se
rare vRiDE bﬂatr

vr§i promjena parameétara 0Yu svim redovima.

Kod svih problema krojenja funkcija cilja je uvjek maksimalno

igkoridtenje. Uvijek se uzima da su udaljenosty izmedju objeka-
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ta, objekata i oblasti te objekata i oblasti zabrane vece ili

jednake nuli.

Kod reZetkastih rasporeda promatraju se dvije grupe problema:

I-2-A - raspored u ravnini

I-2-B - raspored u pravokutniku.

Bez obzira sto se pokazuje da su periodiéni rasporedi specijal-
ni sludaj reSetkastih rasporeda, metode rjeSavanja nisu iste pa

se zato posebno promatraju.

Neregularni smjestaji

Kod ovih problema vaZno je objekte Si(i=liﬁ) smjestiti u neku
oblast 2 a da se postigne optimalna vrijédnoSt funkcije cilja.

Tu se pojavljuju'slijedeéi Sluﬁajevi:

II-1 Oblast & u koju se“smjeétaju objekti {Si} ima zadan ob-
lik i dimenzije.
II-2 & - ima zadani oblik a dimeniije se odredjuju homotetskim
-trénsfdrmacijama Q. .
ITII-3 I oblik i-diménzija Q su promjenljivi tj. najopfenitiji
problem koji prethodna dva obuhvaca kao specijalne sluca-

Jeve.
U vezi sa II-1 obicno se postavljaju slijedeéi problemi:

a) Iz zadanog skupa objékata ~”elemenata~{si}ﬁ. izabrati onaj.
koji se najbolje smjééta u dani Q. | | |

b) Imamo razlilite skupove {Si}n e_{{Si}n}m_ i treba najveci
moguéi broj tih objekata smjestiti u Q. Ovakvi se problemi
susredu u lakoj i te$koj industriji, mostogradnji, brodogra-
dnji;'zrak0plovn0j_industriji, drvnoj, tekstilnoj, kozZarskoj
itd. industrijama.

c) Treba u Q,zkojé'Opéenito'uzevéi mozZe biti i viéestruka,usmje-
stiti {Si}n tako da zahtjevi na smjedtaj objekata budu naj-

‘bolje zadovoljeni. Recimo:
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- da odstupanje centra teZista objekata {Si} smijestenih u 2
od zadane tofke C(X_,Y_ ) bude minimalno

- da izvori topline budu optimalno rasporedjeni

- da duljina mreZe koja pdﬂezujé objekte {Si}n, bude minimalna
(elektricne, telefonske, plinske i putne)

- da objekti na plo&i budu tako rasporedjeni da.imamo minimalni

progib itd.

U vezl s oblastima s pomi¢nim granicama obi¢no se postaviljaju

slijededi problemi:

- u oblasti 2 zadanog oblika, ali ne i velidine, treba smjesti-
ti~ {S } “tako da dimenzije Q"na-najbolji natin zadovoljavaju
zadane uVJete. Najjednostavnljl primjer je problem kako zada-

ni objekt S smjestltl u pravokutnik minimalne povr51ne.

Kada za £ - nije dan ni oblik ni velié€ina, onda se obilno pos-
tavljaju probleml kao na prlmjer-' |

treba konstruisati 2 pomocdu llnlje f(x,y) > 0 (i=1 k) tako da
se cbjekti ISi}n smjeste u 2 a da su na najbOIjl na&in zadovo- -

ljeni postavljeni uvjeti.

U svim navedenim problemima na parametre smjeitaja objekata Ze-

sto se postavljaju razni uvjeti kao Eto su:

- minimalne udaljenosti izmedju objekata;
- minimalne udaljenosti izmedju objekata i granice oblasti Q;

- minimalne udaljenosti izmedju objekata i podruc¢ja zabrane.

Navedeni uvjeti su uglavnom rezultat protupoZarnih, tehnolodkih,

procesnih, transportnih, neizotopnih uvjeta itd.
Medjutim svi navedeni problemi imaju neéto-zajedniéko:

a} - problemi su takvi da se radi o smjestaju objekata pr01zvo-
lina oblika u oblasti pr01zvoljna oblika,

b}y - Sdel od navedenih problema formulira se, bar formalno,
kao problem matematifkog programiranja. Naime, problemi su
izraZeni u obliku nekih uvjeta koji predstavljaju ograni-
¢enja na parametre smjestaja posStivanjem kojih treba posti-

¢i optimalno rjeSenje koje zavisi od parametara smjesStaja.
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Ti odnosi su definirani funkcijom cilja. Vidimo da je
struktura problema smjeStanja objekata takva da njihova

formulacija (analitic¢ki opis) u sebe obavezno ukljuluje:

A) - uvjete da se objekti uzajamno ne presjecaju, ili da se na-

laze na zadanoj udaljenosti Z;j (UMN) ;

B) - uvjete da su objekti smjeSteni u £ s tim da se postuju za-
dane udaljenosti izmedju Si i Sj' objekta Si i granice ob-
lasti Q, objekta i oblasti zabrane Kt;

C) f.formalho predstavljanje funkcije cilja pomocdu matematickih
‘simbola i zavisnosti. | -

Naime, recimo da imamo ogranicene objekte {Si}h i zatvorenu ob-

last @ u koju treba smjestiti {Si}n na najbolji nacin s obzirom

na zadane kriterije.

Tada uvjete A i B moZemo formalno'zapisati

s, \s, [l S;\ sy =9 i3 =L;n; i#3 (1.3.1)
odnosno uvijete B
i - n n | .
Us.Na =Us,. (1.3.2)

ili pomocu udaljenosti

ﬂl] (_S'irsj) _3-* 0 | i,] = (L,n); 1 ?": J | (L. 3.3)
odnosno

o (R \ 2, s >0 i=(l,n) (1.3.4)
R® - xo¥.

Za slucCaj kada su zadane minimalne udaljenosti lgj izmedju S, i
s, ili fi - izmedju S, i granice @, onda uvjeti (1.3.1.)-(1.3.4)
imaju oblik: | ' |

f’j_j (Si"sj) Z 'glj i,j = 1,n; i# 73 (1. 3.5)-
j’i(Rz\ 2 ,5;) » g i = (1,n) - (1. 3.6)

Prema tome iz (1.3.1.)-(1.3.6) vidimo da UMN treba da su predstav-

ljeni pomocdu nekakvih nejednadzbi oblika:
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(1.3.7)
¢i(xi'yi'9'),} 0 (1.3.8)
Ove nejednadZbe s jedne strané medjusobno "povezuju" parametre

objekata, a s druge strane na te parametre stavljaju ograniée¥

nja, tj. ogranicenja na slobodu smjestaja objekata. Na taj na-

&in mi dolazimo do sistema od M= ln(n-l)+n nejednadibi, koje

2
u R2 -~ opdenito povezuju 3n parametara (xl,y ,e ) objekata

{S } - koje smjeStamo (n - broj objekata)
Funk01ja c1lja 1ma vrlo razllc1te oblike za razne probleme, ali

K(X,Y,0) = K(XjXpeeeX oY) ¥pere¥pr0y0y --00q). (1.3.9)

Prema tome namedéu se slijededi zakljucci:

- struktura formalnog opisa problema smije¥tanja, pomodéu matema-

thklh sinbola, saStoji se iz sistema nejédﬁadibi, i funkci-
.
jey c13a nas VrleanSt 1nteres;ra, ali samo na oblastima

definiranim tim sistemom negednadzblfomuwwfuﬁ}

- rje3avanje bilo kojeg od navedenih problema svodi se na opti-

mlzlrange funkcije c113a(1 3.9) na oblastima definiranim sa

(1.3.7) 1 (1.3.9).

Ukoliko rje§enje postoji, onda to trebaju biti parametri smej¥-
taja (xl,y h ), @ buduci da znamo jednadzbe kontura objekata

{mi promatramo kongruentne transforma01je) imamo fizikalni mo-

del smjestaja, tj. rjeSen problem.

Uvjeti nepresjecanja (1.3.7) i (1.3.8) su op€i za sve probleme, dok
funkcija cilja ima specifilnosti od problema do problema pa se

zato za svaki problem posebno definira.

*kk k%
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GLAVA II

KONTAKT FUNKCIJA I NJEN HODOGRAF

1. Svojstva kontakt funkcija i njenog hodografa

Neka su zadana dva objekta S, i S, &iji su parametri smjedtaja

(xl,yl,el) i (x2,y2,62). Neka su 01 (02) polovi objekata 51(82).

| Definicija 2.1. Kaiemo'aa su objekti u kontaktu ako su im zaje-

dnidke samo granine todke tj. ako je:

s, Vs, (Vs \ s, =g -
s 1s =g _ (2.1.1)

Definicija 2.2. Ako je medju objektima zadana minimalna udalje-

nost lz.koju oni moraju zadovoljiti, onda kaZemo da su Sl i 52
u kontaktu ako vrijedi plz(Sl,Sz) =_f;2. Ovaj slucaj sveodi se

na prvi jednostavnim pomakom granice objekta S, ili S, 23.4%2

tj.
5%

-Sl\sln S, \s, =4 |
s, ls, #9 -. N 212y
11i 'J€  |
2
5 ' ‘\slr1 S;\ s, =8
s;f1 S, = ¢ | | (2.1.;)

Neka Je Sl zadana u X’OlYf a 82 u X"Qz¥". Sa favnindm R2 po ko-
joj se Sl i 82 premjestaju neka je vezan fiksni sistem XOY.Smje-
stimo S, tako da se XOY i XfolY’.pogudére. Uzmemo da je S, fik-
san a da se S, moZe premjestati u R”, ali tako da je uvjek u
kontaktu sa 5,. Povule 1li se vektor 512 iz pola 01 s vrhom u 02’

2
onda se duljina vektora ﬁiz mijenja kad se on zarotira za neki

kut g. U ovom sludaju parametri smjeStaja su (xz,yzezl jer su

Sl i 52 u kontaktu. Skup navedenih tocaka u R . definira neku
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plohu zadanu jednadzbom F12(x2’y2f92) = 0.

Medjutim, ako Sy nije fiksan, onda svakom kontakt rasporedu Sy

i S, cdgovara 6 parametara (xl,yl,el, xz,yz,ez). Skup svih tih
tofaka &ini odredjenu plohu u R, iskazanu izrazom: |

Flz(xlylel xzyzez) = 0. Takva Je ploha jedinstvena za zadani
par objekata.

MoZe se pokazati da vrijedi:

0 (2.1.4)

Fio (X ¥ p01%oy00,) = 215X =Xy7 ¥y-¥,0 ©0,-0,)
i1i

Foy (X 93 XoW00,) T Ly Xy Xyi¥,mY s 9,700 = 0, (2.1.5)

tj. da udaljenost medju polovima Ol i Oz‘obﬁekata u kontaktu ne

zavisi od nijihovog poloZaja u ravnini.

Stavimo 1li x = xl-xz(xz-xl);'y_= Yl“YQ(Yzfyl); 9='@l-92(92-®1).

| (2.1.6)
tada iz (2.1.4) i (2.1.5) dobijemo
le(xlr'Y191rx2y2:92)' = zzl(xry'r@) |
F1o(¥)¥10810%50¥5005) = 27, (%,y,0) (2.1.7)
U polarnom obliku (2.1.7) dana je
(2.1.8)

ha — * | '
leFXIYIU) le(¢lzfels)f
| 1/2

: o _ Y. - 2 2
gdje je: B = arctg:; P,, (x"+y ")

Pretpostavimo da je moguce éksplicite izaziti Py, D€ samo za

krugove veé i za proizvoljne objekte, tj. da je

P12 = K(o,2). (2.1.9)
Koristedi (2.1.6) iz (2.1.9) dobijemo
2. 2.2 VTV
(xl xz) +(yl'Y2) -Klz(el Ozfs)—OI B*arCtg Xl-xz (2-1.10)

Na osncovl toga dolazimo do definicije:
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Definicija 2.3. Kontakt funkcija (KF) objekata S, 1 5, predstav-

lja zavinost udaljencsti medju polovima Ol i 02 objekata u zavi-
snosti od njihovog medjusobnog poloZaja. Znaci da KF predstavlja
duljinu vektora 312 danog u {(2.1.9) [47]

Definicija 2.4. Hodograf vektora ¢ nazivamo hodografom vektora

kontakt funkcije HKF [12] [13]
Mi cfemo se ograni&iti na slucaj kada su objekti medjusobno ori-

12

jentirani tj. kada je 91;92 = al = const (82—81=62 = const).

U takvom sludaju HKF u R® predstavlja nekakvu krivulju.

Ako S, fiksiramo a S, oko njega obilazi, s tim da su stalno u
kontaktu, Dnda HKF u stvari predstavlja geometrljsko mjesto to-
caka poloza]a pola 02 Ta krivulja predstavlja granicu neke ob-
lasti GlZ

ako se pol 02 smijesti unutar G

s polom 012 = Ol a ima slijedeéa svojstva: |
lz_objekti se sijeku, ako se nala-
zi na granici objekti su u kontaktu, i ako je 02 van G12 objekti
se ne presjecaju i ne diraju.

vidimo da vrljednost kontakt funkcije dobljemo tako da svakoj
todki HKF prldru21mo njenu udaljenost do pola 012 = 0l

Navedene tvrdnje i definicije bit e stalno koristene kod defl-
niranja uvjeta medjusobnog nepresjecanja (UMN) objekata. Ovi uv-
jetl se javljaju u svim problemlma koje rjesavamo u ovoj diser- |

ta0131.

Navedimo neka svojstva KF i HKF

K ,(0,8) = Ky, (0+2kl), 8 + 2tN)

2., (X,y,0) = Z5,(x,y,0 + 2tM) (2.1.11)

Teorem 2.1.

Ako su §; 1 S medjusobno orijentirani, onda je

1 2
Zzi(x,y,e) = Hzl(x,y) = 05 o | (2.1.12)
Prema tome HKF letx,y) = 0 (Hzl(x,y) = () predstavljaju kri-

vulje koje obuhvadaju 51(82) i &ine geometrijsko mjesto polova

02(01) kada su Sl'i S, u kontaktu.
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Teorem 2.2. |
Vrijede slijedecde jednadZbe [13]

letx;y;@) = 221(—x,-y.-8) = 0 - | (2.1.13)
0. (2.1.14)

Hy, (X,y,0) = Hy (=X,-y,=0)

To znaci da se Z51 i Hyy jednostavno dobiju iz Zq5 i le.
Kod nekih problema koriitenje prednjeg ima za posljedicu znatne

uStede kompjutorskog vremena.

?vrdnia'Z.l. |
aAko je bar jedan od objekata neograni&en, onda HKF predstavlja

‘granicu neograniene oblasti.

Evrdﬁig 2.2.
Hodograf kontakt‘funkcije objekata Sl i Sz'je'jedinstven; Obrat
opdenito ne vrijedi. Tako npr. neka su zadana dva kruga radiju-

sa Rl i R2 sl.2.1.

Ovim krugovima pripada HKF - glz._Medjutim vidimo da je 915 ta-
kodjer hodograf krugova &iji su radijusi Ry i R,.
znali da jednom 975 moZe pripadati beskona&no mnogo parova ob-

jekata, tj. za sve slulajeve gdle vrijedi Ri+Rj = Ry *R,.

Teorem 2. 3.
Ako je le(xl—xz,yl-yz,el-ez) < 0, (2.1.16)
onda je udaljenost p(Sl,Sz) < 232'
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Ako je le(xl—xz,yl*yz,al—ezj = Of (2.1.17)

onda je 0(S,,5,) = {;,-
ako je le(xl-xz,ylfyz,el—ez) > @, (2.1.18)
onda je p(5;,5,) > ,812.

7nadi da su uvjeti medjusobnog nepresjecanja dani-izrazima
- - - 1.1
IZlZ(xl Xy1¥17Y5r 0y 6,) > 0 (2 9)
- - - 1.2
zzl(x2 X11Y5 Yl'ez el) > 0. (2.1.20)
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2. Kontakt funkcija konveksnih poligona i njen hodograf

Neka su zadana dva konveksna medjusobno orijentirana poligona
: r

Znamo da konveksni poligon-sl moZemo predstaviti kao pres)ek p

1,9). Neka si

Juravnina Pi (r = 1,k), odnosno Sz'pomoéu P2 (s

jednadZbe praaca pr{ps) koji odredjuju Pi(PS) dane izrazima:

1, .1 1 _ o
r(x,y) = arx + bry + c. = 0 (r = 1,k) o (2.2.1)
2 2 2 2 | |
r(x,y) = a_x + bsy + € =0 | (s = lfq). (2.2.2)

“Znaci da su stgénice poligona djelovi pripadanih pravaca sl.2.2

A}
,QI
Al ¢
" X
Af
;
S1.2.2
- o . S . 01,01
Jednostavnosti radi uzmimo da su polovi 0, (x ) € S,
(0 (x 02 02) € 52 i da su vrhovi zadani koordlnatama u fiksnom
koordlnatnom sistemu XOY i to Al( lr ), A ( 25 yzs). Orijen-~
tiramo pravce pl i p2 tako da bude.-
,alel 4 bl.yOl N cl'< 0 (r = 1,k)
Y r |
a’x%? + b’ y02 +c <o (s = 1,9)
S S s _

Ako poldﬁi_ol i 02 leZe unutar Sl(sz)' onda je hjihov otklon od
pravca (otklon # udaljenost) uvijek negativan, tj. imamo |

fi(XOl;YOl) <o, fi(gozryoz) < 0.

Smjestimo objekte tako da im se pdlovi poklope sl.2.2. Uocimo

onaij vrh Ai(xzs 25) objekta 52 koji je najvisSe udaljen od pra-

vca pi, a koji se nalazi s iste strane s koje i pol Ol = 02.
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Oznaéimo njegovu udaljenost sa dlr' Isto tako uolimo vrh
A (x lr_ylr} € Sl koji je najvise udaljen od pravca pi, a leZi

S 1ste strane s koje i pol 02.

Prema tome imamo da je

aix25+biy2$+cil
d,. = max — . (r = 1,k) (2.2.3)
lr _(a.l)2+(bl)2]l/2'
za one s za koje vrijedi
12s . .12s , -1 | | |
arx + bry + c. < 0 r=1,k; s=lfq, (2.2.4)
--odnosnb
L 2.1r. 2 1r, 2
d 2gx bgy vy (1,q) (2.2.5)
= max — - 5 = 1 g Ll
2s - [(a§)2+(b§)211/2
za one r za koje vrijedi
a’x1T + p2ytY + 2 < 0 s=1,q; r=1,k. = (2.2.6)
S °S r |
L - 1, 01 01 . o
Udaljenost od Pr (r=1,k) do Ol(x ",y ) prikazana je izrazom:
l 01..1 01
0 |a bry” +cr1 -
44 173 r = 1,k (2.2.7)
f( ) +(bn) I
02 02

“a od Ps(s=l'q) do O, (x" 7,y ")

. (a2x02+b2y02+02{

20 [(af)2+(bfj]l/2

d (s = 1,0  (2.2.8)

Paralelno stranicama pl povucemo pravce hi na udaljenosti dlr

od pola 01 tako da pol bude s iste strane pl i hi Isto tako
2 2 ny | |

povucemo pravce hs paralelno s p, na udaljenosti d2s od pola

O s tim da 0, leZi na isto]) strani od pi i.hs , s1.2.3.

2!
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Napomena: Pravci h% mogu se dobiti pomakom pravca pi u smjeru

vanjske normale, na udaljenost dlr-— dzr, a pravci hs'pomakom

u smjeru nutarnje normale za d,. + 45 -

Neka je orijentacija hl jednaka orijentaciji pl‘a orijentacija
hz suprotna orljentaC131 nz. ZnaC1 da sve unutarnje tocke
(xfy) e 5, 1m§3u pozitivan otklon od pravca h (s-l q) .
Oznaéimo sa H_ poluravnlge koje se sastoje od onih tocaka rav-
nine &iji je otklon od h_ negativan. Presjek tih poluravnina
generira konveksnu oblast Gl sa granicom gy Isto tako imamo
Hi koje €ine totke s negativnim otklonom od hz, ¢iji presjek

~ generira oblast G, s granicom g, . | ﬁ

Postavlja se pitanje 5ta predstavlja oblast G,, = Gl(1 G,.

Teorem 2.4.

AkoO ‘su Sl i 82 konveksni i uzajamno orijentirani poligoni, on-

da granica 945 oblasti G12 predstavlja HKF dan jednadzbom

Z,,(x,y) = 0.
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Dokaz

Iz konstrukcije je ocito da se 915 sastoji od tocaka g, granice
1 |
Recimo da je {alz} skup tocaka koje zadovoljavaju letx,y)=0.

i tocaka 9, granice GZ'

Dokazimo da Jje alZ = 9912-

Izaberimo smjer pl2 u kom promjedtamo 82 dok ne bude u kontaktu

k
sa Sl' Pol 02 tada padne u todku (x ',y ) ca 12°

To slijedi 1z definiciije HKF-glz.

Neka vrh A {x K,y2k) poligona S2 dira stranicu Sl koja lezi na

pravcu 95. No S i 82 su konveksni pa kada je Ol = 02 onda je
k

vrh Ak( ) na]udaljen131 od pi, tj. za njega vrijedi
al 2k lka 1, R 2s'blyzs+c13
4., = = max ~ (2.2.9)
1k [( ) +(bl)2ﬁ 1/2 S [( 1 2+(bl)2_-f 1/2

za one "s" za koje vrijedi

1l 2s 1l 2s 1 | '
a X +.bky *cp < 0. . - (2.2.10)

Kroz (xk,yk) < povufemo pravac mi paralelno s pg.

Jednadiba od m]i je dana

1 i | l k 1 k 1 |
(a x+bky+c )—-(a +bk k) = (. (2.2.11)

Kako Ak (x 2k 2k} leZi na'ﬁimpa ]e“s-obzifdm na (2.2.7),
{2.2.9) i {(2.2.11) udaljenost

1 2k, 1 2k, 1k 1k, 1 1.2k, 1 2k, 1
 (olnd) = (:k +bky_ k) (a a, x bky +ck) 3 | a +b y +c7|
KR Taeptrepatt [a@heeh ]”2
1k,,1k, 1 -
(a, X +b,y +c,) |
-k Rk -a, - 5y e 9. (2.2.12)

(a”)“+(b7) | .
Fal) 2e (vl 172 1k 1k

Iz konveksnosti Sl i 52 slijedi konveksnost Gé.

Da je (xk,yk) € G2 slijedi iz konstrukcije G2 i konveksnosti.
Naime, iz pretpostavke da'(xk,yk) 4 G, ¢lijedilo bi da postoji

pravac h, ¢ija je udaljenost'dék od pola Ol manja nego udalje-

k
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nost od 0, do (xk,ykJ Sto je u Suprotnosti sa konstrukcijom G, .

.2’

k o a
pogto jE (x ,yk) € 9y i (xk,y ) & Gy slijedi (xk,yk) € gyq-

ﬁnaél,-ako je (xk,yk) € Qqyy onda je

fneka je (x_,y ) € gy, i, ]ednostavnostl radi, neka (x ,v J leZi

na pravcu mi (vidi 2.2.11) Siljedl (xt,yh) g, 1 (yt,y") ¢ G2
1

NO udaljenost 1zmedju m, i Py Je dlt dit i jednaka je udalje-

nosti tocke (x 'Y ) do Py

Neka u slucaju kada se polovi podudaraju koordinate vrhova

"Ag I"‘zs Sy - zadovoljavagu {2.2.3) i (2.2.4),tada je udaljenost od

Az( 25 25) do pravca kroz 0, = 02, a koji je paralelan mi da-

na su dl- d - Slledl Az leZi na Pi

Slljedl da su Sl i'S2 u kontaktu ako (xl,yl)ez 9qo¢ znaci da je
todka (x Y O aype U 113] se prednji teorem izrife kao lema

bez dokaza..
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3. Svojstva HKF konveksnih poligona

Teorem 2.5.

Ako su Sl;i S2 konveksni, zatvoreni i medjusobno orijentirani
poligoni, onda je njihov HKF le(x,y) =.0 granica konveksnog
poligona [13] sl1.2.4.

Dokaz

Da je G,y konveksna oblast slijedi iz njene konstrukcije. To is-

to vrijedi i za G2' No tada je i G = GlKW GltakodjEr konveks-

12

predstavlija HKF objekata S, 1 S

1 27 zadana

na, a granica od G12
o sa  Zy,(x,y) = 0. B
Posljedica: HKF navedenih objekata moZe biti zadana bilo koor-
‘dinatama vrhova bilo jednadZbama pravaca na kojima se nalaze

stranice HXF.

A'

Sl.24.

Teorem 2.6.

Ako su Sl 1 82 konveksni poligoni i imaju Kl odnosno Kz strani-

‘ca onda HKF nema viSe od X, + K., stranica. [13]

. 1 2
Dokaz:

Granice Gl odnosno Gz-su nastale translagijom.stranica.Sl, od-
NOSNOo 82 a njih ima Kl(Kz)f Zn§01 da G12 = Gl{1 G2 nema vise od

K1+K2 stranica. S1.2.5.
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K=8 K=i | - K«B

2%

Teorem- 2.7

Svakom vrhu A S(xrs 'rs) HKF - g,, odgovara podudaranje nekog

vrha Al objekta 54, S neklm vrhom AZ objekta 52, kada su obijek-

ti Sl i 52 u kontaktu.

To drugim r13e01ma znai da u slucaju kad pol O2 objekta S2
smjestimo u neki vrh A s HKF-g,, tada se neki vrh objekta 82

podudara s nekim vrhom objekta .

Dokaz
Neka su zadan1 konveksnl objekti Sl is, koordinatama svojih vr-

hova A (A )

Svaki vrh A ( TS ,y ) HKF 912 predstavlja presjek dvaju prava-
ca. No iz konstrukcmje 945 slijedi da neki vrh Az objekta 82

mora lstovremeno da dira dV1je stranice od Sl, a to znaC1 neki

vrh oqulj 51.2.6.

r——"
P .
y L S b—n r—-
A ! ' A Y* Al T ] | {
N REP
Al A Al Al At Al g:J
s, | 1. 118 it [& L T
B B3 gl K-l 1 S S SR X
JQ—EL_J% &, Al &) L 1]
: ) 1 Ve 1+ — | b—
Ay A, — ! _;A S, |
I L_..I s - & SR |
| 5]

51.2.6
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Teorem 2.8.

Neka su koordinate vrhova Ar(xlr,ylr) 3 Sl zadane u fiksnom ko-

ordinatnom sistemu X0Y, a koordinate vrhova objekta

S :-AZ (xzs,yzs) u pomicnom sustavu §62§. Neka su Sl i 82 u

2 S |
kontaktu i neka se podudaraju vrhovi Ai i Ag- Koordinate odgo-

varajuc¢ih vrhova HKF-—g12 u sistemu X0Y tada su dane izrazom

<FS = <1T . <2 S
y S = ylr _'yzs_ - (2.3.1)
Dokaz

i

Pomidni koordinatni sistem X0,Y u kome su zadane koordinate vr-

"hova "objekta 82“Emjéétimﬁ'takomdaméémpol"02 podudara sa polom
O, (znai %X, = X.; ¥, = ¥,). Zatim translatiramo S, tako da se
1 11 1r 21r 1 22 25 25 | 2 .
podudara Ar(x- YY) 1 As(x +yY ). Buduéi da su S, 1 S, medju-
" sobno orijentirani, koordinate pola objekta szdane su izrazom

I
<
1
vS

%3

Yo

I
!
|
~

a odavde na osnovi teorema 2.7. slijedi to&nost formule (2-3.1)
sl.2.7. |

Yh Y
TS B A A
[} - —— T 7
Y i/ ad S\
(15 .15} ns 18} g B
(15 }1.5) {
|
- - I
0 X 8] th 25 X
51 ‘ 'St .
(-1-1) {1-1]
-15,-15) (15,-15)

5t.27

Teorem 2.9.
Ako konveksni objekti Sl i 52 imaju koordinatne osi simetrije,

onda je i njihov HKF-g,, simetrifan s obzirom na te osi | 13|

Teorem 2.10.

Izbor mjesta polova objekata S (52) ne utjefe na oblik 1 dimen-

1
zije oblasti €ija je granica HKF—ng. [13] |
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Dokaz
Ako se ne promjeni udaljenost medju proizvoljnim vrhovima poli-

gona, nefe se promijeniti ni oblik ni dimenzije tog poligona.

B t(xpt,ypt) koji su dobiveni podudaranjem

~ 1 H
(xlr,ylr) € Sl i B (x %2S Y2s) e S te B;(x p,y P) sa

(th th) € 52' tada su koordinate vrhova gl2 dane izrazom:

o NH T

»
H
n
!
>
ot
H
I
e
b
0
by
e
(o
j

rs _ lr _ <2s yPt = 1P _ ;2t (2.3.3)

o
il
e
|
g

pt 211/2

. . = _p
Udaljenostlp(B rs 'Bpt) [(x Xt ) +(

Pomaknemo polcove 01(02) u odnosu na S (S ) za vektor d (é>),

. : 1 1 1 1
- tada dobijemo nove koordinate vrhova: B (x T _x Y r-y ) ;

2,25 2 25 2. _1 1lp 1 lp_ 2 ~2t 2 ~2t 2
Bo(X"7=x_ ¥ "=y )i Bpﬁg XY U mYG) s BlxT XY oy, )

Nove koordinatne vrhove B__ i ﬁpt’-HKF nakon pomaka odrede se

pomocu izraza:

-rs = xlr 1 igs

I}

.

|

S

Q

i

i

| |

N s
MNR NS N 2 N

~ ~ ' o~ lp, ~2t, 2
[xlr =25 xlp+x2t 2 ylr_y2s_y p+y ) ]l/2= -

(2.3.4)

Teorem 2.11. 3 |
Pomaknemo 1li pol Ol objekta Sl proizvoljno za vektor 31 a pol

f02 objekta 82 za proizvoljni vektor dz,-tada se pol_OlZHK_F_-gl2

u odnosu na svoj pol pomakne za 3 ='al - 32. (13]
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Teorem 2.12.

Neka su Tl i T2 pravokutnici opisani oko konveksnih objekata

S4 odnosno S, i imaju uzajamno paralelne stranice. Neka su po-

lovi 01(02) izabrani u todkama presjeka dijagonala Tl(Tz)'

‘Pol 012 HKF—g12 podudara sé tada s presjekom dijagonala pravo-

kutnika T,, opisanog oko oblasti G;, a stranice su mu paralelne

12
stranicama T, (T,) . [13]
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4. Hodograf kontakt funkcije, konkavnih poligona

Pretpostavimo da je Sq konkavan povezan poligon i da je prike
zan kao unija konafnog broja konveksnih poligona, tj. Sl= 0 S
T=1

Neka je S, konveksan. Tada vrijedi slijedefa lema:

Lema 2.1.

P
Ako su Sy < LJ Sy i Sz'medjusobno orijentirani onda njihov
HKF-—g12 moierg%ti predstavljen kao granica oblasti
P . -
Giqy = \J‘GZ gdje je 62 oblast Cija je granica gr HKF kon-
12 SR =1 lzf T 12 e T . 12

veksnog dijela Sip 1'82.

Dokaz

Pretpostavimo da svi konveksni poligoni S,, imaju isti pol, ta
da na osnovi teorema 2.4 i teorema 2.11 moZemo konstruirati sve

HKF~g,, (r=1,p) konveksnih objekata*slri SZ’ tako da oni imaju

isti pol. Oblasti Giz su svakako konveksne i opfenito medjusob-

no se presjecaju.
| n _
Granica oblasti G =lufGr je g i1 ona se sastoji od slijede-~
12 { 12 12 _

¢ih tocaka:
Skupa tofaka (x,y) ¢ N, za koje vrijedi
(%,y) L (%,y) € 65., r,s=1,2 . ¢ #
IY € glzl fy h lzl rS - ; o-.p' I S

skupa toCaka (x,y) e N, za koje vrijedi:
R - |
(x,vy) E-[]'g;‘ ; (x,y) ('sz rk,s=l,2...p;'rk¥s

Skupa tofaka (x{y) € Nz za koje vrijedi:

z
N r -
k=1 fk#s; 2=3,4...t « p

t- jJe broj stranica koje imaju isti vrh.
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Skup tocaka N_ dobiven na prednji nacin predstavlja HKF obje-
kata 5, = L’S i 82‘

Z

Vrijedi n N_ = @.
r=1
Recimo da je (x,y) ¢ Nl’ To znacCi, kad pol 02 smjestimo u (x,vy),
da ce Sz_biti u dodiru s nekim konveksnim dijelom Slr objekta
Sl (to slijedi iz T 2.4). Buduéi da je (x,y) £ G§2(5=l,p,r#s),
to znaci da SZ nema zajednicdkih tocdaka ni sa jednim Slr(r=l,p;

r#s), tj. S dira Sl. Dakle iz (x,y) =€ Nl slijedi (x,vy) = 9i5-

2
Neka je (X,y) € N2 énaéi da (x,y) istovremeno pripada dvama ho-
dografima gia i g?& ali ne pripada oblastlma 01je su granice os-

tali hodografi glz (s=1,2...p, s#r i r, )
Znadi, ako se pol 02 smjesti u (x,y) ¢ Nz, Qnda 82 istovremeno
" dira Sl i S i1 nema zajedﬂiﬁkih tocaka sa ostalim

| r]_ : lr2 : 1
Slj(3=l,p,_3#rlfr2), t3. 82 dira Sl' znaci, ako je (x,y) € Nz,
slijedi (x,y) ¢ ya - To se dokazuje za sve (x,y) = Nr'(r=3,4,..t).
Vidimo da su Glz' G22, G32 konveksni ali je unija jednostruko

suvisla. S1.28.

5128

1U Sl2lJ Sy3% Syp 1 5, daju g,,5 ), 1 S, daju g,,;

S13 1 8, daju gy,

(x,y) € N, su: D; i D, jer ‘istovremeno pripadaju g,, i g,, @ ni-
su u G32.
T, 1 T2 - jer 1stoij§meno pripadaju 992 i 935

2 .
Granica G= Gl2 U G,5\i€: A,A,,A A, ,D;,B,, Ble,C4,:_Cl,Kl (vanjska

granica)
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Nutarnja granica G: TZ'KZfDZ .

Iz (x,y) € 9y slijedi (x,yle \} N,
r=}

Smjestimo pol O, u (x,y), onda 32 dira S,.

- P
Posto je S, = tJ S. , &, dira S, u toki koja pripada opcoj
. | 2 1 .
r Sy slijedi (x,y) & N, .

stranici_ili opfem vrhu nekih od S1
Ako su Sl irS2 konkavni, povezani zatvoreni policoni 1 dadu se
P P
prikazati kao unija konveksnih, tj. Sl = \J Slrf 82 = LJ 52-‘3'..r
r=1 s=1
tada vrijedi slijededi teorem:
Teorem 2.13.
P B |
Ako su S5, = LJ S._, S, = lu’ S. medjusobno orijentirani,
1 > lr 2 - 28
r=1 | s=1
onda njihov hodograf g,, predstavlja granicu oblasti
P g | |
6,, = U U 65 N3}
12 - ~ 12
r=1 s=1 - .

Quvdie jE”Gig oblast €ija je granica HKF - gig konveksnih djelo-

va Slr 1 525.
Dokaz slijedi neposredno iz leme 2.1.

Navedimo neka svoijstva HKF konkavnih, povezanih, ogranicenih

zatvorenih i medjusobno orijentiranih poligona.

Teorem 2.14.

p q
Hodograf 912 objekata Sl = Ufﬂ,i S, = Ul st je poligon [13]
r= s=

Teorem 2.15.

Svakom vrhu A__ HKF-g,, objekata S, i S, odgovara podudaranje

1 : 2 . -
vrhova Ar i As .objekata Sl 1 82.
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Teorem 2.16.

Koordinate vrhova HKF-g,, Ars (xrs,yrs) dobiju se kao razlike

koordinata podudarnih vrhova Al (xr,yr) i Ai (x? ys) s tim da

l .
su A. (xr,y ) zadane u fiksnom, a AZ (xls, YZs) u pomiénom koor-

dlnatnom sistemu XOY tJ.

rs 1lr ~2S
X = X - X
rs lr ~2s
y o=y - | (2.4.1)
Dokaz
| | . . rs _rs
Saglasno teoremu 2.15, kad pol O2 smiestimo u vrh Ars(x 'Y )
onda to ogovara podudaranju vrha Ai (xlr,ylr) i Ai (xzs,yzs).
Ako su Al(xlr, lr) uzeti s obzirom na fiksni kéordinatni sistem
X0Y, -a koordinate vrha Ai (xzs 25) u odnosu na pomlénl XOY,
onda vrijedi
lr _ rs ~2S lr rs  ~2S
X = X - X 3 Y =YV - Y

a odavde slijedi tvrdnja u teoremu.

Tvrdnja 2.3. |
Ako konkavni boligoni S, i Sz'lmaju osi simetrije koje su para-

leine koordlnatama fiksnog sistema XOY, orida je HKF- 912 simetri-

Gan s obzirom na te iste osiy . -

Iz toga slijedi da je HKF centralno simetriénih poligona centra-

lIno simetrican.

Tvrdnija 2.4.
Izbor polozaja polova 0l i 02 proizvoljnih poiigona ne utjede na

oblik i dimenzije pripadnog HKF.

Tvrdnija 2.5.

P .

Ako pol O, objekta Sl = (J Slr'pomaknemoﬂza vektor al, a pol

1 q r=1

Oz-objekta 52 = \J :st' za vektor 32, onda se HKF_pomakne'u

odnosu na svoj pol za d = 32 - al (al, 32 - proizvoljni).
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Tvrdnja 2;6.

Ako su Pl(Pz) pravokutnici 0pisani oko konkavnih objekata

(S..}) a odgovarajuce stranice od Pl(Pz) su medjusocbno paralel-
ne, pa ako polove 01(02) izaberemo u presjeku dijagonala pravo-
kutnika, tada pol HKF padne u tolku presjeka dijagonala pravo-
kutnika'P opisanog oko HKF, a stranice su mu paralelne odgova-
rajuélm stranicama Pl(Pz) .Znamo da razbijanje konkavnog poligo-
na na konveksne, ¢ija je unija jednaka njemu samom, nije jedno—
znatno odredjena, tj. moZe se sprovestl na beskonano nacina.
Zato se prirodno postavlja pitanje, da li postupak razbijanja
" utjede na oblik, dimenziju i polozaj oblasti Gyo ¢ija granica

predstavlja-HKF. Odgovor-daje slijedeli teorem.

Teorem 2.17.

Na&in razbijanja S, na konveksne dijelove Slr(r=l,p) i 82 na
konveksne dijelove st (s=1,g) ne utjele na polozZaj, oblik i
dimenziju HKF-g, - Takodjer ne zavisi ni od broja p odnosno g.

[13]

Dokaz

Konveksni dijelovi S (r l1,p) i S (s 1,q) potpuno iscrpljuju
poligone S1 i 82 pa karakter razbljanja kao i p(g) nemaju nika-
kvog utjecaja na vrhove S. (82), a vrhovi gy, SU odredjeni vrho-
vima S1 i 52. To znac€i da je glé jednoznacéno odredjen vrhovima

Sl i 52.

na polozaj, oblik i dimenziju 9q5-

Slijedi da na&in razbijanja i broj elemenata ne utjece

Napomena: |
Iz prednjeg se ne smije izvuéi zakljulak da za praksu nlje va-

¥no kako se vrEi razbijanije i na koliko i kakvih dijelova. Nai-
me, razbijanje treba vr$iti na najmanji moguéi broj konveksnih
elemenata s tim da elementi budu Sto jednostavniji (trokut je je-
dnostavniji od &etverokuta i opfenito poligon T .1 je jednosta-

vniji od Tn).

Tvrdnja 2.7. ‘ K

AkO se iz Sy homotetijom dobije objekt Sll a iz S,
k Ca . _

onda se HKF-g, dobije iz 915 homotetijom za K = K, + K,.

objekt 522,
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Tvrdn1§-2.8.

Dva zatvorena i ograni&ena objekta uvijek imaju HKF—g12 i on je

jedinstven.

Tvrdnja 2.9. |
Ako je medju objektima zadana minimalna udaljenost,fl2 koja mo -

ra biti poStovana,onda se HKF za takav slutaj dobije iz HKF-g,,.
gdje je l%2.= O, tako da se oko 912 konstruira ekvidistantna
udaljenost,{&z. Navedeni teoremi i tvrdnje upucuju na nacin kako

da konstruiramo HKF proizvoljnih objekata.
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5. Hodograf kontakt funkcije objekata Qgraniéenih po

dijelovima glatkim krivuljama

Neka je zadan konveksni objekt S C R2 ¢ija je granica "s" po di

jelovima tlatka i dana sa

7(x,y) = O. (2.5.1)

Buduéi da je granica po dijelovima glatka, slijedi da su dijelo

vi glatki. Granicu "s" moZemo aproksimirati poligonom P_. Uzme-

mo li da je limn_ - = , limd = 0 (2.5.2)
50 €
gdje je n - brdj'stranica poligona, d¢ - duljina najdulje stra

nice poligona.
¥ad -0, onda stranice objekta S, koje su uz vrh A pocligona

Pn_kad_predjemo na limes, leZe na tangenti na "s" u tocki A_-
znadi da svake tolkii (x,y) € s moZemo predstaviti kao vrh poli-
gona, kad predjemo na limes, a tangentu kao stranicu poligona.
Sada se i na ovaj sludaj mogu primjeniti razmatranja provede-

na za poligone.

Neka su S, i S, konveksni i medjusobno orijentirani objekti a

granica im je zadana

zl(x,y_) = 0; Zz(x,y)k 0, | (2.5.3)

Z. ¢€ Ctl).

Izaberimo polove da bude Oif,y)e S¢ i Oollsey) € S, i da

bude Z, (%,%) < 0j 2,{Xs%) < 0.
Smjestimo objekte tako da se polovi podudaraju, tj.'Oi = 02

(X9 =%p7 Yq = ¥p) -

ﬁeka je py, pravac k031_d1ra Sl u tocki (xlrler) a p, .+ pravac
koji dira SZ u tocki (xzs,yzs). Eada ie udaljenost dlr od prav-
ca py, do najudalijenije tocke (x2s' YZS) e s, dana izrazom

a1 (%5 ¥%5) 4Dy (¥, +y ) +ey |

d. =max
ir - 2 2-1/2
(X, ¥y ) €S, ((a; )7 + (b, 7]
falr‘xzs+xz)+b1ryzs+yz)+°1rf
= — 5 5-1/2
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Promatraju se one toCke koje su na istoj strani od p,, na ko3jo]
je i pol Ol = 02,
| ; : ' : X * * ) :
Za pravce Pse 1_najudaljen13u_tocku (xlr,ylr)_é s, imamo
X

!a2s 1r+b25ylr+clr’ _,azsxir+b25yir+clrl

d = max =
2s 2 21/2 ) 3-1/2
(xyp0¥y,)es) L(ay ) “+(by )] [(ayg) "+ (by ) 7]

+ L] + u b L] L
Neka su n,. 10, vektori normala u todkama diranja pravaca

Py, (Pyg) s objektima S,(s,), tada kad vrijedi
> _ - |
—nlr = ﬂnzs o N | | (2.5_4)

' ~r * e E . » .I N v * . - o
tocka (xzs, yzs) ce biti najudaljenija od Py odnosno (xlr,ylr)
najudaljenija od P51+ No zbog (2.5.4) u tom slucaju je Py, bara-

lelan pzs,.a buduéi da-su objekti konveksni, to je dlr = dZS'
Prema tome
= 3 & = ] . ' = .=.
G12 lim G llm(g 4 GZ) 1 G2'
e-0 £+

Tvrdnja 2.10. |
Svakoj tocki HKF-glz_objekata'Sl i 5, koji su ograniceni po di-

jelovima glatkim linijama odgovara dodir bar po jedne toc&ke

granice objekta Sl-i S, -

Napomena: Odgovarajuci tecoremi i tvrdnje izreceni za konveksne

i konkavné objekte prenose se i na prednje objekte.

Tvrdnja 2.11.

1 18,
ima svojstva da je suvisla i zvjezdasta.

a) Ako su objekti S razdijeljivi, onda njima pripadna ob-
'b) Ako su objekti nerazdjeljivi, onda je oblast Gl2 ili visSe-

struko suvisla ili'suvisla bez zVijezdaste,oblasti.

Tvrdnja 2.12. - |
Neka su zadana dva objekta:'sl nepovezan tj. S 4 ='Siltj S¢o i
S, Ciji je dijametar jednak d. Tada se, za slucaj ako je

2 - ORAVEREND

0(511'812)-} d, g,, raspadaViia dva nepovezana dijela.
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6. Analitilko nalaZenje HKF objekata

Neka su zadani objekti Sl i 82 s regularnim granicama Syr S,

zadanim jednadZbama

Fy(x,y) = O F,(x,y) = 0 (2.6.1)
Neka su parametarske jednadZbe oblika |
y = ¢,(t;) y = v,(t,). (2.6.2)

Buduc¢i da su s, (s,) regularne, znafi da u svakoj tofki (x,y)
moZemo povuci jedinstvenu tangentu. Znamo da svakoj tolki

CAX* YY) e sy pripada tocka fx**,y*;) € sz.k%da se te to&ke podt
dare a vrijedi Slj\ slfq Sz‘\ 52, tada postoji todka (x,y) € 94

koja SE'Odredjuje pomodu izraza:

X Xk = ywk*

Y=$7* - y**,
odnosno parametarski
x = ¢,(t5) = v, (L)
(2.6.3)

d

y ¢2(t1) - wzltz)-

Kada pol O2 smjestimq u tocéku (x,y), onda kroz (x*,y*) (x**,y**)
‘prolazi jedinstven pravac Py E Py koji istovremeno tangira
S, 1 Sy Kako je uvjet paralelnosti tangenta Py i'p2 izraZen
preko uvjeta da je vektorski produkt il X 350[LA1,(A2)] - oko-
mit bpa pl(pz}j, to uvjet paralelnosti pravac Py i P, koji su
tangente na s, (s,) moZemo zapisati

FluF2y = F1yFax = 07 | (2.6.4)

odnosno koristedi parametarski oblik

15 (B3 100, () = ¢y (Eg)uy (E5) =0 (2.6.5)

Slijedi da parametar t2 (odnosno tl) moZzemo predstaviti kao fun-

kciju od t tji. t, = vl(tll (t, = v, (t,) -

lf
Stavimo 1li mijesto t. izraz vl{tl) (2.6.3), dobijemo analiticki

2
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izraz za HKF—glz_objekata Sl i 82 u parametarskom obliku

¢1(t1"'¢1~vlﬁﬁ)3
v, (t,) ] | (2.6.6)

X

Y ¢2(tl) -

)

Odgovor na pitanje kada je prednje mogule, tj. koja Jje to klasa
krivulja koja to dozvoljava daje poznati slijedeéi teorem [13].

Teorem 2.18.
Ako su granice s, {s,) objekata_sl(sz) reqularne i zadane para-

metarskim jednadZbama (2.6.2) gdje je

. ni j . , mi 't-
¢, (E,) = L A, .t7 ; ¢.(t,) = I B, t i=1,2,
J171 j=1 ij 1l it 2 C e=1 it 2

tada HKF- 915 objekata Sl i 52 moZe biti dan parametarski.pomoéu
' (2.6.6) ako vrijedi [13)

max { n.,mi}é 5
1<i<2

Analiti&ki izrazi za HKF konveksnih poligona

Neka su zadani konveksﬁi'medjusobno orijentiranit objekti_sljbsz.

Neka su O, e S, 10, €551 neka se oni podudaraju 0, = 02.

~ Neka su objektiudefinirani sistemom nejednadzzbi

2R TE D ”?"+'clké ] r 1,p

lr 1lr

(x,Y) = azsx + bzsy +_c2 £ 0 g = l,q. (2.6.8)

F_(x,y)

- Neka su zadane koordlnate vrhova Al(xl ,yl ) 1 A (x S,yzs)

.Znamo da se kOEfICljentl u (2.6.8) izraZavaju pomocu koordinata
vrhova kroz kOJe prolaze prlpadnl pravci. Koristedi (2.6.8) 1

nac¢in formlranja HKF, jednadibe pravaca koji prolaze stranicama

G, odnosno G, glase

1 2
v._(x )=é X+b +min (a -x25+b 25+c ) r=1 (2.6.9)
p X Y)Ta K0 Y ST 1rY TCir P -0

za one s za koje vrijedi

- 25 28
Fr(x ' Y ) < 0 | S = (lrtl)r
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odnosho
.n (X,y) =-é, X+b ﬁhmin(a' xlr+b ylr+¢ ) s=1 (2.6.1
s Y 2s 2s% g 2s 2s 2s & e
za one r za koje vrijedi Zs(xlr,ylr) < 0 (r=1,t2).

znac¢i da je Gy definiranas V}(x,y) £ 0 a G2 sa ns(x,y) < 0.

No kako je G12 = Glf) Gz, koristeCi aparat R, - funkcija dobi-

jemo da je HKF-gl2r kac ¢ranica 612' dan izrazom

p q |
(A vyl AV LA no(x,y) ] o (2.6.11)
r=1 - s=1

Napomena: Kada se radi o poligonima s veéim brojem stranica iz-

raz (2.6.11) u fazvijenom obliku je vrlo glomazan.

Analiticki izrazi za HKF objekata ogranienih krivuljama

II reda i dijelovima pravaca

Pored primjera gdje su granice objekata izvorno krivulje II re-
da ili dijelovi pravaca, imamo i slufajeva da nakon aproksima-

cije stvarnih granica s e-tofno3$éu dobivamo da su granice kri-

vulje II reda ili dijelovi pravaca.

I Hodograf kontakt funkcija za: a) elipsa-elipsa
b) elipsa-krug
c} krug-krug

a) Neka su parametarski zadane dvije elipse

X = acostl ‘ 0 < tl < 27
Yy = bsintl . (2.6.12)
Xl = Acost 0 < t.. < 2T
2 | s~ F2 .
! = Bsint, N (2.6.13)

Na osnovi formula transformaciie

X { COsH sind
) = (x',y’") =] (2.6.14)
Y -s1int Ccosod
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jednadzba elipse S. u XO0Y je dana sa

2
X = Acost2 cosH —'Bsint2 sin®
y = Acostz sin® + Bsint2 cose (2.6.15)

Na osnovu (2.6.3), uzevsSi (2.6.12) i (2.6.15) imamo da je jed-

nadZba HKF dviju elipsa u prarametarskom obliku dana izrazom

X = acostl - Acostzcose + Bsintzsine

Y bsint2 - Ac@stzsin@- - Bsintzcose 08«21 (2.6.16)

Na osnovi (2.6.4) odnosno (2.6.5) nadjemo tgt,, odnosno cost, i
sint2 koje kada uvrstimo u (2.6.16), dobijemo analitidke para-
metarske jednadZibe za HKF dviju elipsa koje nisu medjusobno ori-

jentirane.

A20059(bcosecost+asinesint)—stine{acos@sint—bsinecost)
1/2

X=acost-~- 5 53 _ —
EA (bcosOcost+asin®sint) “+B” (acos@sint~bsinécost) 7]

Azsianbcosecost+asinesint)+B2cose(acosesint~bsinecost)

y=bsint- -— _ :
[Az(bcosecost+asin®sint]2+B2(acosesint-bsinecos@)zj1/2

(2.6.17)
Posebni slufajevi:
a-l zZa medjusobno orijentirane elipse, tj. za © = 0 imamo HKF
_ AszOSt‘ |
T acesE T [AszcoszthZazsinzt]l/z
| ) B’asint
Y = bsintr [:.A2b2c:c}s2t-i?_B232sin2t_'[l/j

A —t—-

a~-2 Elipse su kongruentne {A=a, B=b) i medjdsobno orijentirane

X = 2acost |
y = 2bsint. | (2.6.18)
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b) Ako je a=b=R dobijemo HKF kruga i elipse

| 2
X = EKRcost + 5 ?_cogt 3173
'{A cos t+B sin t] |
- stint
y = Rsint + (2.6.19)
[A2c052t+325in2t]1/2 |

c) Za a=b=R, A=B=R dobijemo HKF za dva kruga radijusa Rl i R2

x = (R. + R,) cost

(2.6.20)

+1

Rl) sint .

et
Ii

(R

Hodoggaf konktakt funkcije parabole i elipse

Neka granica s objekta Sl predstavlja parabolu ¢ija je parame-

- tarska jednadzba oblika:

X = tl

= at2 e
y = at1 + btl + C,

‘a granica s, elipse S. je dana jednadZbom (2.6.15). Na osnovi
J 2 2

(2.6.3) imamo parametarsku jednadZbu HKF objekata S, i 5,.

o - - () o+ i ]
X tl Acostzcoso B51nt251n9

y = at§+btl+c-Acost2sine-Bsint20059 | (2.6.21)

Na osnovi (2.6.4), odnosno (2.6.5) dobijemo EKF za Sl i 52 kada

su medjusobno neorijentirani

| : 2 _. . ,
Azcosﬁ(Zatcose+bcose+51ne)—B sino (coso-2atsing-bsing

[Az(25t0059+b0059+51n9)2+52(COSG-Zatsin@-bsina)zj1/2

X = t +

Azsine(2atcose+bcose+sine]+Hzcose(cos@-zatsing—bsine)‘
1/2

—

y=at+bt+ci 2 - _ 2 2 . 2
[A (2atcos@+bcost+sing) " +B cosp-2atsino-bsing) 7]

Posebni slucajevi

a) za © = 0 dobijemo iz (2.6.22) HKF—gl2 parabole i elipse &iji

su poluosi paralelne osima koordinata XOY
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A2(2at+b)
[a? (2at+b) °+B%]

x = t + 1732

B2

[Az(Zat+b}2+Bz]l/2

y = at2+bt+c z (2.6.23)

p) Za A=B=R iz (6.22) dobijemo HKF kruga radiusa R 1 parabole

((2at + b)
[1+(2at + b2)]1/2

+1

Xx = t

R
[1 + (2at + b%)]

_ 2 ¥
y = at +ht+cC 177

Hodograf kontakt funkcije za slucaj sl - hiperbola, s, - elipsa

parametarska jednadZba hiperbole je oblika

a 1 (2.6.24)

| COStl

b tg'tl.

S
I

Yy

Na osnovi {(2.6.3) i (2.6.15) HKF Sl i Sz'ima oblik

Ly = asintl - Acostzcose + Bsintzsine

Y btgtl -~ Acostzsine - Bsintzcos@ | (2.6.25)

Koristedi (2.6.4), odnosno (2.6.5) nadjemo Sint i Cost koje uvr-
stimo u (2.6.25) i dobijemo HKF za hiperbolu i elipsu kada su

medjusobno neorijentirane

AZCOSG(bcose—asin@sint)rstinG(bsine+acosﬁsint)'
211/2

Xx=asint-

[A2(bcos@—asinesint)2+B2(bsine+acosesint)

'Azsine(bcose—asinesint)-BZCOSG(bsiné+a¢05@sint)

y=btgti

[Aztbcose—asinesint®2+B2(bsine+acosesint)

Posebni slucajevi

a) Ako.je A=B=R i 6 = 0, imamo kanonsku jedﬂadﬁbu HKF kruga ra-

dijusa R i hiperbole



asin

btgt

|+

+ 1
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7. Problem jednoznalnosti kontakt funkcije

Vidjeli smo da izmedju HKF i KF postoji tijesna veza. Izveli smo
teorem iz koga slijedi da forma HKF ne zavisi od izbora polova.
Metjutim oblik KF bitno zavisi od izbora polova. Veé kod najjed-
nostavnijih objekata kao $to su krugovi, ako su polovi izabrani
van centara krugova, dobijemo jasno izraZene minimume i maksimu-
me za ©0¢(0,20) .

Mo¥*e se dogoditi da KF postane ¢ak i vigezna&na, pa i kontinual-
no vigeznadna, ako se nezgodno izabere pol, mada po svojoj pri-
rodi nije takva. Uvijek treba polove smjestiti tako da KF bude
jednoznaéna, kada je'to moéﬁée, te da amplituda vrijednosti KF
bude minimalna. U sluaju kada oblast G,, Eija_gfanica predstav-
1lja HKF ima u sebi zvijezdastu oblast (zvijezdasta oblast je u-
vijek konveksan skup) izbor pola HKF 012 iz zvijezdaste oblasti
ima za posljedicu da Je KF'jednoznaéna.

Zato orljentlrajmo stranice HKF tako da G12 uvijek ostaje desno
kada se kredemo u smjeru kazaljke na satu, tj. da za jednadzbe

pravaca na kojima leZe pripadne stranice hodografa vrijedi
fr(X'Y)zarse+brY+cr < 0 - (r=1,k) (2.7.1)

qdje‘je - k - broj stranica HKF.
7nadi da:treba nadéi, ako postoji, tolku O lz(xlz,ylz] oblasti
¢ija Jje granica gy, U kojoj vrljedl (2.7.1) za sve k.

12.
Radi toga uvodlmo pomoénu varijablu 2z i zahtljevamo da vrljedl

£ (x,y) = arx+bry+cr'< Z (r=(1,K). o (2.7.2)

Tako se problem nalaienja Olz.sveo na probiem_linearnog progra-
miranja. .Naéi minimum linearne forme
Z* = ming
uz ogranicenja . o
f(x,y) = ax+br +c .« vl r = ;,k
Pokazuje se da imamo slijedéée moguénosti

a) z* < 0 - znati da 0;, leZi u zvijezdastoj oblasti 3to povla-

¢i da je KF jednoznacna
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0 - znadi da su objekti nerazdjeljivi a nadjena tocCka

H

b) Z*
(x*,y*) obavezno se nalazi u jednom od vrhova hodografa.
7% > 0 - znac¢i da je KF viSeznacdna bez obzira koju tocCku i-

zabereno za pol, a objekti kojima taj HKF pripada medjusobno

su nerazdjeljivi.

Na slici 2.9 vidimo hodograf kome za 0 = 45° pripada KF koja je
kontinualno viZeznadna, a za 297<9<321 kontakt funkcija je tro-
znatna. Medjutim izaberemo li pol 045 hodografa u tocki (-3.0;

-2,5) koja se nalazi u zvijezdastoj oblasti %, KF je jednoznac-

na.
Na slici 2.26. vidimo pripadne grafove kontakt funkcija za na-

vedena dva izbora pola.

S1.2.9.

AKO su Sl i Sz'k:ugovi radijusa Ry /R, i ako se polovi izaberu u
centrima, onda je KF dana izrazom |

K{®) = R, + R2 = const.

1
AkO su Sl i 52 dvije kongruentne elipse, onda je KF dana sa
K(0) = 2[alcose +b2sin®0]/2.

AkO su Sl i S2 poligoni, onda njima pripadni HKF predstavlja ta-

kodjer poligon, a KF se racuna pomodu izraza

d

K(0) = 1 - a_<0sga

| -
1COS(Br o) ‘
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gdje je dr - udaljenost od pola do r'---te stranice HKF; k - broj

Y b4
r r+1
¢ = arc tg — ; =
vrhova, o 9 5 i a1 arc tg -
r r+l

Pomcéu koordinata vrhova HKF (X_,y_, xr+l’yr+l) formula za radu-

nanje kontakt funkcije glasi:

b4 Y
- + . <O, &
K(0) = Y, - W X m_ = xr 1°r i o,<0 <«
sin@_-m_cos@o_ r+l "r
r r r |

I
A

Iz toga vidimo neka vaZna svojstva kontakt funkcije:

a) max K(0) se uvijek postiZe u vrhovima HKF

b) min K(©) se ne postize u vrhovima HKF, ako su Sq i 52 kon-
veksni

c) ako S; i 5, nisu konveksni, onda opéenito uzev$i njima pripa-
da HKF koji- takodjer nije konveksan. min K(0) se tada moZe
postizati i u vrhovima HKF, tj. minimum se postize u konkav-
nim vrhoﬁima HKF. (KaZemo da je vrh konkavan ako mu je pri-

padajuci nutarnji kut vedi od I.)
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8. Potporna funkcija i konstrukcija ekvidistante

Neka je zadan satvoren nedegeriran objekt S Rz.

2 . .
snamo da svakom pravcu p € R odgovaraju dva razli¢ista potpor-

na pravca'pl]] p, na objekt §. §1.2.10.

.20

Na potporne pravce spustlmo okomiti pravac r koji prolazi Kroz
pol O objekta S. Udaljenost od 1shodlsta do potpornog pravca
oznacimo s p(p>0). Pripadni kut vektora r sa osi x oznadimo sa

8. Funkcija p=p(0) prema Mlnkovskom zove se potuorna funkcija.

Neka svojstva potporne funkcije:

1. potporna funkcija proizvoljnog objekta podudara se s potpor-
nom funkcijom njegove'konveksne ljuske.

2. Potporna funkcija je jednoznacna.
Fotporna funkcija je periodicna, opfenito je p{0)+p(6+2kl)

K £ N.
4. Ako objekt ima m - osi simetrije, onda potporna funkcija ima
period
T:.z_.ll.
m

5. Potporna funkcija je neprekidna.
Ako objekt S nlje ogranien onda potporna funkcija nlje defi-

nirana na &itavom segmentu [0, 2n]

vidimo, na osnovu svojstva 1, da je za konstrukciju potporne
funkcije proizvoljnod objekta dovoljno znati konstrukciju pot-

porne funkcije konveksnog poligona. Recimo da je zadan poligon
xao na sl.2.11. Zadani poligon predstavlja konveksnu ljusku pa

cse potporni pravci konstruiSu na slijedeci nacéin:

spoiimo vrhove konveksne liuske sa polom O i uzmemo da 7€ OAi

diijametar na kome su konstruirane kruZnice K, radijusa Ri=EOAi'
i
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St.2m

- Oznadimo tocke presjeka kruznlca Ki i Ki+l sa Ai,i+l dok Je

druga tocka presjeka u polu 0. O&ito da je & OAi'i+l

= - I
A ;:Ohi,i+lgi+l o~

Tocka presjeka A, 541 uvijek leZi na pravcu koji prolazi kroz
‘ ’ - |

vrhove Ai, A

i+l

Kroz vrh Ai povuc¢emo potporni pravac p, koji moZe sjeéi kruZni-

cu K. u tockama A, 1 B, ., ili A, 1 B. ili tangirati kruz-
i i i,i+l i i-1 ,

r

nicu K. -u toc¢ki A..
i i

Ako py tangira K, u Ai 0nda_p(0,Ai) predstavlja vrijednost pot-
pqrne funkcije. Granicni sludaj potpornog pravca pi;je cnaj ka-
da se 1< podudari sa stanicom AiAi—l' odnosno AiAi+I,gﬁdﬁm;daje
PL0/B; 'j41 _
anaclmo ‘4AnQAi sa Gi,.a 4:Anoﬁi{i+lzsa~ﬁi,i+l i pretpostav1mo
da se os OX podudara sa OA . U tom sludaju je potporna funkcija

) vrijédnost_potporﬂe_fnnkgijﬁmza_ﬁ”=A¥rXOBi;f¥ry
' r

p(©) konveksnog poligoﬁa dana izrazom

(6. - @) 'za B,, < 0 & B
ﬂim. —_— 12 .ﬂhgiﬁ - (2.8.1)
(Oﬁ - 0) - za Bn—l,né 6 < 8.4

Analitidki izrazi za potpornu funkciju nekih karakteristiénih

objekata



54

a) Potporna funkcija za elipsu p(@)={a251n29+b2c052@j1/2

(2.8.2)
b) Potporna funkcija krugova glasi p{(€) = R = const (2.8.3)

c) Potporna funkcija hiperbole

I

p(o) xlsine-ylcose+(azsine-bzcoszeJ1/2 | (2.8.4)

Potporna funkcija za hiperbolu nije definirana za
b b < | |
@EE&ICtg(-E) ' arctgg ]
'd) Potporna funkcija neogranicenog objekta €ija je kontura pa-
rabola y2 = 2pX je dana sa

2
o cos“ o
p(@) = 5 * Sine®

+ xsin@-ylcos@l

Vidimo da za © = 0 1 © = 1 prednja funkcija ima prekide I1I

reda.

Konstrukcija ekvidistante

U praksi se vrlo Cesto postavljaju uvjeti da udaljenost medju
objektima ne smije biti manja od unaprijed zadane velicine. Ovo
se onda reflektira na-dimenéf?%¥§§f2 Recimo da nam je zadan
objet Sl'i da oko njega treba konstruirati ekvidistantu na uda-
ljenosti r . Sada iskoristimo ideju o HKF [13]. Naime, uzmemo
krug radijusa r i njega aproksimiramc poligonom S$2 sa e toéno-
5¢u. Zatim konstruiramo HKF S, i S, 5to sada predstavlja ekvi-
distantu oko objekta S, na udaljenosti r sa toénoééu €.

Naime neka su zadana tri kruga s radijusima r-e, r; r+e. S1.2.12

S0 212
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Kroz todku B na kruZnici r-e povulemo tangentu t i normalu n.

Tangenta t na kruZnicu radijusa r-e u tofki B sijede kruZnicu

———

radijusa r+e u tockama A; i A,. Svaka tocka duZine AA, aprok-
- L] ) ol L] » v brd W +
simira luk kruzZnice Al A2 radijusa r s toCnoscu -e.
- vVidimo da je
- r—e¢
a = 2arc cos(;;;). | (2.8.6)

Broj vrhova aproksimirajudeg poligona je dan izrazom:

n = N [ LS 1‘] (2.8.7)

. r—¢
2arc co —
S (r+E)

gzmemo li da je aproksimirajuéi poligon pravilni n-trokut aprok-
simacija nede biti logija ako za velidinu luka Ay Az'uzmemo da |

je

-
li
!JR"M

=
.

(2.8.8)

- Koordinate vrhova pravilno#h-terokuta dane su izrazima

Xy = (r+e)cos [ 2H£a-l? 1
Vo = (r+e)sin [ znéa—l)_] a=1l,2...n (2.8.9)
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9. Aproksimacija granice zadanog objekta

U praksi se susredemo s raznim nadinima dobijanja informacija
konturi objekta. Vrlo Sesto imamo zapravo viSak informacija je
se kontura 0pisuje'precizno a dalja tehnoloska obrada (rezanije
piljenje, krojenje itd.) se obavlja sa znatno manjom tocnosScu.
S druge strane imamo problem da stvarnu konturu objekta treba
aproksimirati poligonom sa zadanom tockom.

U ovom radu je obradjen slucCaj kada su podaci o konturi zadani
u diskretnom skupu tocaka, a konturu Zelimo aproksimirati poli
gonom s unapred zadanom toSno$cu. Sirenje ili suZavanje broja
tofaka za koje promatrani pravac vrii traZenu aproksimaciju re-

[ —_ -

" Talizirat ce se pomoéu brojeva Fibonaci [38].

Na sl.2.13. je dana kontura objekta sa 19 vrhova, a na sl.2.14.
predstavljena je aproksimacija s poligonom koji ima 8 vrhova s
todnoséu ¢ = 0,5. To je dobiveno pomocu kompjutorskog programa

LPROX.
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Neke napomene u vezi s_glavom II

Vidimo da se izralunavanje vrijednosti KF vrsi pomocéu HKF dotid-
nih objekata. Ako su objekti konveksni, onda se odmah vrsi kon-
struiranje HKF. Medjutim ako bar jedan od objekata nije konvek-
'san, veé je 1 viSestruko suvisao, tada se prethodno izvr§i raz-
bijanje na konveksne dijelove, zatim se formiraju parcijalne
konveksne oblasti G ra kojé uniramo. Granica unije predstavlja
parcijalni hodOgraf Pored drugih sludajeva kod uniranja jako
dolaze do izrazZaja probleml vezani za kompjutersku obradu geo-
metrijskih problema} &¢ini se da su one poteZkode koje su geome-
trijske prirode prevladane:u problemima koji su rjefavani u ovo]j
disertaciji posebno s toéke‘glediéta.praktiéne primjene. Tako
npr. geometrijska konstrukcija HKF 0pisana na pocetku ove glave
i prlkazana na sl.2.2. ima velike prednosti zbog jednostavnosti
same konstrukcije a i zbog oélglednostl izvjesnih teorema. Me-
djutim kada se navedeni postupak Zeli realizirati pomocu racuna-
ra nailazi se na takve potel3kofe da se kod poligona sa sloZenim
granicama.teéko postizZe odredjena todnost za razumno vrijeme.
Zato je program HOKOF-II radjen po algoritmu koristééi slijede-

¢c¢i teorem.

Teorem 2.19.

Kod gibanja pola 02 PO granici objekta Sl vénjska granica "tra-
predstavlja HKF konveksnlh objekata Sl i'Sz. Ob-

ga" objekta 52

se dobije iz S

jekt S, 5
di na promjenu predznaka vrhova koordinata S, Skup poloZaja ob-

kada se njegov-pol krefe po nekoj liniji, nazivamo

tako da ga zarotiramo za I, $to se svo-

jekta S2r

tragom objekta §2, sl.2.15.

S1.215
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Dokaz |
Smjestimo objekte tako da bude Ol=02' Pomaknemo S, tako da se

vrh B2 podudafi sa A,-. Kada se vrh B2 krece po stranici AA,

onda se pol 0, kre€e po liniji C; 2]| Y znadi da clc2 od-

redjuje stranicu HKF.

smjestimo pol objekta S, na A;A, pa vidimo da je vrh Ezsgé naj-
udaljeniji od stranice'AlA2 i odredjuje vanjsku granicu traga

objekta 52' kada se pol 0, objekta'-s'2 krece po A,A,. No
o,A,|| B

l 2

2 2

i jednaki su, pa je duljina AlAz = C1C2' slijedi
C HKF. |

-Pokazalo se da nije dobro raditi tako da se nadju sve parcijal-
ne oblasti i onda odjednom izvrsi unlranje sv1h njih a zatim na-
dje granica te unije koja predstavlja HKF promatranlh objekata.

Naime, uniranje treba izvr$iti odmah kada se koja parcijalna ob-

last nadje.
Razbijanje objekta na sl.2.16. u konveksne dijelove dobijeno je

pomoéu programa "RAZBIJANJE".

Na s1.2.17. vidimo postupnost formiranja HKF dvaju nekonveksnih

objekata Sl i 82 dobivenih pomodu programa HKOF, kada su Sl i

S, razdjeljivi.
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2a dobijanje HKF nerazdjeljivih 1 nekonveksnih objekata bilo je
potrebno'razviti'vrlo bpséian i kompliciran program za rad sa
skupovima. Ukazujemo na neke komplikacije koje se opéenito jav-=
ljaju. |

1. ako imamo podrudja D, i D,, kao na sl.2.18, onda nema nikak-

vih komplikacija.
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Sl.2.8

Za sve A, vrijedi A, 4 D,, za sve Bj vrijedi Bj e D, 1 za sve

stranice od D2 vrijedi Bj Bj+lC: Dl' sl.2.18a, zato je

D = Dl_U D, = D;.

Za situaciju na sl1.2.18b je D = Dl() D2 = DZ'

2. Na sl1.2.19. vidimo slufaj da su Dl-i D2 suvisle oblasti, dok

D=D,UD, nije suvisla, pa se HKF raspada u dva zatvorena di

jela (vanjski i nutarnji).




61

vanjski dio HKF : A1A2A3A4P1B431P2

Nutarnji dio HKF: Clcz(:3

3. Problem izolirane tolke. Neka su Dl’DZ suvisla podruc¢ja. U
toku procesa postupnog uniranja uvijek se veé postojecoj ob-
lasti kojé; opdenito, veé kod drugog uniranja prestaje biti
konveksna, pa &ak i suyisla, dodaje oblast DZ' kcja je uvi-

jek konveksna. Recimo da imamo situdciju kao na sl.2.20.
HKF ¢ini: - vanjska kontura A132A3A4P1B15131P2
- unutarnja kontura C]_CZAQ_,.1
- izolirana;toéka A
r=7

Tocka Ar pripada HKF kao izolirana to&ka jer ona ima slije-

deéa svojstva:

Svojstvo A

'Ar pripada-konkavnomﬂvrhu oblasti Dl tj.gt Ar—lAr Ar+l‘>'n'
%to zna&i kada u pravac p__; uvrstimo koordinate tolke vrha
Arfl_vrljedl pr-l(xr+lyr+ll > 0

gdje je p_(x,y) = (y—yr_l)(xr—xr_l)f(xﬁ_l—XJ(yr—yr_l) = 0 (a)
jednadZba pravca koja prolazi kroz Ar_lArC:.Dl

Svojlstvo B

vrh Ar se nalazi na granici oblasti D, tj. Ar € BsBS+l'_

To znali da je:



(yr-ys)(xs+l-xs)+(xs—xr)(y5+lys) = 0 (b

I

gs(xr,yr)

gk(xr,yr) < 0 za Kk ° K=1,2...m; K # s (c

gdje (xs,ys) koordlnate.vrha BS (xs+lys+l) koordinate vrha

B

s+1

Svojstvo C

Vrhovi Ar-l-i Ar+1 nalaze se desno od pravca koji prolazi kroz

BsBs+1 tj. vrijedi
gs(xr-l’yr-l) <0 (d)
R
gs(xrryr) < 0 | | - (e)

Ako su ispunjena sva tri svojstva uvgeta A,B i C, onda todka A
pripada HKF kao izolirana tocka. Naime, u HKF su ufle todke

A1A2A3A4 u vanjsku konturu a A 1 ¢ C3 unutarnju. Tolke Ag 1

Ar+1 = Ag su iskljucene iz razmatranja Jjer su A5 iA r+] E D2

Tocka A = A_ & DZ' ali je na granici. 2a sve takve to&ke mora-

7

- ju se prov;erltl sva tri uvjeta da ne bi ispustili neku od izo-

liranih toc¢aka HKF.

4. D;,D, su suvisle a u HKF ulaze pored izoliranih to&aka i izo-

lirani intervali-sl.z.zl.

A A} Aj Al
Di
A, A, A, A,
B, A, A A B B8 ‘:u A, Ay B,
S1g T R C: c F
1 0 B
AL AL A A, AA, A
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HKF - vanjska kontura je B,B,P,A,A.P,B.B

1727272731734

- unutarnja kontura je ClCZAGA7

- interval AlO-All

-~ izolirana tocka AlB‘

MoZe se desiti da Dy bude wviSestruko suvisla pa da poslije

unije sa D1 postane suvisla jer D2 prekrije rupe. S1.2.22.

1 videstruko suvisla, D, konveksno. D

videstruko suvisla - $1.2.23.

D

1l
-
:l..-.l
-
-

51.2.23

Sto se ti&e odnosa stranica odnosno vrhova oblasti D1 i Dz, oci-

to je da su moguéi slijededi medjusobni poloZaji. S1.2.24.
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B
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51.2.24

A'l Al' el
» — >
B B..,
A,
& L
‘Ar Alﬂ
Pritfly il
B B,.,
g‘— . —— —g"'
A, A, .
%l - ?"'
A, A..
B st
“x
Bl B;-I
> il
A Ay

Na s1.2.2 5. vidimo nekoliko karakteristi&nih

vrste objekata:

a) s, i s,

b) nerazdjeljivi

Su konveksni

¢) 5 tol®nim ulazom

d) visestruko suvisli

e) nepovezani s preuskim prolazom

f) nepovezani s dovoljnim prolazom

HKF za razlicite
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se izvesti izvjestan
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7a HKF dan na sl.2.9. pomocu programa KONFU izradunate su vri-

jednosti kontakt funkcije 1 to Kl(G) kada je pol smijeSten u is-
hodiste 0 (O 0) te K {6) kada je pol smjesSten u tocCki

O 2(~3,D 2 5), tj. u tock1 iz zvijezdaste oblasti . §1.2.26.

- w e r mmt degrdEE r — — e e——— . - —_ o - b
e > —_— oy = - - . -

D &5 90 s Lot 2% 0 »h » 6

St 226

Da bi za zadani objekt nasli vrijednost potporne funkcije prvo
se pomodu programa "LJUSKA" nadje kxonveksna ljuska za zadani Ob-

jekt na s1.2.27. a zatim se nadju vrijednosti potporne funkcije

za ljusku sl.2.28.

SN St 72
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Na bazi HKF za objekt s1.2.29. dobivena je ekvidistanta ¢=0,5,

pomoéu programa EQVID, koju vidimo na slici.

—

exviDISTANTA

54.2.29

Pomocdu programa ZVIJEZDA nalazimo, ako postoji, zvijezdastu ob-
last 1 u koju smjeStamo pol hodografa kako bi kontakt funkcija
bila jednoznac¢na. Za hodograf prikazan na sl.2.9. nadjena je
konveksna oblast §J! sa vrhovima: Bl(f3.0,e3.0); Bz(-3.5,-2.5);
B3(—3.5,-2.0);_B4(f2.0,-2.0). S1.2.30. |
Navedenih devet kompjutorskih programa od kojih svaki u sebi sa-
drZi razne podprograme, javljaju se skoro u svim pfoblemima koje
- sam rjesavao u ovoj disertaciji i oni ¢ine temeljhe'programe.
"Kod neregularnog smjeitanja objekata, pojedini programi se izvr-
Savaju i po nekoliko desetina tisuca puta §to me je prisililo

da strogo vodim raduna o optimalizaciji vremena iévodjenja tak-
vih programa. |

Naime, pokazalo se da su neki teoretski dobri algoritmi zapravo
neprihvatljivi upraﬁo zbog.toéa sto kompjutorska realizacija

zahtijeva utroZak vremena koje nije ekonomski opravdano.
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PROGRAMI UZ GLAVU II
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TSRS RS A LA L AN S RS A ST ENE NS RN ES N SN RN IR N I LL N RPN TR RPN Ty e e

TV S w2300t atnggentnne

25 ColTBUE

D
b,

L]

¥

3

*

L

AP Ry, R o —— ——— -

PR eRab st tstenssrTeaP NP entarPeatbayaypppna?®

P —

cortmon ZApoL/ XAl!SG), yatS¢)l; M
/seEp0/ xpiSC), yriS¢), M

DINENSION RI{gO)
INTEGER  Ts Ry TZ
1 = 0

J =

T = {

G LG J B Lol
YE(J) = =YB(Y)

COMTINUE

N = k¥ )

W & . + ]
AARENZ) = Xatl)
YAINZ) *= YAll)
ArtpzZ) = xptl)
YE(HZ) = YB(}])
i =1 + }

T = 7T + 1

XFAZ = XA (1 + 1) = ya (1)
YEAZ = Ya (1 + l! - Ya (1)
LD 25 J = 1, M

RIGJD = LYBLY) - vYA(1))
(Xblul) = xatQ))

% &

KAX = KI(1)

=1

M1 =}

LO 3G J = 20 N |
IF(RILYILLE,RF AX) GO TO 30
KHax = RI( )

K .= J |
K] = J
CoHT L VE

actT) = xatl) + xplx)
YC(yl = yall) + ya{kK}
ACET+3) = XALp+]1) + X6ir)
YOUT+1) = YA(I+]) + YB(l)

- 0 u

1 2
i )
l -1

)

/VHYF/ xcl9Ch, yct9¢), 7T

XKAZ
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HANJEHAS ODREDYIVAMIE HODOGRAFA pOMTAFT FUiKkCIUE
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»

i
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Lt = L |

[ T

IF{L,ER.TZ) LL®E]

L}

Vo 2206 J = LI, TZ
XC{J} = xc(Jdei)
YCiJ) = YCUJ+1)

22¢ CoHTINUE

i1
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15 COoNTINLUE
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. (X12)=X(ui)) » LY(1)=y (NN
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XF = -C/lA+1./A?
YF = =XF/h
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WANQENAS RACUNANJE KOLTAP T FuikCioE (pF) JEDNOSTHL, 0 SUVISLEG

. KOHKAVIOG "FoLIgOtA

u..ui#iliiiiiﬁiaili#nliryqu.t.t.t

COMNOK /VHY F/ Xl?ﬂir vy{%g), N
/ALFAZ ALFAI9Q)

/LELa/ GLf20), FLit20), FL202G)
/FIKU/ FL(90)

/0KoM/ Rol%C)

/rsik/ PsIt?0)

/LORAK , D@5

/1ERR/ JERF

P " * & & & ¢ @

F1 = 3,14159265
i & ] |
L =6
FSsith+])
Lo 5 11
LFEfl1) *®
ve = LES

PSI{;!
1 3{’0

* 0O 1N

P1 /7 180,0

T by = Le

G = Dg

[ ke e R e e i

Lo BT R LN T o
IFipSI{1),E . PSIEI+1)})Y GO To 8

L= L+ )

J= N+l = S
FLa2ie) = ScRrTix!Jisez + y{J)we2)
FLyfl) = SGRYIX!Jejlee2 + Y(Jrilewn

GLiL) = PSI(3) ® 186G, 7 Pl
PRINT 28 Lo GL L FLI{L), TL2IL)

20, FGRHATISX'FORNAT 20°',15,2F15,5)

CGHTILUE o

1= | o
1u IrtpSiti) ea,ps1i1*1)) co TO 23

irtpsiti1) ,6T,PSILI*1)) 60 TO 150
iFtpsrii) NE.g) GP TUu €C

70 IFla.EG.OLDRY GO TO 7}

ULDu = @

[t = [ + }

. Rt ar b e R
am k- —————— LA man - e = =
)

[F (H JLE, 3al) Gy To 7)
F R T 0T 74, N

l1Epp = |
FE T U R N

Whin) =0 & Jal, /  2A,18.57265
iFiR) = LFUM) + ]

*\ = Li '

Le 786 11 = 1, M

7% ho= K o+« 1LFL1])

= & % 2 » & & ¥ & » # a >

X fIFey T8¢ I8 |

/nENAZ onl3é0), nrtasg), rFriz2figec), Ky H

y L

74 FORHAY (' K =%, IS, ' 11DFRS 1 - gE vECT gUu 360°)
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77

78

76

i {k JLE, 1DLO' 6O TC 78
P K I NT 77 L ;
FOKNAT (* K =%, 16, * JNUDFKS K

1ERR = 1
RETUWUR N

c oL T NULE

FItg = Fli1) - ©

Fri2(8) = ROLTY/ ArsicostiFingl)
] =1+ 1

IFl1,LE ) GO To 1IG

«w = &G » [Q

] = l |

1Flg.LE.2,0%F1) GO TO 10U
KETURI,

Irtpsit1*1tECc.} F0 TG 70
iripsyl1!),GEps1l1%1)=P1) g0 TO 130
IFtpSI1*1)4LT,c:! £O TO 70
IrlQ.LT.PSIL1)) GO Tp 70

<0 TO 80 | .
irtpsyi1),cT.a}) Go To 8C
Irlg,LT.FS101+11}) c0 10 70

6o TU 8U. . |

iripsyi1) EC.c! Go Tu 70
1ftpsiiI*)1),Ece? FO 70 70
Iripsi{i+1)GE.rS1'1)=P1} GO TO 2CC
irta,uT.FPsItl}) Go TO 70
Irf{g.LT+Fs10I+1)) cuv TO 70

@0 TO BC ,

iIFipsyil+1?,CE,0) FU TO 8D
iFlu,LT.FSII)) GO Te 70

60 TO 80

LHD *

JE VEC] ob 100C"}
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UEROUTIME KONTAL

17

L - "

NAMJENA RACUNAMJE KoliTAKT FULKCIJE

* »

-
L

&

10

s b 8 8 % 8 8 B S B 5 8 4 s s e s * " . P e et e s g PR .o

CoMMOl, Z/VHKF/Z xuloa), YH{9¢), N

# ® ® » % B » = =& . L N

-

* % g 5 % o & % a ¢ g » @

- T ot L

/MEMAZ QH{36U}' Lr{36ﬁ1| FHIZfiGLG’-

/Lgla/ GL!ZG!,
/EORAY., LGS
caLl, PARKOF

PRINT IO
FORMAT (' pozlv PUTPROGKAMU

CaLL COMFKF

LST = |}

{F {LsT ,Ea, 1) TETURK

FRINT 40U

FlLilza3), Fua2f2o) ,

4 FORMAT(/75%x" KDHTAFT FUhrCIJA'/Slnlb 7% o

QM lox, 'NFY, 10k, 'FHLI2010 /)

Il = v
12 = {
e %} 1 = 1« N

PRINT 82y Iy CR'1)s BFIT)

I} = 12 + }

12 2 * NFII!

PRINT %3, (FNI2111)011= 11,12}
CoNTIILUE
FORMAT!{2X1160F 101 %X 15)
FORI‘MT(IH"'.ZSx .SFI,G.S.S{zéx ;SFIG,S}.!
PRINT 45
FORMAT /58X s 6L vOX o FLL Wb FL2")
PRINT 46,0000 1), FLILUT)
FORMAT ({2X, 3F1£.5’
RETURN
ERD

—

o FL20TY,y 151,00

L

K,

conpxk F')

A e ——

e s et~

M

e
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. HAMGENHAS RACUNANJE POTFORME Fuhp C10E pog 1coNHA

® a4 & % & & & » o 8 & F g s s 0> ® ® ® & 9 ® & ¥ 2 & & % & v w v @

Col'mOl ZLusk/ Xx(50), vigpl, K
ZALTAZ ALFALISL)
/O0VRH/ oviSL), OAIS5C)
/1-0TP/ HU360), NH
/EXEP/ XF{9C),YP(9C), H
/¥ ORAN /s DG

FRINTY 51 DO

a v s 90

KaCuNaHJE ELEHENATA pOTPORLE FuMhClUE

CatL HOTFOF

l1ERR = 0

Pl ® 3,14159265

Lo = pg e P /7 180,

@ = DGR |

1] = )

hp)l = K * |

Lo 30 JJ = 1, ¥F
1F(0,GT,6,2831873) ¢co 70 &C
IFIOL,GT ,ALFA(JYY) GC TG 50
HUJT) = OALJU) * CGSHaVIJUI=0)
11 = 11 *+ | .
JF(]1.EQ,361) v TO 35
G = (« + OCR

| - 60 70 10

.3“ LGIJTI‘\!U£

ag PRINT &6

4., ki = 11 = }
FRINT 60 NHs [0 EMlJJ) o JJUE )l
~ KETUKI |
S, PORMAT(ISFIC,%) -
§1 FORMATISX, ' ORAKF VARIJATLE C= DR =°F{,5)
56 t GRMNATIZ/7Sx + *pROVUIRITE LA LY JE TZRACUIATA PF NA ILTERVALU G=2f

. /EX,"AFO HIJE PGVEEAT] KOPAK VAFTJABLE G -vARDJ, 0Q')
oL FORMAT(IH1 XY oFUTIORDA FIFCIJA 17¢ ,15,' TACAKa?

» /S5 ,"cA FORAYON VARIJALLE & « DG ='+F1L,5s" STEFEN]?

. /7755 o *VvRIJELNHOST] FOTPORHE FutpCIyE®,

. 10{/5F15,5))

LD

— —
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lsunnourlns POTPOFZ |
C & » S % & 4 B oaog PR ot oo et s

C*e NatGENAS TFORGIRARYE poTpoRHE FUNLCIYE POLIGONA 5T¢ ODGOVARA ‘
cC » POTPORNOJ pFyNtcIJl WJEGOVE KOLVEFSNE LJULSKE \

— . camg = - e W gy g Tk g - AR - - —— —_
— T h - . . - A —

C ®# 5 o » & & & & & 5 % 5 9 ® 5w e t » & B 8 % & * 5 & g * l O ™ - » 1

col'moly ZLusk/  x 1501, Y(EC), ¥
- /ALFA/ ALFA!?QJ

collMon ZuVRH/  GVITU), 0AI5G)
Fl = 3,14159265

POZIVA SE PODPROGRAM LJUSKA

Call LJUSKA ‘
C _

FRINT 10y (ALFALIIYaII®1.K)
b roRhATfSXr'KUTEVI STRANICA LJUSKE'+10{/5X +5F15,51))

lrthFA{l’ EC C, G} ALFA{K#-l} - 2 o . Pl
IFLALFALL), GT,0,0) ALFA(K*1) = ALFA;:; '+ 2.0 % PJ

N OO

Co e e _ o
G |
o 75 II' 1-K "~
gA{Il) = SQRTIX!I1)ee2 & rtrxlanza
iFix¢11),NE,O0,0) GO TO 52
Qvilll = F1/2,0 |
IFLYCiTY,LT,0,0) qvigl) = 3,0 % P1/2,0
- GO TO 75 - | -

52 QviJl) = ATAH{Yflllfxllxix
IF{Xt11},6E,0,0.AND,Y(1]).GE,0,0) Go To 75
(IF{xiI1t,L7,0,0) GO TO 5%
"QVIII) m GV(iIi) *+ 2,0 ¢ PI
Go TO 75

By GyViTl) = QviIp) + M1

75 CONTIKUE

Lo 95 Il = 1, F
QUITI) = avi[I) + Pl/2,¢
IF(GV(I1),LE,2,0°])} GO Tou 95

| qv(Il) =qvt111 -"2,08 P]
95 CONTINUE |

GAlK+i) = oAl})

WViK+}) = nviy)

PRINT 96, LOALI1Yonimlak)s (QVELTIdIT & 1,H)

26 FORMAT(/5X'TCORIAT T6'/72C1/5F15,5))
RETURI |
END

-—-—-—*-——-
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SULROUTILE LJUSK A
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nAnJEnA:'PooPHOGPa" GLREDJUJE xONVERLSHU LytSKU FOLIGOIA

- dulm el w S S W e T W . T —— LRl T - o - -

/EXEP/

/LUSK/
/ALFA/

xF{To),
x(hoy,
ALTALSLG)

Yypi®5), N
vy{850), r

INTEGER FSI

c

M
i

L T

P

= oy Bk n p— aw .

= 3,1%4159265

YiIh = YFP(L)
xt:1w = XF(])

LL
LO

= )

10 II"'-'_Z’.I'I_
IFlyP{11),GT,YNIN) GG TO 10
IFLYPI]T),LT,YNIN) GG TO S
IF(XP{IIY.CEXNIN) G0 TO 10
YyHin = YP{11)

xMiti = xP{11])

tL = I}

ColTIiULE

PFINT 11
FORMAT(Y

—-—- - -

Lo

X{11)

LL _
LL ='{15}_

20 11 = 1N

J = LL*]1=]
1F{Jd,6T N J = J=1
e Xl (J)
ytrl) = YI(J)

CohTIHUE

f'F(lhT 21l |
4 CRNATEZ/75%» "KOORD IRATE FPEHUIEPIPA!

IXIIIJ-Y’111-II=11N)

L

kil
" AlNF]1) =
yiNpyi}) ©

LD

'y = Yl(11+1l)
_IF“'I-"E!U!D)

= I =

1
(11
{11

25 It = 1» N

H = Xi11+1) - XT1]1

- Y{11)
GO To 22

s F1/72,9

A Falll)

ALFALIL)

IFIV,LT, 0.0 = 3,0

22

<4
L5

26

cyl.
f'f‘_lfiT 2é .,
P OFMA

G0 TO 25

ALFALLIL) = aTAN!V/ZiN)
1F{H,GE U, L.alID.V,GE,B.L]!
IF{HLT, U,C) GN TO 2%
ALPALTL) = AL FATLIIY + 2,5 ¢ P
GO TO 2%
AL  R(OTT)
TI1I.UE

= oalLfwulll) « P}
{aLratll?y JI=1,t)

TIEI.'ALF}\'ilf'aFfoX.SF';E,Sl3

. - - m=

S o ® ®w ® & o B 8 B ¥ p O 3 B 2 b " S 9 g b g e 3 0 ¢« ® ¢ & 3 @
COGHhOoI

0G FOLIGOHA® S5¢(/4F15,5))

s PI/2, {

e Y ey e EE—

G0 TO 25
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R S

3g FSI = 0O

4 RAF = ALFAUI*}) = ALFaAll)
IF{RAF ,GT,0,L) GO TO &0
lrtAleRAF).LT PI) G¢g To 7;
GO TO ]2C .

6y IFlABSIRAF)LT,r1) GO To 120

76 H ™ X{]+2) - x()
v = y(]+2) - yi!
iFlH,NELO,C) GO Tg 7)
ALFALI) &= P1/2,0 . .
1Fly,LT.0,0) ALFafll e 3, * P!/72,0
GO TO 75 o

71 aLFA([J = ATAltv/Hl
IF{H,GE.G,0,AKD,V.GE,u,0) 60 TO 75
IF(H,LTWG CJ Go TO 74
ALF5(1) = ALfatl! + 2,0 » PJ
GO TO 75

T4 ALFALL)Y = ALFALI) * P}

75 FS1 = |}
K 2 K - |
Ipl = 1 « 1 |
PRINT 61+ 1 ALFALL}, K

é&) FORHAT{IXtIS:F15!51Ib’

Lo B85 11 = Ifls K
xt11) = x111+1)
yi{i1) = Y{11+1)

- ALFA(IT) = ALFACITI+1)
&5 COMTINUE

IF{I,EQ.L1) GC To 3G

1 = 1=

GO TO 40

125 L = 1+]
CIF(I.LELK=1) GO TO “g

IF(PS],EG,CG! RETUPH

ket = K=1
" po 155 II=1,bL0)
IF{ALFALIL) LT, AL!H111+3!} GO TO 155
1 = 11
o GO TO 70
155 COMTINUE
KETURN
EMD
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1]IIIIIIIIIIHI“EIIIII! * & ¢ & = & & v b » & & 5 s & s & " s P

WNAMJELIA® 1ZRACUTIAVANGE TovirSILE 1 OHUVERSHOG POLIGULNLA

e e pe— fy S PN W ke T e wa . T e TR et e i v it Aty — . ————— - e e _

¢ o » 9o ¢ & & o 5 & » » e " W S OO p s e ® g s > e s ® 5 o

UINEnslon xte¢), YI50)
Srr = L,0

X{t+3}) = %{1}

Y{lie])} = Y(l!

LG 20 3 = e v - :
Px = Xx{1+1) - x'1)
DY ® Y{1+1) =Yi1)
IFIDXNE,C,.C) G™ To IG
RO ®= aBSiXx(j3})
¢Go Yo 15
IFIDY, NE,U,0) GO TUL 12
RO ™ absiy(y?)
GO TO 15

A = DY/DX

b = =]

c & v{]) - 4 ¢ .?!]1

RO ® ALSIC) / SCRYlA®a + pop)

| *ve DLz ItiA STRAMNICE AUI) LO AlLI+]) ®es
puz = SCRT({y*0> «+ Lyely]

SI" & SP + ROel:U7/2
LOHTIIJUE
HETURf:
LD



PHOGRAR PRIBAVLJA ULAZILE FODATKE 7A RAD SUBRyT]INE

PUZIVA JL 1 ISPISLJE DOPIVENL REZULTATE

u_..-.:-"""-"""“

- e -8 — W

DO 15 I=1,IVEX

PRINT 56,
NV = NVEXI
PRINT 57,
CONTIHUE
STOF |
PRINT 60, IDI
FORMAT{IHL»'D
FORMATIZZ71X]
FORMATI15)

l

]) ..
_lx\fEx!].J} dYVEX (T4 NS TIRR

M .
ROU KORKLAVNIH POLIGUNA 2%,15)

3, POLIGON Op*sI4s® VRHOVA')

FORMATI4(2F1G, 5}
FORMATOIIHE ¢ 8%

FORMAT /75X, "*
FORMATI 212X !

.'FON"EksNI FoLIGoONT?)

KOOPDINATE'.IS. . PDLIGONA'!
(*FlleB,y* 1", F11,5+¢*)',3X))

KOHyEX

Tt gL ot ko — -

FanATle-'**- GRE“KA see PROGRAN DIMENZIONIRAN zA POLIGOPE DoO'y
. 15, Vﬁuoha. POVEECATI DIMENZIJE,?)

5TOP
END

SUBROUTINE KOWVEX'
» : .
"TIA XTI SRS A AR A AR AR