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U disertaciji su razmatrene neke jednadine u prostoru
Z;z(ﬂz)akﬂje sadrze operatore -ifta

7;u(x):= U(x+A) (o-1)

operatore konvolucije
400
qgu(x) = jg?(:c—y)uw)dy (0. 2)

i operatore mnozZenje funkcija.Klasa takvih iednadina je veoma
opSirna. lieke posebne lase vezane su sa razlicditim problenima
iz mnogin -oblasti matematike 1 njene vrimene. Toj klasi pripa-

daju éiferencne jednacdine oblika

fue E aulxeh) = $00 ©3)

K=qg
koje imaju visSestruku primenu kao npr. u teoriji diferencijal-

no-diferencnih jednacdina .Takve jednadine nastaju prilikom ma-
tematicdkog modeliranja procesa u kojima razvoj sistema zavisi
ne samo od budufnosti ve¢ i1 od vroslosti..Teoriji i primeni ta-

- - w - r - il - j
kvih jednacina posvecena je opsirna literatura npr. [10,18,24,

,29]. .
Operatori oblika (0.3) koji figuridu u datoj diferen-

cijalno-diferencnoj jiednacini umnogome imaiju svoju specificlnost.
Jednawpd osnovnih pitanja, ﬁezann za ﬁrimenu diferencijalnoni—
ferencnih jednadina jeste objasnjenje cinjenice da 1i je opera-
tor 4 oblika (0.3) invertibilan ili ne. Od primena spomenimo
teoriju funkcija 30 , teoriju diferencijalnih jednacdina besko-
-naéﬁbg reda 26 .0sim toga, sami opratéri oblika (0.3) predstav-
1jaju Zaﬁimijiﬁu klaéuhéa'aépekté op3te teorije operatora 16,17.

Operatori oblika (0.3) rTazmatreni su u [5.10.12.13.25.28.33]itd.



Operatori konvolucije 1 integralne jednacCine tipa kon-
veolucije oblika

m
LUz X)) WX+ 2.

+00
0,%) | § Ce-y)ucyldy =Wix) - (04)
k=4 -00 |
takode 1imaju visestruku primenu i intenzivno se proulavsju
[2,15,19—21;36-333. nlozenost ispitivania operatora oblika (C.3)
i operatora oblika (0.4) u znacajnoj meri zavisi od ponadanja
koeficienata. U slucdaju kada su koeficienti konstantni, takve
jednadine se ispituju dosta jednostavno pompéu Fourierovih tran-.
sformacija..
U opstem siucaju kod takvih operatora ne moZemo. ispi-
- tivati. inve;tibilnostﬁ dobijanje uslova invertibilnosti opStih
operatora oblika_(O.B) ekvivalentno je nizu drugih slofenih pro-
blema, za koje je poznato da nemaju efektivnih resenja. Frema
tome prilikom ispitivanja obiéno se uzima jedna 5pecijalna klaé:
sa 0p§ratofa, za koje se mogu dobiti efektivni uslovi inverti-
bilnosti. Neke od takvih novih klasa posmatradéemo u nastavitu
disertacije. ’
Ispitivanja u disertaciji zasnivaju se na opstoj teo-

Iriji funkcijonalnih 0peratora,ikoja se nalazi u radovima sov-
jetskih mateﬁa%iéara A, B..intonjeviéa, a.V.lebedejeva, A.K.Zi-
tévera i V.V.Brenera [1-9,22,22]. U Coi teoriji dobijen je niz
opStih teorema o svistvima jedne klase Ctalgebre - algebre
'geﬁérifane diﬁamiékim sistemima. U taj klasi algebre pripada~
‘ju C‘F-algebre.g‘enerirane operatorima oblika (0.3), C*;algebre'
'generirane pomoéu nekoliko vrsta 0peratofa tipa konvolucije 1

- jos8 nekim drugim. N o
: e R e o ey et e S P I R
Najvise su ispitivani dvoclani operatori oblika,



Luix) = QX UE) + 0400) U((X) » XX (05)

gde Je gJ}G“’}C zadato preslikavanije. Uslovi invertibilnésti
operatora oblika (C.5) izrazZavaju se kroz prostor'/vlq maksi-
malnih 1deala (jr—algebre /ﬂ ,Teneriranu pomo~u koeficienata
operatora (0.5), kroz Gelfandovog preslikavanja te algebre i
kroz geometrijske sredine koeficienata u odnosu na meru na -
prostoru MA ,invsriiantno i ergodicnu u odnosu na homeomer-
fizam &« M —> M ,generiran preslikavaniem 3

U disertaciji ée biti razmotrene visellane diferen-

cne jednaline oblika (0.3) kao i jiednacine tipa konvolucije

oblika (O0.4) kao i uwopstenje integro=diferencne jednacine ob-

lika
L
4ux)= Z dx(x)u(’ﬁ“dx)a- E > 'Og;(") j é(x-y)uw*wa)dy =W(x) (06)
k=L J=L

. Takode ée biti razmatrene i analogne jednadine u :viSé - di-
menzionalnom prostoru ﬂf‘. Kako ,je veC prime¢eno, u sludaju
proizvoljnih koeficienata, takve jednacine i operatori nisu
pogodni za efektivna isPitivanja.

" Posebno ée biti izdvojema iedna klasa koeficienata
Qc i QOgj koji pripadaju operatoru (0.6) a za koj_e se mogu iz-
vr3iti ispitivanja viseclanih operatora, gde je ™ broj sabil-
raka ve®i od 2. Tu klasu karakteriSe uslov da_koeficienti ima-.

ju oblik .
- { l-ﬂ.z
A (X) + Qi (X) €

gde su A i konétantni iliu beskonaénosti imaju limes.

.....

Koeficienat te klase 050111ra oko nekog srednjeg polozaga .

Nekolik&itakvik jednadina; razmetrene: su; u. [??1&:2;]



'Ispitivanja u ovoj disertaciji biée sprovedena po op-
Ytoj shemi. U poletku problem se svodi na razmétrenje DOMOCNOL,
dvodlanog furkcionalnog operatora oblika (0.5). Zatim se kon-
struiSe prostor maksimalnih ideala odeovarajule algebre koefi-
cienata. liadalje, konstruise se izomorfizam « . MA—)MA i opi-
suju se invarijantne mere. Konkretni rezultati slede iz opste
teoreme. Takvom metodom su ispitivane jednadine oblika (C.3),
oblika (O.4), oblika (0.6) i analogne jednadine u R™. U vide-
dimenzionalnom sluéaju (ny l) razmatraju se Takode operatori sa
sloZzenijim ponasanjem koeficlenata.

Primetimo da je prostor maksimalnih ideala posmatrane
C*-'-algebre konstruisan veoma sloZeno (npr. MA je unija p-dimen-
zionalnog tOrUid TP i prostora R koji se namota na torusu T”') |
i njen oblik zévisi od téorijsko—brojnih svojstava brojeva

ey ?.C'"L 3 -“"! ‘*Uw\ 2 ﬂ .

U prvoj-glavi disertacije izloZene su osnovne Cinje-

nice opSte teorije neophodne zajdaljnja ispitivanja .Original=_

ni rezultati su izloZeni u drugoj i treéoj glavi.



I G.L AVA

U ovoj glavi izloZiéemo nekoliko opstih rezultata o
funkcionalnim operatorima i algebri generiranoj vomocéu rniih.
Ti rezultati nalaze se u radovima [1—9,22} i Cine osnovu za

dalinja ispitivanja u glavama II i IIT.

*‘
£ I.1. C -ALGE3RE GEHERIRANE FOMO{U DINAMICKTIH SISTEHA

- ———

Funkcionalnim ovperatorom nazivamo orerator oblika

bux) = 3 axX)u(ge0) (I.1.1)

gde su Q, date funkcije na skupu ¥}, 9 : X —X zadata
K

preslikavanja. Operator se razmatra na nekom prostoru F ( )C )
funkcija na skupu x . Dole formulisani rezultati uglavnom se
odnose na operatore iz prostora L (Xl{} gde je A neka mera na
x . U slucaju kada su Dresllkavanga ? invertibililna, opera-
tori oblika (I.1.l1) generisu C-—-algebru koja poseduje specijal-
nu strukturu. Ta algebra pripada klasi C-algebri, koja se z&-
sniva na dole navedenim aksiomima. Takve algebre. nazivamo C_f

—algebrama generirane dinamidkim sistemima. Deistvo gruve G na

skupu J§ zove se preslikavanje d:G6xX—=>X takvo da je
dex)=x , ¢(2h,x)=¢(% 8(4.x))

Ako je grupa G topolo3ka grupa i X topolcski prostor, tada

treba dodati da preslikavanje §.‘.‘ GXX—#X bude neprekidno. AKO

je o prﬁostor mere, tada treba dodati da presilikavanje 9(3’5}

bude merljivo. Dinamilki sistem je dejstvo grupe na nekom pro-
storu kao i razmatrene algebre vezana sa nekim zadatim dejst-
vom iste.

Def:.m.c:. g I.1.1. Neka ,je B Banachova algebra, - 6 -
diskretna moupa i Banachova algebra B: je. algebra tipa) 5(A 6,Ty)




ili algebra B generirana podalgebrom A i reprezentaciiom

grupe G ,ako: 1e data zatvorena podalgebra A u B i .zadato

renrezen’cac:.aa 7; grupe G u A tako da vaze sledele akslo-

me: | ' ‘ a
l.']’%A"]; ¢ A  =a proizvolino ae A i g€ ,

2. Skup R® konacnih.suma

Zaﬂ—l—? ) a%eG )

je gust po normi u f3

Ako su A i B C—*algebre i reprezentaciia —’; uni-
tarna, tada kaZemo da je K algebra tipa C*(A, 6’7;) .

Primer I.1.1. Lieka je (x)z V“') prostor mere, ?,fix—-bx

inverzno merljivo préslikavanje, koje cuva klasu mere _4{ .

Freslikavanje 3. duva meru _~t , ako za biloc koji merliiv
skup w iz X vaZi

/‘((w)—o tada i samo tada, ako je /‘4 (?!(w)).._.
Neka je (3 grupa preslikavanja skupa X , generirana pomoéu
preslmavanja 9 »i=4,2,.. 1 . Svakom preslikavanju 3, iz gru-
pe G pridruzimo operator s:.fta, koji deluie u prostoru[; (x/"l)

formulom e

T;u(xl = [Yg,(‘x u(g (.n:)) (L.1.2)
gde Jje \’alx) a!ﬂ;/,; Radon-~iiikodimov 1zvod /oc5 mersa na X
definisana pomoéu formule (W)= /f-(fg,(wJ).__Lako ie videti da

je operator 75_ invertibilni operator i izometrija u prostoe—

ru Lp(x,/‘t). S obzirom da je |
Y;ér)- (—ﬁ(.'l:)) (=) , tada -Té T -, 7;_;\_
odakle sledi da operatorl TS’ adagu reprezentaciju grupe & -

Neka je A algebra operatora mnozenja funkecija iz prostora

L (X,/—L) ‘ 1:3.' operatora obl::.ka




7za proizvoljno 9. iz G i A 1z A imamo
L TaoTyt = e(g0) (L-1.3)
pa je aksiomal.f])eflnlclge I.1.1, 1ispunjena.

Heka je RK°® skup funkcionalnih operatora, predstav-
1jen1.h u obllku konacnih suma 20375, Jaj e-A B—- naimanja
Banachova podalgebra u L(Ap(xl/n)) , Xoja sadrzi R° . Tada ie
B algebra tipa B(A,G,E), a za P:z_ algebra tipa C*(A,G,E).

~ Favedimo primer algebre tipa B(A,G,E) u kojoj opera-
tori koji daju reprezentaciiu grupe nisu operatori sifta. Teo-
rija omosudava ispitivanie i takvih algebra, .analognih alze-
brama funkcionalnih operatora.

FPrimer I.l.2. lieka je A Ctalgebra operatora u pro-

storu Z,Z_(R) generirana operatorima konvolucije sa funkcijama
iz-[,i(R)'i opéraforima mnoZenje neprekidnih funkcija, za koje
postoji limes kada X»+ i kada X-»-40 .

Operatori 7;11(1')?- exp[z'gtx_)]u(r) mnoZenje funkcija -
.QX.‘PET: 3.(:::)_],35& zadaju reprezentaciju grupe R . Pokale-
- mo da svaki operator Té, rdnerira automorfizam alsebre 4
Zaista, za operator mnozenie funkcija‘ 4 ocigledno vazi
751517;1:-0., dok za operator kenvoluciie cf sa funkcijom Y

imamo

. . +00 _t-gv + oo
“@cﬁ’r;ucxh es"_i_‘f(x-v)e uy)dy= [ Bx-yjuwydy

| g | IR
gde je "ﬁ(r)-'-'_' e \f’(x) t3. {3 % 7;_ je orerator konvolu-
cije. Na taj nadin, C-algebra B generirana algebrem A A

i operatorn.ma 'T%_ je algebra tipa C (A R Elementl te alf-a,

- ‘-t._:‘

'gebre su operator:. tlpa konvoluc:.ge sa OSClllI‘UJHClm koeflz.

\..
*._.1...,’;.'.

c:.ent :|.111.'.5~;‘""...1



;,eka je E) aT r“ebr-a tina C(A G ) rreslikavanja
su automorfizmi C*—algebre A 1 daju odnosno definisu dei-
stvo grupe (5 na A . Trojka (A,GT]ltoja se sastoji iz (Zal-
zebre A , grupe @ i deistva grupe @ na A automorfizmi-
ma § , 20Ve se C ~Ginamidi sistem[13].

Prema tome sa algebrom B vezan ije Ctdinamiﬁl:i S1--
stem (A,G,—G) . Cinjenicu da dve (=alzebre tﬁ.pa_c_x(A,G,Ti) ce-
neriraju izomorfne dinamicke sisteme nije tesko vroveriti ;

l-"osta_vl.ja se pitanie: definife 11 C"—-dinamiﬁki sis-
tem (A,G,Té) iednoznadnu algebruBRodégovor je u opstem sludaju
negativan. Zaista neka su date dve Ctalgebre 8 :-"-C"(Ate;—r:‘})
i 81: C*(A"G,Ua}sa istom grupom G i neka je dat izomorfizam
‘-f’:Al-, A:l. C:algebre takav da za proizvoljno g€A i 366 vazi

P(T32Te")= UgTea) g (L.1-4)
ti. C'-dinamidki sistemi (A,6,Tg) i (,4,,@,.;1%_) su izomofni.Tre-
baobjasniti ¢injenicu da 1i se pridruzivanje
¥ Ty > 3 flag) Ug. (L-1.5)
‘zadato na skupu R° konadnih suma moZe profiriti do izomorfi-
zma Calegebrin B i R4 . U op3tem sluéaju odgovor -je nega:—
tivan.

Frimer I.1.%. - Neka je A algebra operatora mnozenie

neprekidnih :peri\_@_cﬂl__iénih funkcija sa periodom I u prostoru

LY(R) » koji se sastoji iz periodilnih funkeija, koje lokal-

no pripadaju 4,(R) . DefiniSemo operator Zifta T Tuex)=Wx-4),
Cfalgebra B -ge‘nerirané pomoéu A i T Jje algebra tipa |
CY(A, Z T’y Keka ‘je Bi G'élgebra operatora u .prosto:m‘ s, ( R)

- gener:.rana algebrom ,4 operatora mnozen,j a neprek:.dnlh perlo- ‘
e TEL . Y- < R R ‘ x : " Thpgagptda iy T3 e + -4.'-...,.' -_,‘,..,.. ) : LER .:.ﬁl? LT




Aidninh (sa oe eriodom 1) fun¥kciis i oreratorima Fifta Vucx):u(x..ftj ,

Tada je B alrmebra tipa C (A.,,Z V} deigtvom izomorfizma ‘f’:,q..;Ai
vazi jedna}.«:ost (I.1.4). tiedutim, s¥o de drod ﬁ:'!//v racionz-
1an , tada pridruzivanie

S Ay -——»de\/k (I-1.6)

ne definife izomcrfizam izmadu =leebri B i one &, . zaisiu ,
nrema formuli (I.1.6) operatoru T/V citrvars onerstor \/” ,
ori Cemu T'M:-"I 2 Vﬁ-';f'r e 7R Suomema frororiizma. o to

vife, nridruZivenie (I.1.05) “a2k re wredgtavlje ni wreslireva-

zantl —

(D

nje sa R8° u 8‘ . ier desna s%rana zavisi od na&inz repr
ranja elementa u obliku sume a u alzebdri 8 takvo reprezenti-
ranje nije jednoznacdno.,

nako se vidi iz ~ornieg nrire~z nroblem eczistenciie
izomorfizma se deli na dva pfoblema:

DefiniBe 1i pridruZivanie (I.1.%5) algebarski izomor-
fizam izmedu (ne zatvorenim) podalgebrama £° 1 '5“ koie se

agtoje iz konadnih suma? i
y

fioZe 1i se na jedinstven nacin uvestil Ctnorma na K°
koordinirana sa postojedéem strukturom. koja se poklapa sa de-
finisanom normom na A takva da je ! Té_ﬂ-fi v

rrimeri vokazuju da je odgover na pitanje jedinstve-
nosti normih u opftem sluéaju negativan,

Primer I.1.4. Neka je R° algebra trigonometriiskih

polinoma oblika koA
2

G(t)= 2.0 €

Ako umesto A uznemo polje C kompleksnih brojeva, stavimo

G?‘- Z. i -l;-:.-:. eiF'f; algebra R° pripada razmotreno] klasi alge-

bri i jeste algebra tipa ((€,Z,T) Na B’ mo¥emo uvesti dve
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Nl = max | 6LO] 5 160, ”3:??,,-’6“"’
7a te norme vazi yaz ”4_: //dz !{Z =}akl ’ ” ei{”i:ﬂeff“zz 1 |

.cedutim te norme su razliite. upeciialno, kompletiranje C%

Cfnorme .

_alcebra A€ po normi / /& je aleebra Cro, 17 nenre"wnlfl
ﬂflz.

funkcija na- seznmentu, dok %omletiranije B¢ po normiyje zige-
(Si 3 3 - bl = * * - . ¥
ora C nepreliidnih funkciija na Itruinicl 1 kompletiranie
i B4 visu dzounorina,
Frimer I.1.5. .eke je (3 fiskretna erupa, 7}‘ nig—

na leva regularna reprezentacija na dDrostoru ,{_’2[6), i, Te—
prezentaciia koja deluie po Formuli
Tg U(R) -u(g 4.)
iieka je R°® algedra orerazora u .&(6}, k¥eoila 3 855-

toii iz konadénih.suma Za57§, sa onztantnim koeficientima

Ako unesto A uzﬁlemo polje C , tada alzebra B°® imadée zor-
nju pomenutu strukturu. lLa algebri B° nostoji prirodna nor-
ma //-6//1 norma ouneratora u dilbertovom rrostoru (;(5}. roano—-
i1 takode norma /{»6//2 !roje;f je jada od C:-norme na R° , de-
finisana formulom
(64, = ~p 7t
«dd se supremum bira preko skupa svih renrezentaciia 7C ol ore-
bre B° u dilbertovom prostoru, koie udoveljavaiu uslov
” )| & ¢ Z Cl?,]

liedu svim preoroglv:m grupama odvoiimo podiklasu ¢ru-
pa takozvane amenoabelne [14]). (ve grupe poseduju niz',,dob-
- rih svo] stava?” . U klasi amenocabelnih grupa pripadsju sve ko-

mutativne grupe i sve razreSive grupe. 3lobodna grupa sa dva

generatora nije amenoabelna. 'Pozna}to je da //‘6’ //’6//1
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tada 1 samo tada,_kada je grupa 6 amenoabelha [14]. Prema
tome ako grupa.cs nije amgnoabelna, tada na algebri B° pos-
toje bar dve razlicite norme. U[E,#,?,Qj'ukazano je na uslo-
ve grupe (> i na karakter njenog dejstva ns algebri . Ako
su ti uslovi 1spun1en1, tada je'odzaﬁoﬁ na ritanje egzisten-
c1je 1zomorflzma¢%%%§§£513emo te uslove i odgovarajule rezul-
tate. Ukazuiemo na klasu grupa, za koje je dokazana Teorena
o izomorfizmu. -

' Za konadan podskup F iz grupe & oznadimo sa /F/
broj razlic¢itih elemenata tog skupa; dok sa /Tn skup eleme-
nata predstavljenih u obliku proizvoda od M elemenata 12z .

Definicija I.1.2. Grupu & sa konadénim brojem gene-

ratora %;3,..,& nazivamo subeksponencijalnom, ako za skup

-1 -1
={e g 988 ]
Zsm{g”[‘/"= 1.

Vi 200

vazi jednakost

Elementi skupa E;" su slova duZine m i po definici-

ii u subeksponencijalnoj grupi broj slova duZine 7 raste spo-

&n

rije nego £ za bilo koji E&70O .

Definicija I.l.3. Grupu (@ nazivamo dopustivom ako

za bilo koji konadni podskup F iz G postoii niz podgrupa
G, =1} c G, CG,C-C Gy
tako da FC G_p , Svaka podgrupa GZ-1 je normalna u ch i
svak'a‘falctor grupa Gx/Gr-_f. je subeksponencijalna.
3] k:'la‘si. d0pus’civih grupa pripadaju,  specijalno sve

_Jn-

razreSive grupe- UJ‘buduce sve grupe sa kojima se susreéemo

- komutat:.vne odakle 1 dopustlve.
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Iieka je A omutativna C“—-algebra. ~ao <to ie poz-
nato [32_] I;QStO-ji kaﬁaniﬁni izomorfizam izmedu algebre A 1
algebre C(MA) neprekidnih funkciia na prostoru Ma naksimal-
nih ideala algebre A . Taj izomorfizam nazivamo Gelfzndovo
preslikavanje. Tunkcija toja prilikom toc i;omorfizma OCEOvVa—
ra elementu Q@ zove se Gelfsndovo preslikavanje elementa Q
i oznacava se sa 5.(3‘) 3 EEMA '

bvaki automorfizam C: A— A  csenerira neki Homeo-

morfizam "(t:MA_’MA . rri tome dejstvo automorfizma vezano

je sa X iJednakofdu

Faiz) = a (Le(5)) (I.1.%)

-y

opecijalno, svaki automorfizam -G_ 'a — ’T‘1 a",‘;'i
generira homeomorfizam 0(3, . MA-—*'M . iomeomorfizam oég ).
366 definiSe deistvo grupe (G na M, .

Definicija I.l.4.. KaZemo da grupa 3 deluge na Ma

topoloski slobodno:’_.bbmoéu preslikavanja o(? , ako za bilo
koji otvoreni skup WCMA i bilo koji konalni izbor [ ele-
menata iz G pOutO:]l tadka S GW tako da su slike o(?_(g)
3€dea po dva razlidita.
U tom sluéaju, takode keZemo da grupa (3 deluje na
alzebri A pomoéu automorfizama :1‘5, tpoloski slobodno.
Teorema I.1.1. (Teorema o izomor#izmu) Ieka je K

Cialg‘.‘ebra tipa CH(A:G,T?): B, ie CCalsebra tipa C*(A:I ,G}Té)

- - ™ - * - = W - L] L] - » -
‘1 neka su 1m generiranl C'-dinamidki sistemi izomorfni ti.

postoji izomorfizam ‘P A-—er A:L takav da je
(T aTg?) = Uy P Uy (L.1.%)

Ak:o je grupa (G dopustiva, algebra A komutativna

n
i grupa G delu,je automorfizmime na ‘' A. topoloSki slobodno, :



tad= pridrazivanie

F:xa T, — > Tlag u%_ (L1-3)

o - . _ ) -— . ae, - - . _'I__‘ — o - - - —— f Nt
s ocrumed weowidantd fagmeme palov dedsgmos SoenToT0g
.« . f“l n e e oy -;----'ig:. o, e :-*.m1r01 - -:;.r,-- - ﬁ-—'igf—'l P . — T - - F S
‘-'*T.-l S BRANAS "t ZImen T L e oy N et LT T v ey T35, 4. AN A S SN PR R
-t o
» a = | - = . ‘-_“' » - .
FonTeme YImanniiyens v D iusosny Temuntenas g Toovvrn R L A TP S,

walntizi zlobodno.
—Fgorpmr T.'t ':‘:_';' 4#':'-1,'1:‘ _in 8 ‘ f. o Sy e e e g C#(A}G { )
. S R S - .- - ome DA - CEE " e e T Le oS J %
o . .
ia ( — ey LT T C* A 16 u ) I MNeTz sy o cenerI rarnid
1 b . i - 3 - I ’ 5 — L L e - N S . Yl o e = ma s e o

*_sinamiski sistemi izomorfni, 4. nestoii dzomoriizanm

iko je grupa G subeksponznciialna. A ~roizvolins

r - - upt i - a
C -alzebra i za kona’ne sume vaZe nejedns¥osti

”Zf‘&—’;” 7/”'ae" ) dgéA (I:1.10)
| 2_ Oy ug//-?ﬂae// , QgeAy  (T1.71)

7
; P A B Se T.1.S : : & ; Yo
tade pridrufivardie (I.1.5) onrodirnie se =z =rups B° onacnin
' o . oy “ 41 ' - s
suns o0 1Z0oTorirziuad C--&:_L.E‘!ﬂ.'a"lﬂ?? B - 81 .
Jazy dzmeduy uslowa doiztve Tomoelot’mt Fiodbnacna 1 one-

g - o R L -L'l' q- 5 -—t-: by "H ]
sednalzosti {(I.,1.10) utrriuis siedel=zn tegrena

Teorems I.1.7. l.ela Je 5 sl abhra Tima C"(A,G;E}

nde 1ie A izomorfna sa C(M) i romutativna. ‘rupa & delu-
ie na A automorfizmima topcloiki slobodno.
Teda za bilo xoii elemenat 46 iz B° oblika
4=2
geF

rde je F Xkonadan skup iz & , vaZii

[Zas lo ]l 2 [|ael| -
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§ T.2. 'SPEKTRALNI RADIJUS OPERATORA TESINSKOG SIFTA

Priiikom ispitivanja spektralnihMSVOjstva funkecijonal-
nih operatora, prvi korak je izrafunavanije snektralnog radi-
usa. Larvo izraéunagvanje u sluéaiv oneratora tezinskog &if-
ta, ti. operatora oblika |

Lucx) = aAx)ulFx)) (L-2.1)
ie veoma bitno, jer u tipicnim sluéajima spektar operatora
oblika (I.2.1) je prsten ili krug i spektralni radius daje sve
informacije o spektru . Formﬁlu spektralnog radiusa mozemo do-
biti ne samo za C*—algebre, ve¢ i u slufaju kada je A uni-
formna algebra [6,22,27] .

lieka je X, kompaktan. Fosmatrajmo uniformnu alge-
bru A na x , Ti. uniformnu zatvorenu podalgebru algebre
C(DC) . Leka je A A*L(E) izometricka reprezentacija alge-
bre A u algebrm linearnih ogranidenih operatora u 3anacho-
vom prostoru £ , T invertibilni operator i. izomtrijia u E
takav da Jje -
T r(A) T—L — TCCA) .

AutomorfiZM'?:ﬂ‘M)‘?ﬂ'(A) definisan formulonm
T)=T<T?* , 6ex(A)

cenerira homeomorfizam a(:M-—)M prostora makéimalnih ideals
algebre A ; ‘T"(Q)(m) —-_—..-.a(a(Cm)) ) meM |

.Definicija I.2.1. Podskup V prostora M nazivamo

granicom za A [6,3'52], ako za proizvoljnu funkeciju féA

maksimum modula dostiZe se na V . Presek svih zatvorenih
granica za A je granica za A i nazivamo je granicom Zilova

9A algebre A .-
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Frimetimo da SACXC.M . Tosto je homeomorfizam
A egeneriran pomoéu automorfizama alsebre A , tada za bilo
koju granicu |/ slika °((V) takode je granica a isto tako
. "'i _— . - o
je i o (VJ . Prema tome 2A Je invsrliantna u onosu na oX .

Lefinicija I.2.2. leka ie Cy.‘\)) prostor sa kona-

) m " . g - - * =
gnom merom, »664 (y) . veomelrijskom sredinom funkcije '6

po rieri Y} zovemo broj

S,(6)= exp | In[6()[dv
N

3 stavlijamo S’\!(,G):O’ ako ie 'ZHI’G(YJ! ne sumadilina funkecija,

weka je /3! (’)T,v)—an(‘b?n)) merliivo preslikavanie.

iiera V) zove se Invarijantna u odnosu na preslikavanje (R

ako je

N (G () = D)

za bilo koji merljiv skup W ; Verovatnoéna(ti. 'D(YJ=1) in-

varijantna mera ) ' zove se ermodilna , ako je YW]=0OIi Y(w)=1

za bilo koji merljiv s}mp W takav da

H(w A Alcw))=0 .
(Bimbolom W, & Wy oznadavamo simetridnu razliku

(V) J (warNei) [23]).

Setimo se da nosalem mere VY na topoloskom prosto-

ru y (oznaka SuPP'))) nazivamo naimanji zatvoreni skup takav

da je (Y suppy) =0 .

Teoréma I.2.1. - Neka je A uniformna algebra ,

o d .‘.'- A= 9A homeomorfizam granice Silova JA , generiran
automorfizmom QA>T Q@ T-i Za spektralni radius 'Z(?r(ﬁ)T) ope-

ratora- W(d)T s A€ A vazi formula
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7 (1@)T) =max S(Q) (1.2.2)
- v e

cde je A sk.'i:lp mera na QA . ergodiénih' u odnosu na nomeo-
morfizam O(_ .

Da- bi primenili tu teoremu i dobili meke-opsSte rezul-
tate , potrebnb je naéi ergodiéne mere za konkretnu klasu
preslikavanja.

Razﬁotrimo nekoliko primera,-gde se izracunava spek-

tralni radius operatora tipa tezinskog Sifta., pomosu Teoreme
I-Ehli

1 1
Primer I.2.1. Ilieka Je S": ﬂ?i(modZ) ) o(.-' S“" S

homeomorfizam kruZnice. 2Buduéi da postoji oligledna klasifika-

cija homeomorfizama kruénice[?l]ﬁada ie mogude opisati sve er-
godiéne mere. Istovremeno, .niz karateristicénih svojstava opera-
tora teéinskih Siftova realizuju se tek u prostijim sluéaiima,
kada se tékﬁi operatori posmatraiju u prostoru funkcija na kfu-
znicu.

Fodsetimo se nekih pojmova 1z teorije preslikavanja
kruZnice [31] .

Tacka p e S? zove se neruwt3dJucd tacka za ho0-

meomorfizam of , sko za bilo koju nienu okolimu [§ postoji
takav broj ne{Z\o} takav da je

_ [«"(U)N U] 2

Neka je cﬂ,(‘) skup nelutdjucih talaka za ¢ . Cigledno
), (¢) je invarijantan i zatvoren skup. Nosaé bilokoje ergodi~--
éne mere u odnosu na homeomorfizam of leZi u J3&]). |

Ako.homeomorfizam of &uva orjentaciju, tada njemu
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mo%émo pridfr'uiiti broj (L) , p& CllY<&4, takozvani broj
rotacija.

Broj T(«) ie racionalan tada i samo tada, kada se
JZ(oC) szstoji samo iz neperiadif."niﬁ tacaka.

U sluéaju kada je (L) iracionalan razlikuijemo dva
oblika homeomorfizma:

i) trnzitivni,kada je JU(A) = Si -

ii) netrnzitivni, kada e J}(£) perfektan i nigde
zust skup.

| Ako .je. X difeomorfizaﬁ, pri demu je izvod of ' ne-

prekidan i ogranidene varijaciie a “C(«) iraciionalan broj,
tada je po Teoremi DanZuaf24] &( . » tranzitivan.

Frimer I.2.2. U prostoru C(Si) posmatraimo ope-

[caT)$]oo = acx) §(£x)

sde AMIEC(SY), L homeomorfizam od St . Heka je A=C(SY),
tada je 2A =5:, - ?T'A""L(C(S{J) ) [T(G-)DCJ(I) = ax) fx) -
je izometridka reprezentacija algebre A .
B C(Si)—? C(Si) ) [T—j'](x) = $((X)) je izometrija
i invertibilni operator u C(S%), pri femu
Toca)T: = al(x(x), aeA .

a taj nadinispuniavaju se uslovi TeoremelI.Z2.l.

rator

a) T = , gde je L neskratljivi razlomak. U
N N |

tom sluéaju najmanji period svake neperiodicéne tacke iz cf&(a(')

jednak je N (31]. svakoj tadki x€JL @) moZemo pridruiiti

ergodicénu meru /L{x_:

) = (L) = e g ()=
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. . i . :
a meru od ostalog dela od S~ uzmemo nula. Ofigledno, da
bilo koja mera koja je ergodi‘na u odnosu na oL ima tzkav
oblik. Frema tome ako je T )=-—5 . tada se spektralni radiius

N

operatora a| izradunava poformuli

™ = Q a((x.—JN
x(aT) = max )eXPgiln}a(x)ldﬁu o x:g%[ N ja)]

- N
ako su sve tafke kruznice veriodicne, . 0((.2.’)=r tada u tom

slu~aju imamo

z 1/N
ax (x) :
1aT)=max [ 11 fa @)

b) ol - Tranzitivni homeomorfizam (JSb() = Si)

iieka je rotacija wrusa za ugao T(L), koii se

(K}
dobija iz *ifta na pravoj €—» T+ T(X), roznato je u tou slu-
faju da je preslikavanje oL topolaski Konjugovano rotaciji
T()

sledeéi dijagram komutativan

S'f ol ‘f-

21 (%
Si r'ar(.nﬂ} S 1

sko je 7y invarijantna mera za of , tada se mera xm

) ,[51], ti. postoji hon;eomorfizam ;{ 5."... 51 takav da je

4

defini%e formulom 1
()= D (A(w) s WSS

i invari,jantha je. u odnosu na am) . Céigledno je da se na
taj nadin uspostavlja uzajamno jednoznadno ﬁridruiiﬁanje iz-
medu ergodidénih mera u odnosu na ©{ i ergodidnih mera u od-
nosu na ﬁa_‘,. liedutim za 9““)‘ postoji jedinstvene Borelova in-

varijantna mera - mera Lebega. U tom sluéaju Eormula spektral-
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nog radi.jus‘a je oblika
n(aT) = ex;oj In|Q ({i(x)) l dx
S'L

,ekPJilh[a(’ﬁ'jO‘)){dx = O

ako intesral na desnoi strani divergira.
Z7a ACX)$¥O na S" iz fornule
W'-S_,(a) > X > 7'?'1(1’?- S(cﬂ.)

sledi da spektar omeratora @1 Jle%i na tru”nici rsdiusa
~1
ép)(/oj In|la(4 c‘x))’ dx
Si.

Primedba I.2.1.

a) Ako je of rotacija kruZnice 6(:%‘)1:&(:1& je A)=x: 1

(aT)= exp | In|Acx)|dc
S1

b) ieka je of tranzitivni homeomorfizam (zde e cf&(a()
nigde gust séhp). Cznacimo sa |
cfz,ifa()::: { levi krajevi komplemenata od Cﬂ,(‘() intervala},

Sop() = ( So(A)\ Slog (L)) -

Zna se [3] 1]da u tom slu¢aju postoii uzajamno jedno-

znadno neprekidno prelikavanie #:db () St (topolorsiia na

°Q‘z(°() inducirana sa S?) takvo da ie slededi dijagram komutu-

tivan:

Jb,(*) ﬂ(o()

4 4 £
Si_ ‘&(«) > éz
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primetimo da je () prebrojiv skup i invarijantan
u odno.su na; _oC koji se sastojli iz ne periodinin tacaka ( ako
se T iracijonalan, tada homeomorfizam & nema periodicnih
tafaka). Cdakle za bilo koju meru 4} ergodisnu u oGnosu na of
imario ‘1)(4211 (*):0. rrimetimo da nosac bilo koje Takve nmere lo-
i u Jb6(L) . Erema tome ’O(cﬂaz("())::'i . l.a isti nacin %30 i kod
s]uéaj; b) rostoii uzajamno jednoznaéno pridruZivanie koie He
errodicno u odnosu na d i ercodidno v odnosu na 6’("{-()

(/bt(ca) ﬂ-‘)(,ﬁ"(co)) ) W C Si) :
Buduéi da jedinstvena ercodicna mera u odnosu na Gt_m)

se mera Lebeca, tada dobijamo

rn(aT)= exp Jsiznld(r)ldx ,

cde je VY mera sa nosaéem na JSHK), definisana po meri ILebe-
ga na St.
Tu formulu mozZemo napisati i drugadéije. Uvedimo fun-

keiju & na 5‘1 . zadatu uslovom a(r).-.-.a(f (Z)))océ_s_’-“.; r"-a-_da a.c

K4 o
nlal)= G’X/ojiln & (x)[ dx
)
U sluéaju kada je gey#ona St , na isti nadin kao

u tadki b), ustanovimo da spektar ¢4@T) operatora aT leZi ra

krugu radijusa

' atx)|d
prgtzn( x)|dy

i
¢) Neke homeomorfizam & S— Si menja orjentaci-
Ju. U tom sluéaju [31] JZ(a() se sastcjji iz dve fiksne tacke Xy
1 X, i moguée tadaka periode 2 (skup takvih taaka oznadimo

sa dz,ttd-}).. Zakljulivsi isto kao kod sluéaja a) imamo
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= ’ 1.
n(aT) = mak {la(ml,]acxzn, :;diﬁ ‘]cﬂx)ﬂ-a(a(cx))! zj

Primer I.2.%. U prostoru LF(SIJ s {1&) soo posmat-

[(aT )s] ) = a<x)[°<'(x)}wnf (w ()

cde QX)€ C(S‘j.j o{~nomeomorfizam od S" , koji Cuva klasu ek-

rajmo operator

vivalentnostilebegove verovatnoéne mere, -£.20,a(X) izvod
Radona-liitkodima mere o((c(x) po meri Lebega olx (ako o ima izvod
u tacki % , tada mozemo uzeti da se oC.'(-?.'o) poklapa sa vrednos-
¢u izvoda & u talki Xe).

Umesto A uzmemo C(S) QA=S*t & A—-?L(A- (5))
[ﬁ(a)ﬂa’j QAX)$(X) je izometridka reprezentacija algebre 4 .
Operator T, L(S"'j L(S) definigemo po formull

[Tjﬂ-](a:) _.[.,ccr)] =5 (aL(I))

Tada je T izometrija i invertibilni operator, pri ¢emu

. Tra))T? = f/’t‘(a(acch)

Kako su mere invari.jantne u odnosu na o iste kao kod Prime-
ral.2.4, , tada koristedi sluéajeve a),b),c) i 4) dobijamo
formulu spektralnog radijusa operatora oblika al .

Primer I.2.4. U prostoru HF, 1sps 00 posmatrajmo

[@T)$]ex) = ) [ac'(x)r/""{(oc(x)) :

gde je Q(X) analiticdka funkcija u [) , neprekidna u B ) o(_

operator

a—y

homeomorfizam sa [) na [J , koji je analitican u D ,«(X) je izvod |
od of u D 2 -0.
. Neka je A algebra neprekidnih funkecija na D i ana-

Litigkin w D.. A je nuiformna algebra na Sti gA=8%,
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WA”L(HF)’ [ﬂ'm)}](x):afr):‘(x) -~ je izometridka reprezenta-
cija od A Operator T . H’—»H"definisan sa
| . T/
[T$]¢x) = [ )] $ (o (20))
je izgometrija i invertibilni operator u H4° ,pri femnu
=4
T alex)T = a(a(x(x)} .
jia taj nadin, primenivei Teoremul.2.l. i PrimerI.3il. , dobi-
jamo formulu spektralnog radijusa za oneratore oblika al.

Primedba I.2.2. Zbog analiticnosti preslikavania

o St S* i teoreme DanZuaa [24], u datom primeru ne moZe
se realizirati sluéaj b) Primera I.3.l. - ne tranzitivni ho-

meomorfizam.

" .
Primer I1.2.5. leka je J torus realiziran kao pro-

!

stor: *R’" po mod 1 po svakoj promenlijvoj. U prosto‘éu C( 'ﬂ.'m)
([,’(‘]]"m) ,1¢42¢ 00 ) defini¥emo operator #ifta po formuli
[Tf](f):-f(o((x)).: LX) = X+A A=Ay Ay 0emy) f.,) je dati vektor.

| Posmatrajmo operatore ol gde je }a operator mnoze-
nje nap:neﬁldne funkcije Q(X)€ C( T"ﬂ Kao algebru A izaberi-
mo algebru neprekidnih funkc:.ga

A:C(Tm) : QA:TM

Oc¢igledno, ispunjeni su uslovi TeoremeI.Z2.l. .

-Oznaéavamo sa /3, =zatvaral od T™ skupa talaka ob-
lika {x-r-k-ﬁ :k=0r1,..J gde je A fiksiranu 3 je podmnogostru-
kost ¢iji je rang 4 Jjednak broju racionalno nezavisnil"x me-—
du brojeva 12,54, h22yAim « SVaka podmnogostrukost /3, je ili
torus T* iIi unija konaénog broja torusa. Torus " se pos-
matra naﬂ skupu /3, gaé;.fémé’ je definisana realna mera _A#{, ,
koaa ge 1nvar13antna u odnosu na S$ift of . Te mere su ergod;.: =

‘cne u odnosu na a( - Zaistd neka je "1) neka ergodz.cna mera
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4 odnosu na o . Ako je Xé€ SUppy , tada i 3, CSuppy . Ne-
xa je w neka:invarijantna okolina skupa ﬂz: i \fec(cﬂn‘m) reo
alna funkcija, koja ispunjava uslove:

(1) 0sPY)<s4 5, ye™

(ii) TY)=1 » Ve >,

(iii) TN =0, yeW

Fo teoremi 3Birkhofa[23] imamo

4 Kzto‘f(o("( Y)) —» % T(¥dv >0

skoro svuda. PoSto je ‘F(I)::L o, tada je &Ij(YJd_v;o . Otuda sle-

di {zbog uslova (iii) i invarijantnosti okoline W u odnosu
na & ), da suppbc _W- . A1i W/ je bilo koja invarijantna oko-
lina od (3, . Odakle SuppY=7_.

U skupu /3, imamo prirodno strukturu kompaktne topo-
loske grupe sa jednim generatorom (npr. kao jedinica moZe se

3 Kao generatot {alkd x+-A
izabrati tacdka = Je Buduci da je mera M. invarijantna u

odnosdu na Siftove Y- Y*rkA, k=o,21,12,... (t]. invarijantna u
odnosu na #iftove, generiranih generatorima grupe (35 ), tada
Je ona invarijantna u odnosu na proizvoljne Siftove na grupu
f3x s odakle je normirana mera Haara na P tj. poxlapa se sa

Mx . Frema tome dobijamo formulu spektralnog radiusa

7(aT) = m{gx exp \)sln!aw)f Ay

U sluéaju kada je QA(X)#0 na T , spektar o’(aT) Tes

Zzi na’ prsten. .

'rm-r; ,exfojlnjﬁw)ld/dr-, A & MoX ex}oj}_n[au)jolﬂz .
B Bx . Pe
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Primer I.2.6. Neka je na mnogostrukost .X; dato

dejstvo kxompaktne grupe (5 t3i. neprekidno preslikavanje

é‘ GxX-»X za koje su ispunjeni uslovi
e()=X G ($(X])= =(4, %)), 366 yceX gdegje 0= f(? Jf)
ieka je %GG fiksirani elemenat iz (5, »—- wminimal-
na zatvorena podgrupa koja sadri 3 . Zadaiemo na X Kima-
novu netriku invariiantnu u odnosu na deistvo grupe (& . Ta
metrika generira invarijantnu meru 44 . U prostoru 4;:(.}(‘,)

pnosmatrajmo operator {IT definisan formulom:

o
((aTg)$)x) =0 f(gx3) , gde e ael(X)=A
| Primetimo da je prethodnli primer je 5pecijalaﬁ slu-
éaj pomenute konstrukcijs , ako stavimo x,—_—_:'][‘*”, G = ']Pm
dato jJe staﬁdardno dejstwo .g,(x)'-'-‘- 2+ X
Primenimo na Frimerul.2.6. Teoremul.2.l. . Zato is-
pisujemo sve ergodi‘ne mere. Iieka je <+ neka ergodiéna mera

Xao kxod PrimeraIl.2.5. moZemo pokazati da postoji taEka Yo s

24 koju supfey= ﬁz , gde je

{3 (Xo)! k=0,£1,£2,}= {9("*)1?560}.

Po funkeciji §eC(X,) i taoke % k%onstruifemo funkciju :fxe C(Gn)

£(3)=$(90) g€ G,

Oznacimo sa Gxo stacionarnu podgrupu Gq‘ tadke 2Cp ,

po formuli

f\l
GO/Gx, , gde je fx funkcija na (5 generirana funkcijom

J=
ac na Go . DefinisSemo meru ~' na G' formulom

[$ee)dv =H;§?)d”’ -_ - (1.2.3)
X 'CY |

AodHSEE B ded stV erupel GUaerrie
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me
da je preslikavanje 4 — 5-;0 izomorfizam C(ﬂ’x, gC(G') sledi

+ } : r ]
ja je ~ normirana mera Haara na G

ra vV invarijantna. u odnosu na dejstvo grupe Ga . 0d ftoga

Frimetimo da za bilo koju tacku Xo € X, formula (I.3.1,

. } - - ! . - .
~de je V' normirana mera Haara na (G , definife neku ergodi-

fnu meru 4) na X takvu da je SUW‘}O})::(bxo. rFozto je
'E d"' j 'S'x !
GI
zde je dg normirana mera Haara na Go , 1mamo

f(x)dv = -5-;5 )d .
fo [

Odakle spektralni radius operatora a_@, izraZava se pomocéu
S - o
formule -

. n(,a'rﬁa)__:';r:;cx. E)('}agaln]a( ? :r)]ol%
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§ I.3. USLOV INVERTIBILNOSTI FUNKCIONALNIH OPERA-
' TORA
U ovom paragrafu for;nulisat cemo potrebne 1 dovoljne
uslove [2,5,6,7,27} invertibilnosti operatora oblika
6 = Qo+ aiT
q sluéaiju keda je A komutativna C’f-algebra sa ijedinicom ko-
ja sade?i operatore, koji deluju u Hilbertovom prostoru, T

je uritarni cperator takav da je TAT:A, i zadovoljava sle-

deéi uslov (%) . Takvi operatori.generifu algebru tipa C“(A,Z’Tk).

Definicija I.3.1. XaZemo da operator | (ili odgo-

varajuci ‘automorfizam 'F: A~ A , ili homeomorfizam & M“"'M
prostora M maksimalnih ideala algebre A ) zadavoljava uslov
k), ako za bilo koji TJE{Z\OB = skup u.,,‘:fmeM : o(n(m)z'm}
nema unutrasnost. - |
| Uslov (%) je ekvivalentan sé.‘{:::-sléde-éinr uslovima:

a) :Z‘:kup periodidnih tadaka homeomorfizma «£:M-—->M
je skup vrve kategorije Bersa ili.

b) B8%up neperiodidnih tadaka
‘ 00
= [M\ (Un]
-. u“" [M L‘-J-d. "

ie svuda gust u M . Tai uslov znadi da crupa Z .~deluje
- - L - e -
automorfizmima Tk na algebru A topoloski slobodno.

Definicija I.3.2. Neka je M topoloski pro'sfor .

«: M-M neprekidno preslikavanje. Prostor (¥] nazivamo
i—vezanim ako g2 ne mozemo predstaviti u oblixu M= MiUMZ

gde su My i Mz_ zatvoreni skupovi i invarijantni u odnosu



=7

na & 1 MinMZ-‘#"

Teorema I.3.1. Keka ¢ zadovoljava uslov (€) i ne-

va je prostor M & ~vezan.
Operator /6=G.,H?1Tje invertibilan tada i samo tada
ako vazi jedan od sledecih uslova
1) Ly -invertibilan overator
S‘D(a")>8-;)(ai) za meru '\)€Ao<,
2) Q4 -invertibilmi operator i ‘
8(01)7 S(a ) Za bilo koju meru ‘)JEAo( s, £de e
A,c skup mera na prostoru maksimelnih ideala algebre A ,er-

godicnih_ u odnosu na o ,

Primer I.3.1. U prostoru [, (S) posmatrajmo opera-

tor '6 koji deluae po formuli
[65]it) = ate) s+ Oy(t)[e'(t)] = 2-;(« ()

gde je ;€ C(S’j, = 0, ﬂ_ , oL ie homeomorfizam od S’- ko-~

ji zadovoljava uslov (X) 1 éuva klasu ekvivalentnosti verova-
tnoéne Lebegove mere ot , '(€) ie Radon-Nikodimov izvod me-

re «(dl) po meri dt.

. a) (L) = -’E—- je neskratljivi razlomak. Koristeéi re-
zultate iz Primeral.2.2. a) i Teoremel.3.l. , zakliudujemo da
je operator /6 invertibilan onda i samo onda kada vazi je-

dan od ova dva uslova:

LA+ 0 za ‘fé 51 i
[ Tiade)) >ﬂ 10,(<(£))] za  t'edd)
0 .

L0

) €)#0za t€ St i
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N_, 1‘. :

ﬂ'.ai.(o( () ﬂ aJ«“(f’))\ za {edd@)

b) O se tranzitivni homeomorfizam.
Toristeéi oznake iz Frimeral.2.2. b) i Teoremel.3.l. dobi-
jamo sledeél rezultat: operator A je invertibllan tada 1

sano tada alko vazi jedan od ova dva uslova:

1) AtV *0 za ¢te ST i
g Inja,(£56)|dt > SInja (£ Ct)|dt
1 51

2) O, ¢)*0 za te S* i

[inlau(£t)]dt > [Inla (At ,
L St
oA Je netranz:j_.tivnj. homeomorfizam.
koristeéi oznake iz Frimeral.Z2.Z2. b) i TeoremeIl.3.l. zaklju-

Eujemo- operator ,6 je invertibilan tada i samo tada ako va-

zi Jedan od ova dva usliova:

1) qelte  za €€ ST

jznm (¢)[dt = jzn{af_(f)l dt
S‘.L
2) ai(f);«*o za <€ Q% i

j Lnlaiff)loli'Pj In|do(t)dL .
St |

| - d) homeomorfizam a( menaa orgentac13u-=-
U tom sluca:]u ﬂﬂ.(aﬂ) sastoal se 1z f:l.ksnlh tacaka fi ’ -éz_ i -

tacaka. berlode : 2 (skup posledmh tacaka oznadavamo sa cJ?.l(“«))_-
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mo: operater 6 je invertibilan tada i samo tada ako vazi
jedan od ova dva uslova

DOt =0 za €€ St i [G.(t)]>]0(t)]; i=t,2
0ok ()] > (@ (E) D& ()] 5 HE Sy ()

2) LAuft)+0 za £fest i | Ay ()] = |l &i)] 5 v=1,2 ;
1A, () Qg (A(E)] > Qo t) - Qo(X(t))] 5 t'eSbr(R)

Primer 1.3.2. U prostoru Az(Th) (T je n-dimenzi-

onalni torus prostora /R uzet po modulu 1 po svakoj pro-

menljivoj) razmotrimo operator A4 zadat formulom:

[€5](x) = ax) S +ax)fx+4)
gde je A -_-,(—ﬁ,_,-ﬁz,.-,-ﬂn] dati vektor takav da bar jedan od bro-
jeva A ) t=1,2,..,M iracionalan (u tom sluéaju preslikavanje
oL Tt Ty o(X)= 1+A zadovoljava uslov (¢) .
Koristeéi oznake iz Primeral.2.5. i Teoremel.3?.1l.,
dolazimo do sledeéeg rezultata: operator 4 Jje invertinilan

tada i samo tada, kada vaZi jedan od ova dva uslova

1) QSZ) # © za xe " i

Vinja.c¥)| du >52n[ai(b’)ld/wx za sve xel”
(3x 3, -

2) Q)+ O za xe TN i

Smlagn|dm, > [1ni0o0y)|du, 72 sve zel”
/5‘-‘1 S (3=

Navedlmo ;jos dvg klase funkcz.,jonalnlh 0peratora za koae su

SR, o - g

. o&igledne poznate -uslovi invertibilnosti [_5]
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operatori sa konveksnim racionalno nezavisnom sistemom
- Siftova

Posmatrajmo operator+ oblika

m |
BUCK) = Z'_a*(x)u(xf—fﬁx) , Xxe R™
=1
u prostoru LZ(Rh) , gde je A, € L7 .

Definicija I.%.5. Sistem vektora (-ﬁi ,%,_,...,{m) 1z

M : . . .
R nazlivamo racljonalno nezavisnim, ako sSu vektori

/{2 -/ét ) /;13"'7%1 ) ) ’ﬁﬂ“ ’ﬁi

linearno nezavisni nad poljem racionalnih brojeva.

Definicija I.3.4. Sistem vektora 4, , 7, %y iz [

nazivamo konveksnim , ako su sve tacke %ﬂ-) 424,25y M te-

mena nekog konveksnog poliedra.

Teorema I.3.2. Neka su koeficienti A ograniieni

1 neka postoal limes 7w a (x)=0 (ao) Ako je sistem ve-
X200 '

ktora ‘Ai ,-ﬁz,.,.,-ﬁ,., konveksan i1 racionalno nezavisé.n, tada “je
operator 4, invertibilan u prostoru AZ(K”) tada i samo tada

kada za neki indeks K, , 1< k, &M » Vvaze uslovi

Qo2 >~ ]akCOO)I

k%K,
D o Wxo , xekR”

Navedimo drugu klasu operatora vezanih sa jod jed-

Y
. “ .

nom varijantom Teoreme o izomorfizmu.

Neka u grupi (G postoji normalna komutativna pod-
grupa 6 takva da u algebri R tipa C“(A G,T. )vaii us—

lov:

o T‘a Tﬁ?-*““ & 23 sve '36 G. ‘36/3‘

T LT N




Neka _'f’];iri tome grupa G, ima konadan indeks, tj. faktor gru-
pa [=G/G, je konalna. Neka je A, komutativna (Calgebra,
generirana algebrom A 1 elementom 7%, R 35— Go . Ta algeb-
ra Jje izomorfna sa algebrom C(Mg) neprekidnih funkcija na
njenom prostoru maksimalnih ideala.

Neka Je 1= 6/60 . 28 svako ge@ preslikavanje

~ =1
E’ TQE Je automorfizam algebre A , pri emu taj au-
tomorfizam zavisi samo od susedne klzse elementa 9 Sa-

mim time je definisano dejstvo grupe (7 automorfizmima na 4.

Zbog normalnosti podgrupe (5, , grupa [1 deluje takode auto-
- . »> . | _ . . _

morfizmima na (~algebri A, . Neka je c:a(3 tMy M,, homeo

-
morfizam generiran automorfizmoms E : Ao—}AO .

‘KaZemo da grupa [ deluje na Ao topolodki slobo-

dno ako za €y e[’ skup df nema unutrasnjih tadaka.
U svakoj klasi ¥ odaberimo predstavaik T(Y), .1 -
za jedinicu @& [' stavljamo T(€)=€€(S.

Elemenat z@:Za&EE R’ napizemo u obliku
. 4 | d |
4=2 (2o T)EW):ZQ T, , deA.
Ve[l © 9e@, ve[
Za elemenat 6 € B° odredimo neprekidnu matridnu fun-
keiju ,Z dimenzije k (k Jje red grupe /') na prostoru MAn

na sledeéi nadin. Matriéne elemente matrice £ nuerirati

Semo ih pomoéu elemenata grupe [1. Stavimo

o (BEA T o8 4T ) (531)
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| v
gde su C(5;Y') =Tg-1; -ITS‘Y' zadati elementi grupe UAO uni-
tarnih elemenata C_*-algebre Ao - Znak A oznadava Gelfand-

ovu preslikavanje algebre A, .

i, o

Oznadimo sa R *_algebru neprekidnih matridnih

funkcija na MAo » generiranoj pompéu matrica oblika {5 .

Teorema I1.3.3. [8]Neka je B ((*-algebra tipa

C_“(AJG 3T3-) » za koju vaze gornje predpostavke i grupa |7
deluje na A, topoloski slobodno. Tada pridruzivanje ,6-—»3-
prosirufje se sa R° do izomorfizma (*-algebre B i g .

. Element 6€8 je invertibilan, tada i samo tada, ako

je det g(m}#:o za sve m éMAo'
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II G L A V A

JEDNACINE SA OSCILIRUJUGIM KOEFICIJENTIMA NA PRAVOJ

§ 11.1. Diferencne jednadine sa osci ilirujuéim koeficijen~

tima na vpravoj

Jedno od osnovnih pitanja prilikom ispitivanja kon-
kretnih klasa jednacina jeste objasnjenje ¢injenice, da 1i
je jednacina jednoznacno razresiva za proizvoljnu desnu st-
ranu zadato iz prostora funkcija; zatim dé 11 je operator
definisan na levoj strani jednacine invertibilan. U ovom pa-
ragrafu to pitanje razmotrifemo za diferencne jedna&ine u

prostoru Lz(R} oblika |
= Z Q,(X) .u(x+uu,c) =¥ (f-1-1)

gde su Q(‘L‘) zadate funkcije, U dati brojevi.

Pitanje razre51vost1 jednadine (IT.1.1l) Jeste u su-
stini pitanje 1nvert1b11nost1 operatora Ao , definisanog na
levo] strani_jednaéine'(li.l.l).

Ako su koeficijenti A konstantni, tada ispitivan-
je invertibilnosti operatora 4§, u prostoru /4, (R) nije slo-
zen problem. Uslovi invertibilnosti tog:operatora su slede-

ceg obliksa:

fu%ﬁg
inf|S(8)|>0 + sae 3¢ SE)= ) O« € (11.1.2)
5512
U slucaau kada su koef1c13ent1 promenlglve, o opstlm opera—

| tbrlma obllka (II 1.1) zna se vrlo malo. Prlllkom 15p1t1va-a

nja 1nvert1b11nost1 0peratora obllka (II 1 1) koql sadrze
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jva sabirka [6,7] pfimeéeno je da operatori oblika (II.1.1)
xoji sadr?e tri i viZe sabiraka u opStem slutaju su nepogod-
ni za efikasno ispitivanje.

| Ovde se posmatra jedna klasa operatora oblika (II.l.1)
sa promenljivim koeficijentima i viSe sabiraka kod kojih se
mogu dobiti potrebni i dovoljni uslovi invertibilnosti. Os-

novna predpostavka sastoji se u tome da koeficijenti imaju

oblik
; 12T ¢
Q(X) =0y + Qg €

gde.su Qg i g konstante, O dati broj, dakle svi koe-
ficijenti oseiliraju sa datom periodom < .
Da bi formulisali osnovni rezultat uvedimo nekoliko

poménih pojmova. Uslov invertibilnosti operatora A zavisi

»

od relacija izmedu brojeva ), i I .

~t

 KaZemo da su brojevi Ay, .., Ao racijonalne nezavi-

sni, ako vaZi Jjednakost

2
chﬁh::O)CkQZ samo za (.= Q -
k=1 |

Medu brojevima A odaberimo maksimalni izbor raci-
onalno nezavisnih brojeva Ag,.- -, . Tada su brojevi Ce=vh,
k=%,2,.9 takode racijonalno nezavisni. Nadarjéycisplilajmo da
1i izmedu tih brojeva postoji relacija oblika

2 |
ZCFT = Co ) Ce € Z'-
Tvrdlmo da pOStOJl samo Jjedna takva relaCLJa, Jer postoaanae

dve razllclte ralaclae dovodl nas do raclaonalnlh relaclga

1zmadn,broaeva ;Aa . Hajpogodnlal slucaj za dalgn;a lSpltl—
LI EOWeL A Jedsn
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od br'a:::je*ns'ezl.'ﬂl,,c buce racijonalan, Cd tog sluc¢aja moZemo pre-
éi.u opSti sluéaj, ako odaberimo specijalni oblik racijonal-
no nezavisnih brojeva 'h-‘-"h?-"”"hp'

Zaista, neka je 3 Cuh,=Co . gde je Cko¥0, Co¥0.

Kao nove generatore uzmemo brojeve

‘F\i . %KO":C , 'hg:g-f-'-f y o );%..’f_ ) Ca
CKO Cro Cre Cko Cko

Tada broj Aﬁgo izrazava se preko tih brojgva u oliku kombi-~
nacije sa celim koeficijentima

S CK
'ﬁﬂo-_- Z CKO%K * C!co

K0

U novom izbtoru generatora, prvi (p-1) brojevi su
raclijonalno nezavisni, a posledni broj je racijonalan. Fre-
ma tome, bez'naruéenja opStosti mozemo uzeti da su izabrani
nezavisni brojevi %1;‘5;:---;{,, takvih da svaki od broja ¢t

predstav1 u obliku linezrne komb1n301ae

Z Cltj ) k=4,2,-M Ck-j E.Z ,

=L
i da su brojevi":((f(: 'ﬂlk‘-U racijonalno nezavisni ili da jedan

od njih recimo ‘€3 bude racijonalan.

Neka Je T‘P.—_-_ {(2; ) Z2 :'-':i'p): !2,'1*'-'1} p-dimenzionalni

torus. Elemenat torusa 2#(2-,,2;,..-} :Z‘p) mozemo takode zadati

pomocéu reprezentacije

2= g% peverm  2=(thymTh)e R

U reprezentaclal preko ?H grupna operacija u torus Jjeste
mnoZenje po koordinatama. U repeezentaciji preko 1; grupna

operacija u torusu jeste sabiranje po koordinatama-po mod.l.:
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Prema operatoru [, konstruifemo funkcije na torus

aa(_z Zako Clﬁi Z Z,PCKP

K=4

C C Ck
(2) i’aki 2 - Z I‘z' "Z'Pkp

Neka Je Sp(a) geomenrlaska sredina funkcije €A na

torus

(@) = exP Gy Jé’n la@)|dig) diz,)... diZ| =

) —-expff I_n[d(f)ldﬂ. dﬁ@

OO0 C>

Teorema II.l.1l. Neka su brojevi 4,Tis- Tp ra-

cijonalno nezavisni. Operatdr /6 oblika (II.1.1) s koefici-

jentima

je invertibilan u prostoru 42 (R) tada i samo tada, kada

je ispunjen jedan od uslova a) ili b):

2) A(Z)F 0 5 S (Q)> S, (4]
o) Q(2)E0 1 S (0< 5 (G1)

Teorema II.l.2. Neka je broJ %:.ﬁ. racijonalan,

a brojevi Uy , gy ) Cpy iracijonalni i racijonalnd pezavis-

ni. Operator 4 oblika (II.1.1l) sa koeficijentima

- 22w X
Ay =y + € Ay o

je imvertibilan u prostoru L2 (R) » tada i samo tada, ako

vazi jedan od uslova a) ili b)

23 0.2)%0 5 na,(c*ippﬂai(ﬁ %f»): '&r' 1



b) Qe (Z)F0 > ﬂa (533P)< ” OL(E‘JZ?) %

k=g

el 2 | ~
gde Jje E‘j:«EX’IO(Z-—N-— , a funkecija a(Zp) za Pzl de-~

Iiﬁiséﬂé Jje formulom

S’-” la@)|diz].-- 2]
T4
Za =1 dobijamo &—('Z;):‘-[ﬂ(?i)’-

’a.(z?’) - ex” (27{-)?-1

Dokaz oba tvrdenja je osnovan na svodenje problema

na razmatrenje operatora oblika |
£,0(2) = Q.@)0E) +a@)v(ve)  (T019)

na torus Tf" , 1 prilikom ispitivanja primenimo rezultate 1z
[§ I. 3] . pomocu algebarskih procenjivanja , Jer operatorl
£ i Ay koji deluju u sudtini u razllcltlm*prOStom.ma nisu
pogodnl. Nasa ispitivanja zasnlvaau se nsa Téoremu I.1.1 (Te~
orema o 1zomorflzmu) o

Oznadujemo sa f{) algebru operatora u é (ﬁ) gene-
riranu operatorima oblika

T u@ = uUlx+ kebyrkehot- +kphe)

gde je K=(Kg,.--y Kp)€ Z . Sa 4 oznaujemo algebdru
C(Tfj neprekidnih funkecija na torus T‘f" .

Lema-II l1.1. Preslikavanje
\-f" ZOT—i Zaka

zadaje 1zomorfn.zam algebre Q) i algebre £Di C(TP)
| Dokaz. Posto su konacne sume obl:Lka ZakT K QKE C

KP

guste u. SD i. 0perator1 T zadaau reprezentac:lgu grupe Z);

2 ima op:l.sanu stru.ktu:l;'uh tj 9-—- C (d: Zf T)mé

.-nr_um.

alg‘ebra_,
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osim toga, kako sledi iz Teoremel.l.? ;poéto -gz;upa Z" delu-

je na @ automorfiz:ﬁima topoloski slobodno, tada vazi neje-

warost 17 aTk | > 16|

U algebri (uDi 1zdvojimo funkeilju L{ 21 z. ZP .
ké Z . Te funkcije daju reprezentaciju grupe ’ZP. Gsim to-

ga skup polinoma ti. skup linearnih kombinac ija funkecija U

sa komleksnim koeficijentima je svuda gust u QD,_ . Odakle

algebra 2)1 ime strukturu algebre generirane dinamickim si-

‘stemima sa grupom ZF, ti. D= C(C,ZTUY,). v argeori Dy

va%i nejednakost (I.1.11) , tjs nejednakost
K.
max |7 0y 2, tgfr 2 S0 (11.1.5)

Zaigta,,broj @, Jje srednja vrednost polinoma i ne-

jednakost (II.1l.5) oznalava da srednja vrednost ne prelazi

maksimum modula.

Primenimo sada k algebrama fD i U(Di Teoremul.l.2

(Teorema o izomorfizmu). Uslov (I.1l.8) vazi jer je

~ ‘ | -1
TaTl =a t UGl =
1 prema teoremi o izomorfizmu, preslikavanje
v Tl — > O U
prosiruje se do izomorfizma C*'—algebre £D i C(D‘J. . Lema

Jje dokazana.

. Posledica II.1l.1. Diferencni operatow sa konstan-

tnim kot—:fibijientima L= }‘_a,'l; je invertibilan tada i samo
kada . je™

a2t 0 26 I,
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Primetip_:o da je ta] ‘uslov."?kvivalentan uslovu (II.1.2) ko-
ji Je zgodan za proveru. .
| Predemo sada na razmatranje diferencnih jednadina
sa oscillirnjuéim koeficijentima. “Neka je R Clalgetra generi—

rana operatorima. oblika (II.1l.l) sa koeficijentima oblika

v . . i 2w X
(IT.1.%). Cznafujemo sa V onerator mnozenje funkclja E’l T 5

. n . . .
Operatorl V zadaju unitarnu reprezentacije grupe Z .

Za operator \/ i operator o= Z‘Gk-r vazi

Vd V™= 2 4 ew[zz?rw(kiﬁu k)] €D (11-16)

ti. vazi aks:Lomal DeflnlClJeI l.1. Prema konstruisano]j alg-
ebri B skup konadnih suma P _d, Vk ,dke-ﬁ) je gust u B.
Premaa tome 5 C*(SD Z V )

Sa. B:L oznacujeno (_"_ -algebru opera’cora u Lz(T‘P) $

generiranu operatorima oblika Zdh(?)u , 2de Jje u opera-

tor sifta, koji deluje po formuli

Uv@E)=v(zw) 3 4,eC(T7) gde je

W = zsz'wkzﬂ i27reg k2 Fia, ;27re0 Kp P
| e ) =) |

Posto Je

Ja U — a(z-W) eC ") (”'1'5‘)
imamo Bi::(: (C(up))zju'n)

K algebrama B i E":L primenimo TeoremlI.l.l(Teorema o izo-
morflzmu) Zaista iz (1I1.1.6) i (II.1.7) 001gledno je da pri-

likom izomorfizma "f {D-—-»SD vaz:.

POVAVE) = (I FUL, e D, (018



.o medu brojevima f;_ ima iracijonalnih, tada preslikavan-
| g(.r,(-Z):W-Z nema periodidnih tadska i vaZi uslov topolo-
4 slobodno dejstva grupe 7. . Primenivsi Teoremu o izomor-

;ou{Teoremal.l,l) dobijamo sledecCu tvrdnju:

Lema I1.1.2. Ako medu brojevima €g ima iracijo-

inih, tada preslikavanje

W 'de\/"——a Z\f(dk)uk |

je izomorfizam @—algebrih B 1 B:L'

Posledica II.l.2. Operator 44 oblika (II.1l.1) Je

vertibilan tada i samo ‘tada, ako je invertibilan operator
oblika (II.1.3).
Dokaz. Neposredna provera pokazuje da je ‘;U( 'é)ﬁ ’61

tvrdnja je oéigle'dna, buduéi da prilikom izomorfizma in-
rtibilni elemenat pre.lazi u invertibilni element.

Prema tome, u sluéaju kada medu brojevima ima ira-
janélnih, diferencna Jednaéina operatora u [:z_(f) se svodi
ispitivanje funkcijonalnog operatora ’61 u prostoru éz(Z”y.
vl operatori razmotreni su u [§ 1.3_] .. Tvrdenje Teoremell.l.l
"eoremeII.2.2 dobijamo sada iz rezultata paragrafa[§l.3].
lovi invertibilnosti operatora '65_ zavise od racijonadnih
lacija izmedu koeficijenata vektora (d,?.‘i y =oe 9 Tf") » Zbog
scifidnog oblika ¢~ u razmotrenoj situaciji moguéa su
0 tri slucaja: |

1. Brojevi Ty > Levy T3 su iracijonalni i raclijona-
3__qe_za§isni; Rezultat za'__.c‘wa,j sluéaj fox_-nn:lliran je -u Tepfé_—
I.2.1.

2. ¢z2, brod Ty Je racijonalan, dok brojevi
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T1) -~ Tl;-i iracijonalnl i racijonalno nezavisni. Rezultat
za oveJ slﬁéaj formuliran Jje u TeoremilIl.2.2 .
| 3. p=4 i broj €3 Je racijonalan.
Ova]j slucaj Jje prostiji. Tvrdenje u tom sluédaju se dobija
nize, prema toku dokaza Teoremell.2.l . U tom sluéaju moZe-
mo ispitivati i operatore sa sloZeniymkoeficijentima. Detal-

nije ovaj sluéaj Je razmotren u [§ III.B_].
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§ II.2. O JEDNOJ KLASI INTEGRO-DIFERENCNIH JEDNACINA
TIPA KONVOLUCIJE SA OSCILIRUJUCIM KCOEFICIJENTI-
MA NA PRAVOJ

U prostoru [,z(tR) posmatrajmo integro~diferencnu

jednacéinu obtlika

| m m +00 | | -
Qe Z 4 cx)utxwxuz %""S (?C"Y)UfbH'Wﬂdyz w (1L 21)
. ) k=1 * K=4 oo K4

gde su ;ﬁié L»;(R) , O s ‘asa- date neprekidne fphkcije.
Jednacine (II.2.1) éﬁ opéteg oblika 1 njihovo ispiﬁ%vanjéa—
resivosti ili njotefﬁvosti u opétem slucaju za proizvdijﬁe

koeficijenté je veoma sloZen problem. SloZenost ovog prob-
.lemé u velikoj'meri zavisi od ponaSanja koeficijenata (Qp i
41;1. U ovom paragrafu. doblgenl su uslovi njoterovosti ope-

... 4
ratora uz predpostavku kada koeflclgentl 1ma3u s¥iedeti spe-

ClJalmlLObllk

Q)= g+ O FT% eae ou a2, dn€C hro (11:2:2)

Oy ) = Ox,fx) F k@) ezzﬂ-wx (H-2-3)
gde su funkcije ‘Qg,‘(l'j i a,q(‘f) merljive, ogranicene funkecije
za koje postoji limes u beskona&nosti:a%(@:itﬁiij(ﬂﬂijpom je-
dnadini oblika (II. 2.15 ne figurisu periode JGL&; s, uslovi
naoterovostl dobijeni su u [2]. U razmotrenoj situa0131 is—
pitlvanje Je u sustlnl slozenlge ‘nego u[2] Speclaalno uslov -

njoterovostn. 0peratora 46 zavisi od rac:L;_]onalm.h relac1;ja
ﬂ‘f&“w*’ﬂﬁ-ﬁh---:-qq-_... ___*;'.5,_, el
medn bro'ievima bUg 1 00 .

Dakbi formullsali ‘0Sno

n-ﬁ- A N e Kbl - 1

i rezultatiiuvedimo niz po;
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moénih < mova,

—efinicija IT.2.1l. Erojevi A4 ,-.-- :'ﬁfa ZovVu se

racijornz_=o ﬁezavisni ako jednakost
> cihi=0 , &/
samo 1 =_2z2caJu kada je C‘.;-:-.. 0O .
Ieka je 4 maksimalni broj racijonalno nezavisnih
medu broizvima W, . Tada postoje racijonalno nezavisni bro-

jevi A, ;P21 1n,,ta.kV1h da je

.'O
Z CK‘J ) Ckg' E’Z
=1
Brojevi C\)-ﬁi 1---;W4ﬁp takode su racijonalno nezavisni . Svo-

jstvo operatora 45 =zavisi od toga da 1i medu brojevima
Cokyg 10 wﬁp postoji relacija oblika

Sc;wh; =Co y GEL

tj. da 1i su racijonalno nezavisni brojevi 1., WAy -y w AP'
Ako takva relacija postoji: tada mozemo odabrati drugi izbor
racijonalno nezavisni'brojéva .ﬁ: , takvih: da falz—:elé.aija N
ima oblik C,,‘?L_.,.;-"Q, tie da broJ ‘KP bude racijonalan.

Préma tome su ﬁloguée samo dva sluéaja:

I. Bfojevi 1, w-hy, : w-ﬁ’, su racijonalno nezavisni.

i1l. brojevi 4,wﬁ¢;---1w'ﬁ#_f su racijonalno nezavisni,
a broj wﬂl,=7ﬁ— je racijonalan.

Sluéaj =4 u ovom paradgrafu za razliku od paragra-

fa [§ II.l] nije specijalan.

’I[”" {r=(z0rm %) z,e@ %=1

p-dlmenz:.onalnl torus. Po elementu ,6 konstrulsemo dve fu.n—-

kc:Lje na Torusu T"' i dve funketje’ *na [R

Neka je



apd
'ao(z'):'za'i zf“‘f Zi:.IQ""‘ Z#H') £€ T?’ | (IZZ 4) .
kq —G C P 5 |
Qy(2) = ZaK ZC zoer. 20 2el (1£.2-5)

4(5)= Za° a +Z Za,‘ (20) € t 3), Sk (I1-2 4

_ 1 jwk(§-2TW) zuj,.-,(f-zm.{y
&(ﬂ"‘ g'axé ZZ tj(g.gfrw), (j[,z.})
e R,

gde je ‘ﬁ:’. (§) Fourijerova transformacija funkcije ?ﬁj .
o Geoﬁetrijska sredina funkcije A na torusu Zrﬂ'zo-

ve se brog

S(a (Wemoﬁ jlnlam[d:a - diZy] .

. Za fuhkci,ju A E C(T"}uvedimo takode njenu geometrlj— |

sku sredlnn pD prvoa koordlnatl

S @) _(zfri_‘q exp ] Jlnlwz)}d!z,,l PSIERN
| ’]rf'*i

(2] = po WIGEDE £=erpiZl

Teorema 11.2.1._ Neka je ./ integro-diferencnih
operator oblika (II.2.1) sa koeficijentima oblika (II.2.2)
i (IX.2.3). m

Operator.Ag e naoterov u prostoru ZEI%Q) tada 1__

“samo tada, ako vaz1 jedan od uslova a) 1li b)”

8 ac2)xo, ze'ﬂ"" ) 6..(5)*0 j Ee lR 2
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i u sluéaju.I vazi vazi nejednakost

S,(6) > Su(0)

a u sluéaju II  nejednakost

’5@(2?3) 7/54.(21°) v [Zpl=1
b) a(2)+0,2eTP; £,(5)%0,5€K

i u sluéaju I vazi nejednakost

‘S#I{LQ‘< E;Izgi)

a u siuéaju I1 nejednakost
é-o(zf’)(‘ai(-'zﬁ) y !27"!:1

Ako su koeficijenti ‘qu i ,d:i. u (II.2.3) konstan-

tni, tada su gornji uslavi takode potrebni i doveljni za in-
vertibi}hoSt 0perat0ra_4§ . | | | /.
Tvrdenje teoreme_dobijamolpomoéu rezultata 0p§tef¢
teofije funkciﬁqnalnih jednaéiﬁa'izloﬁenoj u prvoj glavi. |
Razmatrenje njoterevosti operatora A se svodi na
ispitivanje invertibilnosti funkcijonalnog operatora
L U(E) = 4(E)VE)+ 4 Elv(S-2TwW)
U prostoru Lo [R) Oblik uslova invertibilnosti 0peratora
Z zavisi od prostora maksimalnih :Ldeala C Calgebre A ,ze-
ner1ranu;koef1¢1aent1ma 43, 1.aé& , koji zavise od ponasSanja
koeficijenata. Za koeficijente .éL i ,6; oblika (II.2.6)
i (II.2.7) pokazuje se da prostor ﬁﬂA maksimalnih ideala se
S&StOJl iz p-dlmenzz_onalnog torusa ‘ﬂ"ﬂrm"prave R , pri <
cemu topologlal na uniji ‘]I'UR odgovara situacija kada se

prava namotava na torusu kojl je prlbllzan 1ra01aonalnom _?i'

omotacu torusa. Sam1 uslov1 1nvert1b11nost1 1zrazavagu se |

--““:.‘:--" s ---_‘i"=.4 n-_
kroz geometrlaske sredlne koeflclgenata po norm1ran1m.mera—~
?* P R et g ""?'rﬂ*{-,-,; e *«"""""4:- = ”’1-:1 i .::ﬁ h-"-l‘ “""3#"* :“**"*‘"fr“f% '”.:- FF:;“:; Ed :w',;’#ﬁ- ”i;::: pergt Lf‘.:f.;ﬁ‘ S a-.-;__ ﬂ‘ﬂ #!

ma‘ngmh4 ?' lnvarliantnehirergodlcneiunpdnoswfna homeomor—i



fizam o( N 'MA-* MA generiran pomoéu operatora ifta
T.4(8)— 4(5—2TTw)

Naime, oblik invarijantnih ergodiénih mera zavisi od posto-

jeCe relacije izmedu 'ﬁk 1 A i razlikuju se u sluéaju I i II.

Dokaz Teoreme IT.2.1. Zamenimo u jednadinu (II.2.1)

poznati oblik koeficijenata

Z‘ ,ak(x)u[x-fa.)x)-t-z 'a“i (I)j é{ (I-‘S)H W"-Uk)dy W

| i (,aka‘-.ai ezz”‘ ) ucrr—f-wp)-f-

K=a4
n AL

5 3 ot -0 7] [t dy=w

k=g §=¢

.jgiﬁlei(x+‘ﬁh)4“zzz4gt 2a7&314C35+0b%4 -+
K=41 - )
| m £ +00 |
S 00 (x (X-YJU(Y+Wk) dy +
. %1 %ﬁ. A BL@K’ - '
o L 'zz&x*m .
4
+ | A .ijff 9561;3911(5““1%Jciyf=:(JJ .
2, 2 e ')

Transformisimo owvu Jedn301nu. Budu01 da je

»Ozf(xfiﬂ 5(}'"3) W) dy = 02 5(w)-i%kd(x—y) W(y+) dy +

+ [OE(I) ~Q; (‘5")] S t3,‘{-’,:;}..(’(“3') u(y+ k) d I itd.

mo o d, farhx T

SIS @ueren ) A€ uieex) 4
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S obzirom da Je

lim [@2,(%) — A3 (=)]=0, sz[a,:,(zi-a (oo)f=0

X=2 00 T-» 0o

é- c ZJ (R) tada su integralni operatori

/-\ UCX) = [aka(x) ,a,ai(o@)]j ﬂ(x-y)u(y«.w;) dy

/'\z ucr) [0.4, (x) - Qg (ml]j &, (% Y)ucseu) dy

kompaktn:l. u [/ (R) [54 55]

Operator 4 . je njoterov tada 1 samo tada, kada Jje

operator ,G.J.K njoterov, gde je K kompaktni operator.

Odakle operator A Je njoterov i stovremeno sa operatorom

o | 2% @
LU= 'ak_u(x“'wk)“f'z'd ea M(I""u%) 1
= =4




g e | l[?
3 o gl 272 u(§( 2750). ‘

+ ) g (20) S P wq_wﬂ DY
k=1 ”
n A

- Z : @ €twg(,}‘ M‘w) (5.291%)74(5..2%@) W(g) .
K=4¢ =4

Dobijene jednadine su oblika

£ 0 = £(3)0G) + 6(S)A(S-27 W)= W (¥)  (11:2:9
50 30 £8)= 3 Ak e 4 Y T Ak () €‘°°" * Yy (3)
@(3) Za ¢ w““_‘?”’) Z Z’ax e ﬂ% (5-2Mw) ¥eR

Da bl ispitali jednacdinu (II 2 9), prlmenlmo teori~
ju izloZenu u prvoj glavi. Da bi primenili Teoremul.3.1l p&-
trebno je opisati prostor maksimalnih ideala Cfialgebre .
generirane koeficijentima-jednaéine (II.2.9), zatim nacé¢i iz-
omorflzam o{ generiran 0perator1ma | |

T ) = u(3-27w)

i opisati invarijantne ergodicCne mere na prostoru maksimal-
nih ideala., |

Oznacuaemo sa A C:-algebru generiranu funkcijama
oblxka (II.2 5),(II1.2.6). Tada je algebra /\ izomorfna sa
algebrom C:6h4)| neprekidnih funkcija na prostoru maksimal-
nih ideala. PokaZemo da se kao skup, prostor IV\ predstav-
1lja u obliku unije TPU [R ; topologija na tom prostoru
bit ¢e nize dpisana.

U poéetku posmatrajmo dve podalgebre algebri_}% .
‘Neka je Jqd_ Cfialgebra generirana pomoéu funkcija oblika

> 0 xS

Pokazemo da ,]e algebra A'L 1zomorfna sa algebrom C(']'"j ne-

prekldnih funkclja na p-dlmen21onalnom pborusnu Za dokaz

giiﬁgﬁiﬁﬁﬂieoremu o izomorfizmu. Po DeflnicljllI 2. 1 posto;.



*9;

je celi brojevi Cg-j‘ takvih da je A = Z_ Cll’-'-a ’FI
‘ { 4=

"
-

Oznacuaemﬂ sa W(E) d’ 3 ) 7&——- 1 2,.-»yp . Tada se funkcije
elwy,!

izraZavaju kroz W1 po formuli

= £ =1 e _

—————

LA ZNED LI ETRIL T SVS AR R A
en k3 1 (e ) (ez (P,

— Cez Cor
=W, - W, "... W,P"P‘

Odakle mozemo uzeti da je algebra Ai generirana pomoéu po-

moéu polinfima od funkcije W,, ti. _poﬁloéu funkcije oblika

'ZQ,H Wn(S)} aﬁEC ) M:("h;"qz:'"mn}ez?:
W) = [ Wifg)Jm[Wz(ﬂJ“f“ [W?(ﬂlm ~

Funkcije W?g) zadaju reprezentacliju grupe Z"’ u AL s Jer
je :‘W(‘““"(E) — W”(.?) W""(‘j) . Na taj naéin, vidimo da

) » . = P oM - . .
je algebra A‘ﬂ. (“-algebra t;pa C (Q:, /4 W) Primetimo
da sksioma 1 Definicijel.2.1 vaZi jer je uvek za q¢ (.

Wﬂa I/L/-,;a ¢ C . Torus T'P realizujemo u obliku proizvoda

p-kruznica: |
T™=fe=(z20): <€, 131=1]

Na torusu T'Pposmatraamo funkciju

PARE A A Z""MGZ”

Polinomi oblika |
. a | "
> an L
su gust:l. u algebrl C(TP) Funkc:.ae Z" zadaau reprezentac:.- :
ju grupe Z” i vazi



Zjﬂ Zu-—:«aé[

Trema tome algebra C (T’j je C*-algebra tipa C*(tf ',pr‘ Z'P).
za algebru A i C(T?) vaZi uslov (I.1.4). Ako se za P uzi-
wa identicno preslikavanje, tada je

P(Wha W) =f)=a=Za Z .

Primetimo da Teoreme I.1.1 1 I.1l.% ne mogu da se prime-
ne, Jjer dejstvo grupe Z"" na algebri (Z: nije topologxi slo-
bodno(Prostor maksimalnih ideale algebre (( sastoji se sa-
mo iz jedne tadke i za bilo koju grupu G:,f-{ﬁi uslov dej=~
stva topoloski slobodno ne vazi.

Pokazimo da za konacne sume u algebrama Ai i C(ﬂw)
vazi neaednakost

Su'PlZ‘anW (s)l > 1) , ¢ R (11210

No. A -
Trax |2 22| 214 (r1.2.19)
posle Cega pbimanimo Teoremul.l.2. | y

Funkciju $(2)= Za” integriramo po torusu %

U tom cilju uvedimo promenlglve ‘f;,\fz ) - "\f'lﬁ . Tjé [D: Zﬂ'_]

4‘:"1:2'?”'14" ’ %: . Tada J;-

. x
j"(?’dﬂe j j&(z(f))df; 4G, -,
T | O

Ako je bar jedna koordinata celobrojnog vektora n=(";.- ’Y‘lp)

- razliéita od numée, tada je ,
_ ) 2%
mz‘f

......

o '5-?3-- _w'.: _"rr
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(s@)du; = (2nfa,
)2

Primenimo za procenu 4, poznatu procenu integra-

=] S5 | £mefade, = waxls] 7"
| T
odakle dobijamo nejednakost (IT1.2.11):
a.| & max|§2)|=max|TanZ |

Za funkciju iz algebtre A, posmatramo limes

M(S) = Lim j $(%)dS

T2 oo A/

Ako je -E(’s') W (E) i ng O, tada je

T (Mg Ag ."+7i4% %
[im 2= jw(b') Zw; Jﬁm'“ i P)d:s.

T—-—a-oo -T
Oznac¢imo sa C-,, broa ‘nfﬁ,_-i- vao e Mpfﬂ;” . Zboé uslova racijo--
nalne nezavisnosti brojevé ,ﬁijfﬁ;,m‘—ﬁp za bilo koji Y=t o
je Cnt 0. Prema tome je | |
\g it =i C’m_l_

e (€U i L € =€
-,Z_:':o 2T Jr -%f.n; 2T  £Cn

Odakle

1 . 4+1 .
MOW) < b Ffieo ms oo

2a funkc13u W..-:L imamo

Jim J'i Jd5F =1

Prema tome za funkciju 5.(5) Za" W(g) 1ma;|uc:i. u v:Ldu ko=

naéne_sume, dob;aaqu



>Z

Z:.m—-——~ j J}(s)olg 0, (11.2.12)
T 00
rrocenu za g del.‘lEll’-’]O iz ‘procene integrala

|27 fands]a_;;gsr\stsn ,

sz—--— '3'(5 d¥| < suf [:F(E)l (11-2.13)

T=Co T -wé <+ <0

Tz (II.2.12) i (II.2.13) dobiiamo

o & Supl|§(E)] = sur | Za. W5,

. -QlS(m . _,,_-004 <+Oo
Time je nejednakost (1_1.2,10) dokazana.

Nadalje proverimo sve gs_love'TeoremeI.l.E. Zbog te

teoreme, preslikavanj e

ZanW(E) Za”IZ’

se proéiruje'dd izomorfizma ('-algebre A i CCT'P).
Neka je Aq algebra koja se sastoji iz neprekid-
nih funkcija'na'ﬁQ , 2a koje postoji limes u beskonacénosti

rmoa(8) Ealeo) |

~ ¥ o —
Neka je R prosSirena brojna prava R= E?U(m) . Baza okoli-

S

ne tacke ©0 u ﬁ - sastoji od skupova
OOU]-QO;-O-[ UJ-Q,*OO[ 9 Q70 .
Prostor @ je homeomorfan sa kruznicom m , homeomorfizam

{: '1]"1._, fR_ moze se dati na primer pomoéu formule

(3%, xeter
o0 ) Z2=-4

gde je 2= e? . Pokazemo da Je algebra A, ;.zomorfna sa

:‘(2) =

Talgebrom neprekn.dnlh :E‘unkc:.;ja na R . Izomorflzam se da,je

.,w

‘pémoéu formule

-l . .
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a(?) 2 EER

a—a ;  dg)= g =20

Qo)

Poklapanje noemih je Oéigledno-

supla(E) = max[,a(g){
Sep 5eR |

Napiéimo-za L(35)€e C(ﬁ) uslov neprekidnosti u tadki Co : #E>O
postoji okolina W, . tabke oo..takva da ge
(6(5)~ b= <€ 23 EeW -

Ovaj uslov se poklapa sa uslovom da postoji limes Zim '6(5}

5>

Kazemo da je C ~algebra A generirana podalgebrama A4 i

A;_ y 8ko Je 'Aa CA . AZCA i skup konadnih suma oblika

Z’a?é’z ,aﬂéA:L /ééAz

,]elgust po normi u A . Druglm red¢ima A je najmanja C—al-
gebra funkcija koja sadr#i algebre Ay i A, .

.-Razmatrena algebra'_A _generiraﬁa Je podalgebrama
Ai i .Az. Jjexr funlf:cije obiika (I1.2.5) i (II.2.6) mggu se
predstaviti u obliku sume funkecija

| zaﬁ’" efa),} e Ay
ZO_HCM) (W (F—27 )%5(5_27(-60) € AZ

Ako je 4 multiplikativni funkcijonal na algebri A 5

tada njegove restrikcije
J/ Ar v h= :F} A,

su multlplz.kat:.vnl fu.nkcn.aonall na Ai 1 A,_ resPekt:Lmo. |

- J-II -"\-\.n\-lv-i'j_”‘ -ll-'

Samm _tlme, multlpln.katlvnom funkc:.aonalu -5- 1_:‘3., elementu

.qu-'i_‘ '..'.ﬂ l;....., AT ]
B g - ...1-" ;'-:i‘”-'- -

L -uq. - - ! ‘:“' . - t- r

Hprcstpra,; m ﬂ ‘mak s:1.1:::.3.11111:1_|,i_¢.?l.t=.~a.illia:f".“ﬂ~ r:.druzn.ma pag;funkqijgnala

B R iy




Sy

M'Pc 3{— > (51}-5-9_)6 MALX |\/\A2
Ovo preslikavanje je injektivno: ako Je MABQ—? ('31,?2) i
:fi-:. ?1 ) -'_EL-:-_% tada za bilo koju konaénu sumu oblika

s o, ojehy A dnare £ (T 0,65)= 2 5,005 F(6;) =
=2 9.0) g;) = (T a;0))

odakle sledi da je = . )

Na taj nacinn pokazujeﬁé_da prostor maksimalnih ide-
ala MA le?i u prostoru MA‘XMA{ Neprekidnost preslikava-
n.ja S 4 :S---b(:&-.‘.f‘] je oc:.gledna.-f | | |

Zbog kompaktnostl od M, ,prostor MA je homeomor-
fan se svojom slikom pri preslikavanju & .

Prééiikavaz;je § nije surjektivmo, jer ako je daat
neki multiplikatiﬁni funkc'i;jonal 51 na Ag_ i multiplikati-
vni :E‘unkc:.aonal 3‘5_ na Az_ y tada u opStem sluéaju ne posto-
ji funkclaonal -j’- na A.t za kOJl je on restrlkc...,ja. To sle-
di iz &injenice da igmedu funkcijonala F; i 'S}_ kogl su re-
strikcija funkcijonala § na A pogtoje relacije. Te relaci-—
je opisuju sliku MA pri'preélikavanju d . Da bi dobili te
relacije u jasnom obliku posmatrajmo podprostor M i.z MA: MA.;
ko,ji se sastoji iz tadaka oblika (Z,0), %’6?2[" i tataka ob-

:an.i?a:jmb tacku ( 'Z 5 )GM C'MA.; MA . _Oznaci-ind sa ;Fi

T it ST 2 N &
gt ._.ﬁ._';?:ﬁ-"’*-“ﬁ-w it "-m;-“a:i m”"_ ARy TR o e RAey --r’*:
_my;tlp;ikn al na. A kOJai.Lor_glgovaga, tacH
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?:E'Z /\/]A sy Sa -f oznac¢imo mult 1p11kat1vn1 funkci-

jonal, koJji odgovara tacki 'fé [R "MA‘ . Funkcijonal 5'1
2.

daje se formulom

$@)= Y An(2°) gde je Q=a@)= A%

Ako je g = o0 , tada Je f{d) Z{Tﬂﬂ(S)—ﬂfao) Ako je ‘Sefﬁ
tada je oF(Q)=al¥).

Razmotrimo.prvo sluéaj kada Jje Eo: 0o . Tada prosi-

renje parova (&, '5_2) na sumi oblika
L0 > Q€A 6,&/5\1
daje se pomocu formule
FOZ 445) = 22 5,(04) £4()

i predstavlja multiplikativni funkcijonal na A .

Ako je §€Ri 2=Y(F°), tada prodirenje parova (%,5 )
na A daje se pomodéu formule fa)=.a(%") . Zaista za funkci-

jonal ¥ i a€A, imamo

r. Yﬂ"h'ﬁzg* “+Nph E)
§rm—-a(§) Zan Sk | " 7,(a),

7
Za funkciju QA 1iz Az.. Jednakost :f{ﬂ)::g(a) je oéigledna. Ovim
je inkluzija MTG&MA\ dokazana.

PokazZzemo sada obratnu inkluziju 5(MA)CM, tj. po-
kazimo da ako su funkcijonali _-F:L i :f}. restrikcija nekog fun-
kecijonala 5 , tada izmedu odgovarajuéih tacdaka (2)‘3) poOS-
toji relacija. 7 =Y (¥).

Uzmemo neprekidnu funkeciju «aEAg_ i funkeiju zééAz_
pri Eemu je ffe0)=0 , ;g(:f)*c)-, 'V‘EEIR Nap:.s:.mo jednakost

.a(:?) —a(E)(i+é(3)) a(s)rG(E) o (I5.2-19)

-u.- -r--}‘t

Rokal Fibiked ol 5,2 §) A i omiK
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£@@)=a3), 57 R

Primetimo da jJe %i'm 0(3)4(3)= 0, Zto znadi da proizvod
R A
at$)4(§) pripada A, . Primenimo na relaciji (II.2.14) fun-

xcijonal ¥

ta) =35,0a)=$,@)(1+6(57)-a(59)6(3°) , odaxle je
ALK a.(5°)4(5°) =0
Kako je f(L)*0, to je FH(a)=—a(¥’). Funkcijonal

1(%") = ﬁ(‘l’(f")) , tj. funkcijonal §, odgovara talki ¥(¥) a
paru tacaka (f.ﬂ'fz)' odgovara par tadaka (¥V(%¥°),¥) iz MA,_K MA}.'

- Prema tome prostor M4 se se identificira sa pod-
ékupom MC.MA:MA’.. Skup M Je unija dﬁaju disjunktnih
skupova. .

Skup tadaka oblika (Z,c0) , 2€ T”’, je homeomorfan
sa torusom TP, i skup tadaka - ﬁ oblika (¥(§), E’) . 5¢R
je homeombri'an sa R . Topologija unije 'ﬂ""'_’(_jﬁ? je induci-
I_'a.na sa topologijom prostora MAix MAZ . Torus "[]‘7’ i E su
p&c}fﬁgﬁi ,i'?) Tm tako da se kriva ﬁ' namotafa na torus
T* kada § —arco 1 p;-ibliiava se prema iracijonalnom omota.=
éu torusa. Torus | T””;—_—_ 'ﬂ"z - predstavimo kao prsten u kome
se identifikuju spoljadni i unutradnji granicni krug. Tada

prostor M ima oblik kao na slici
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PokaZimo sada da je na prostoru M TUR homeomorfizam o{

generlran pomocu operatora Sifta Tu(g]— ug-4), gde: je
£ =270 zadat formulom
irhw AW e )
p

°<-&(E) _:'(e Z,, € 2,258 Zp

2e TP, L(&)=§-2Tw , X(8)=F-4,FeR .

Prvo pokazujemo da za -G.GA vazi

T — ~
(Toor) = DKy,
Zaista, automorfizam T na funkciji qu;Ideluje po_ formunli

Tam = ToT, = a(s-4) (11.2:19)

Na algebrl A, taj automorfizam neposredno je za&.

dat i-'ormu—ioin (II',2,15)_. Posmatrajué¢i algebru A:'.. vidimo da je
I ( S+ TAF A |
TW(E)- R HAE)

Fosle primene'GelfandOVOg pfeslikavanja imamo

6(T(Ta W)= G(Tan(e™* )( & ) (éﬁ ‘3,5’
= Tanfe S (€4

= [6@)](«,(2

Sledeéi korak , koji pecnkophodan za primenu Teore-
meI.3 1 u jednakost (I.2.9) sastoji se u opisivanju normira—

nih mera na Mx koge su 1nvar1;jantne i ergodlcne u odnosu

. - - -
""'-'.’I'.' RO ‘_.J _4'1 -

na presl:.kavanae o( Dokaz:mo da za pro:.zvﬁlnnu normiranu -

—it
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meTru /{ na IV]AT- T”Uﬁ koja je invarijantna u odnosu na
preslikavanje o, vaZi
_m(R)=0.
PosmatraJmo poluotvorenl interval u [0 'ﬂ] & R
Slike tog poluoctvorenog intervala prilikom delovanja stepenog
o{k preslikavanja O('A. su poluctvoreni intervali
U = [khs Coenh) 5 ke .

Te slike su dva po dva disjunkine i zbog invarijantnosti me-

re M ./%(uz)z/f(u,}-Buduéi da je R = U Ux

ratage ﬂ(gg)zzf(ug-_:if(uo)

Ako 'jé /%(U ]:#O , tada posljedni red divergira i dobijamo
M(R)=a » 8to je u kontradikeijom sa uslovom _af (My)=1 .
Prema tome /‘/i(u ) 0 i /‘{(ﬁ) . To znacli da sve
1nvarlaantne ergodidne normirane mere na M " kambentrirane na tor 1_1c=.u']j"
su invarmijantne i ergodiéne u odnosu na poresiikavanje o 2
Takve mere na torusu su opisane u opStem slucaju u Primerul.2.4.
U razmotrenoj situaciji imamo nekoliko specifiénos-
ti i ne mogu se realizirati sve mogule varijante u opStem
sluéaju. Ovo je vezano sa specijalnim oblikom vektora
T=(T1 T~ 1(CM) 2 ‘z;‘:‘fl.:"fa )
datog preslikavan;ia 4 ¢z - To je ved primeéeno u dokazu Teo-
remeI 1.1, i moguée su dva sluéaja |
' Sluca;_] . Brojew. 1 “2"4, ey T *su racijonalnd
nezav:.sm.. U tom sluca,ju na torusu ’ﬂ"‘" pOStOJl samo jedna

mvarljantna. mera, ta mera Je - ___1_-_____ d cl‘f
212 n:
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U'razmotrenéj situacljl lmamo nekoliko specificno-
sti i ne mogu se realizirati sve mogute varijante u opstem
slutaiu, Ovo Je vezano sa specijalnim oblikom vektora

T=(Ta,Toyy Tn) » Gg=FiHh
datog preslikavanja <xk' , 3to je veé primeéeno u dokazu
Teoremel.l.l , i1 moguée sy dva sluéaja

‘C?i Su racijona-

Sluéaj 1. Brojevi 1, 4,‘C}_)~-W
1no nezavisni. U tom sluéaju na torusu % postoji samo

jedna invarijantna mera , ta mera je

o Ut

Sve tacke iz MA u tom siuéa;ju_ su neperiodicne
i usievi iz Definiéijél.a.l tj.'usloﬁi topoloskii éiebod-
nog dejs{:va_grupe Z vaze. Prostor MA Jje koneksan.
Prema tome vaié-svi uslovi TeoremeI.?.1 i pronadeni su
svi ﬁbjekti, kcji su neophodni za izrazavanje uslova inver-
tibilnosti iz te teoreme u jasno] form%;

Kao rezultat dobijamo uslove Teoremell.Z2.l formu-
lisane za taj sluéajd.
| Siuéaj =z. Madu brojevima i,‘Z’i,‘Z’é,...,‘Z;‘ postojli ta-—
&no jedna relacija oblika

ch(CL:-Co gde je Co ;ICKQZ
Invarijantne ergodiéne mere na T”? u tom slu¢aju su opi-
sané kod dokaza TeoremeII.l.l. Nosaé svaké takve mere Je
unija torusa d::.menz:.;]e 4~4 . Kao i u TeoremiIl.l.1 poka-

zujemo da zamena promenljlv1h moze nas dovestl do slucaaa

. Ny X -_:Fu - )
kada ;j e kod vektora fa" poslednga. koord:.nata raca.onalna N
, ' % "'# e “ ".*‘-g. %'.“ 2 ﬁh ‘"""“H“*"": :f:“: el "‘"“-n:‘l-* “"; .,aff’“:ff el w——n S

ifoQracijona 1G5 NeZAViENe o

y§-



- Uolimo razlike izmedu posmatranog sluéaja i analog-
Nog sluéajé u TeﬁremiII.l.l. Za >4 kao i~u.TéoremiIIll;1,
sve tadke iz M& nisu periodiéne i uslov invertibilnosti
opératora (II.2.9) se dobija iz Teoremel.?.l.
| Ako je #4=4 , tada su na ’H’i-_-_ S" sve tacke pe-
riodicéne. U TeoremiIl.l.l ta situacija otezava primenu Teo-
remel.?.1 , buduéi da ne vazi uslov (k).
U nesoj Teoremi nema poteskote kao u TeoremilIl.l.l
("Zﬂ /p:ﬂ_). Stvar je u tome da je skup E_ svuda gust u pro-
storu an. i da éitav taj skup se sastoji it neperiodidnih
tacaka zbog uslova ¢+ O . Prema tome uslov (¥), tj. uslov
da je_skup neperiodiénih tacdaka svuda gust u ﬁVLq , Takode
vaii'za ayn=i i pfimgnivéi Teoremﬁi.B.l dobijamo pomengte
uslove iz formulacije Teoreme.

Teorema je dokazana.

-

o c s : . <
_Primedba II.2.2. Ako su koeficijenti aii_:. _a,,#

konstantni, tada formulisani uslovi iz Teoreme su potrebni i
| | )

dovoljni za invertibilnost operatora 45 , Jer on pri Four-

rierovaj transsformaciji prelazi u operator oblika (II.2.9)

(bez kompaktnog sabirka).
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III . G T AV A

INTEGRO-DIFERENCNE JEDNACINE U PROSTORU [, (R”)

§ 1II.1. Integro-diferencne jednaline sa oscilirajuéinm

koeficijentima

U prostoru [,J_(Rﬂ) posmatrajmo integro-diferencnu

jednaéinu oblika

,Gu__ Z',a cx)u(mu + Z " (IJ‘\'P x—-y) U(WQJK) 4 m 1 1)
K=1 k=1 §=1

gde UO.,,,Q-[R dati vektori; ,a“aq ,é, date funkcije,
heL(R).

U tretiranom paragrafu odvojena je klasa jednadina
obiika (III.l.l) za koju se-dobijaju uslovi njoterovosti ili
razredivosti. Primetimo da opsta Jjednacdina oblika (III.1l.1)
Je jos slozenija nego razmotrena jednalina iz prve glave, i
za njih verovatnelne postoje efekti;hi uslovi njoterovosti.

Predpostavimo da su koeficijenti sledeéeg oblika

<A, X >

OUT) =2+ 0L € (111.1.2)

gie su A, , 00, €EC + A€ R” +A%0: A X)= B2 + -+ %,

/a,q(x) -a,ca(%c)i-,a,:,_(r)e”‘ 1 X2 (1}1.1.3)

T e |
gde su /Cl“ i ,ai merlalve n:-- ogra.ﬁz-;nene fu.nkci,je za koje .
posto;je llmesi u beskonacnost:. loo), ﬂk, (ao)

-.-: T ;-5..._- .. .

Uvedimo pomocne objekte, pomocu kojlh formullsemo

@“..#m"’ RSN ﬂe;& ‘f.x,. R T

“Waldve nioterovo Sti ;;a_mt;," obli]m., (III’;’_.L:!._" . l).
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Definicija III.1.1. Vektori Tz T3, .. 7e€e R’ zovu

se racijonalno nezavisni ako 1z zednakestt

Jp - . .
éiix‘t;:o, Q8 R siedi g =0.

Neka je 40 maksimalni broj racijonalno nezavisnih

medu vektorﬁi.ueﬂ)i 3 A 2 3+ C,OP . Tada postoje takvi racijonal-

no nezavisni vektori Cj ,;¢;,.-y¢p » 48 Je

e
L = ZCK-;;‘ ‘C—; g K=Z14,2,.ym Ckg'e Z :
Neka Jje =t

Fﬂ‘\4o= {2:,(21.;?; ) <o J:Z?J) V1Z5l=1, 75 € Cj

f -dimenzionalni torus. Prema operatoru {5 konsruisimo dve

funkcije na torusu 'ﬂ"lp :

= Cuqg _C X
ao(z):ziﬂgZi -Zlgz"'zg’-‘” )
. =

2y 4 Gy — Cre Cup
01 (2) — iah Z.‘L ZL . -_:Z',P
- K=1 - .
Pomoéu vektora -A dajemo preslikavanje oé“ torusa u sebe:
i<h, T3 14h, T3> (<A T
0<A(2)""(e "Z:L:e ,...’6‘ )
Neka Jje | K . |
ﬁ) ={d4‘(u) y K:Ii;.’ﬁl,-"}
W
zatvaraé trajektorije taike U na torusu T'P ,prilikom

dejstva preslikavanja of; . Svaki od skupova (3, Je torus

jl1i konaéna unija torusa. Dimenzija tih torusa zavisi od ob-
1ika racionalnih relacija izmedu koeficijenata vektora
J= (<ﬂ..'2'£>' Ty, Sh Tp> )

N&' svakom "od. tik skupové postoji jedinstvena normirenal mera My

k= -
Pl .
ot
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koja Jje invarijantna uodnosu na preslikavanje' O(;,_ .

Geometrijskom sredinom funkcije A€ C(T‘F’) po me-

ri Mw nazivamo broj
"S () :—‘iX'IﬂjZn[{l(Z)]d/wu(Z)
Mu 7 | |
: U
Dajemo takode dve funkcije na Ra:

Ul N ; m X o ™ FeO
’ga(f): ZOKOe - 31 Z X’O-icj(.m) %}(9-(§) C e ??E € R/J ,
K=1

K=4 4=1
| = i(wt}f-'ﬂ7 m X 1 r g_,& icwg? E"’ﬂ? 4
4,510 O + Q. ) At $ (-4)€ ) SR’

gde Je i(f) Forierova transformacija funkecije @; .

Teorema III.1.1. Operator .{5 oblika (III.1l.1) sa

koefibijentima oblika (III.l.2) i (III.1.3) je njoterov opera-

tor u prostoru Az ( Rd) tada i samo tada ako vazii Jjedan od us-—

lova a) ili b):

a) a,(z) + 01 A4, (50, Suallo) > 53(04)
b) Qg (2)F 0 1 6(5)F 0 O;(00) & S5 ()

Dokaz. Posmatrajmo operator ,6 uprdstoru éz(ﬁ”):

éu:: i (,ai+ak e ry) u('.r-m.oh) 4

-' L ketit R

(2) o | B (EY) U A0 ) dy -0
A3

ol L =




Korlsteci Jednakost

aa# COSJJ qS(sc—j)u(:Jng)a(y aq(m)j CE (I-

+[,Qn1(r ,(2,:1(00’-}5 CP (x-y)u(ng)dy,

y) U CY+wt:) d)’ +

transformisimo operator /6

u:f,aiu(:n )+Z’,q&e
+2 Z{«ar,-(%)f . ) ey +

2¢h, XD
CU(xs O)

+[4x,,.(1’} a8 (eo] SCE (‘I y)u(y+w cl\]} f {QH | t(—ﬁ.g)
.. 3=

Kz 4

%’o@ (x-y)u(vmg)dg +[dlq (I) IQL; (wjge )U(ym&)dyy 4
Buduéi da Je I .
2= 0o

sz [dr,(r)-a;,(m)] 0 Ztm ’ak (I}- L(’-”)] "'"0

@GQ(F )tada su iintegralni operatori

A,Lu(x):[«a:,.cr)-,a,,}(m)] “ER &, 0e) uorn cy
. A ?/l(x) {OH(I’J aF,‘.(Oo)]S (I--v)u(yq.cdk_)dy

kompaktni u prostoru Z, (K’ ) [34].

Opeaator A  Je ngoterov operator tada i 'samo tada

-

ako ;]e o;:erator ,6.(—[( n;;oterov, gde Je K kompaktm. oPe-:'-
rator. Prema tome operator & je “hjoterov istovremeno sa ope-

ratorom:
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o = o ‘ L P EIRYE T >
Lu= ZaK U (% +ek) +Z»a,( e U (o eeo) +

+ f Z/aka(m)j b, L39) U4t Sy +

£=1 =4
! Z,'Xa"a(oo) é“{ PJ igxuy)uu*“’d dy = A
k=4 4=1 R’-‘

Posle primene Fburijerove transformacije u Z%(Z?v!u poslednjoj

jednac¢ini imamo

:,Cf-d“ o A K 1 A
Fane” Tacs)ey YAz Ry (5)0s) ¢
' k=1 4=4 |
1 A 2 1 ‘3Uk;5vﬂ7 I
+Saa g, K IE T ) Rs-Aldy

odnosno ,_. _
A (5)= 6o (5)TU(S)+ £,(3) U(5-4) = $C5) (m.::.q)
gde ze

~ :< g = 1 1%
_6,,,(3’) Z»a,c Rl Z’ara("" - 4 i (5)

K=1 4= ‘L
<y, $oAh 27_ . 1@::”3—«2?
(5)—}:0 € Hf‘"?.( )€ Yoy (54)
7.a 15p1t1van3e operatora (III.2.1) primenimo izloZe-
nu teorijw iz prve glave. Da bi primenili Teoremul.3.1 , po-
trebno je 0pisati prostor maksimalnih ideala (C* ?aigebre .
generlranoj pompcu koeflclaenata Jednac¢ine (III.1.2) , naéi

homeomorflzam A generiran 0peratorom

Ta u(ﬁ) US-A)

i~ opisati 1nvarljantne erﬂodmcne_mere na'prostoru ‘maksimalnih:
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ideala.

Oznadimo sa A C*—algebru generiranu pomoéu funkci-
jaiobikka (III.1.2) i (III.l.E) . Tada je algebra A izomor-
fra sa algebrom (;(hd) neprekidnih funkcija na prostoru mék—
simalnih ideala te algebre.

PokaZimo da se prostor M| prdstavlja kao skup ob-
lika '—ﬂ"U LRO '« Topologiju tog prostora opisat demo nise.

| Razmotrimo prvo dve podalgebre algebre A : neka je

/\1 (: -algebra generirana pomoéu funkcija oblika
Z'(.wx >
> A€ R

Pokazimo da Je algelra /\1| lzomorfna sa algebrom

C(T’j neprekldnlh .f‘unkc:r.aa na p~dimenzionalnom torusu. Za
dokaz prlmenlmo Teoremu 0 izomorfizmu (Teorema I.l.1).
Pe DEfinlClglIII 1.l postoje racijonalno nezavisni

vektori ‘81, yo1Tg 1 celi brojevi Ck4 takvih da je
4
Ok =2, Cez T
_ | =1 ' ,
Oznadujemo sa ‘T - .
. Wﬂu(})zezc J lE?) 7.._{;_2.)' ’10 .

Funkcije efﬂw;.‘!'> izrazavaju se kroz M/? po formuli

. e - G
et(t-gx.‘b: o< 2 Cxi %, § > (equ,b C'ff €f<'£5,‘5> €2

e g w9

; G
P<Q;U:§;' Kf C G
(6 . :Vv:tu‘w KZ_”WC};p '

P
 Prema tome mozemo uzetl da Je algebra. /\1 generl--w

rana pomoéu polinoma od funkclal VV; tj. pomoéu funkc13a ob—
11ka
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Z'c?‘h W""(E) 1_42“66 : ’W:(w,_,qq“...,qq?)ézfi

WI)={uce ][]

n
Funkcije W (F) zadaju renrezentae Ju ZP A:L s, Jer Je

Vs =W S) WT(E) -

Na taj natéin mi vidimo da je algebra A:l C* -algebra tipa

:‘(C, Z’: W”(E)) . Primetimo da vaZi aksioma 1  DefinicijeI.l. 1 ,

posto uvek za e vaii W"a W";_—@E E .

Torus 'I["'P realizujemo u obliku proizveda 4 —-kruznica:

"'H""P { (213223 1??’) -216427!23\ }

Na torusu T? posmatra,jmo funkc:.gu

2= ZF T Z e
Polinomi oblika S a Z"\ su gusti u algebri C(‘I[‘")
2

Fu.nkcn.ae Z'P zadaju renrezentacuu grupe Z'P vazi

Zraf =aeC.
Prema tome C(T?) je € algabra tipa C"(C Z*’ Z?) Za al-
gebre A4 i C(rt) 1smm,javawse uslov (I.lid), ako se kao ‘f’

uzima identidno preslikavanje iz C u C , tada

YW W™ =Yta)=a = ZlaZ"

Pfim.etimo da TeoremaII.l.B ne moZe da se primeni u tim al-
gebrama, jer dejstvo grupe Z”o na algebri d: nije topolos—
ki slobodno. Prostor maksimalnih ideala algebre Q: se sas-
.toai samo :Lz Jedne tacke i za pro:.zvolanu grupn 6:,.'-26’5 ne'_;_'
vazi uslov deastva topoloskt slobodno.__

"“ﬂ"""-{,r n..'l.*t Y ‘}1‘.

Pokaiimm_za ko .. énm sum g u‘malmw*z‘_ '
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vazf nejednakosti

§3”°‘JZ‘3~= Wﬂfg)[ 210, (m-1.5)
xS an 27| 7 10 w.1. 6
zéT"’lZ | 7 14, | )

posle ¢ega primenimo Teoremul.l.l. Funkciju $(Z)= Zﬂﬂ 2“

integriBemo po torusu 'H"P. U tom cilju uvedimo promenljive

\Fﬂ.j\ez_)---] \f e[ollﬂ—] 23. - 6 \Fﬂ'
Tada - 297
- Jadiz=g S-Hi‘(“f’))d*f’ dt, - ol -
T* 0

Ako bar jedna od koordinata celobroanog_ vektora ‘H::.('Y!,_,..,,’\’lp)

_raZliEita od nule, tada Je
2T

T 27 ., |
' iy zn"l N7

52”:::(12] "—':-S e‘”‘“"‘-dﬂ- LE “2d, So gl"f' 0
> | . ,

Prema tome. | - |

[J@dizi= (2P0 -

P J

Primenimo za ocenu [, POznatu ocenu integrala

__:___U-f(%)d(z\ ]gmax.l-j(Z)] Si-dm:'rwl*‘z)l(wf
T

](zw)""aa
odakle dobijamo (III.1.6)

Qo l c.'ma)c[-S(-Z)\ —-WQKIZOHZ l

Dokazimo sada nejednakost (III.1.5). Zato posmat-

T A1
£(8) el
M(*S )=Lim (;‘?’t") L -51‘

za_ funkcije, :Lg algebre A:L . Ako Je -}(?) W"l’;}lmw tada

rajmo limes



69

L 1N T+ Ty 5
L Gy i jTW (St =l jrjr A3

gde je Fz(g‘l ;gz > I -']'.g-y,) .
Oznadimo sa (™M vektar ﬂf{'i.;..--,,_qn,’,?;o. Zbog uslova

racijonalno nezavisnosti vektora €y, ..., T 22 bilo koji M*FO

v+ (0 imamo C:n:{: O . Cdakle posle decbijamo

T T !<C“§> A " ' » —
L ’ = "= (G C J"'JC‘Z’) -
TZzi'SL"(?-T) J JTe dlg =(C= (5 G )

H(CP% + N8+ -+(3 8

= Lim -(-;_—_(-_-)-;5 J J gi.dg..fd‘za =

T-ioo

”gg, fQ fg .-.C':lg/_, _
_ = Liv - ( T)ﬁj _S e _a .

,M chzm (2.?1_)3 o ICLi" ]C,;l




7

. » N |
Odakle za funkciju -}(E):ZGHW(E}’ imajuéi u vidu oblik kona-
énih suma,‘imgmo'

lim ——— S _L_-S(E )dE=do  (W1.9)

T= 0 CZ T =T

Ocenu za A]}, dobijamo iz ocene integrala

T T
G § gT5<§)d§) < max | $(9)]
T T \
1 d¥| < Supl|d(5)| (IL.1.8)
)275_?2 (27T)" JT '-[Té(g) E} Séfﬁ"l -

Iz(III 1.7) i (III.128) dobijamo

Iaa] 2. SUPH(E)]“' 3“7’[ Za’n W (E)I
FeR? SeR® _

Tlme je dokazano nejednakost IIII 1.5).

Proverlmo sve uslove Teorémel.l.l. Zbog te teoreme

Z_zd'n W (§) -1 Z an )

prosiruje se do izomorfizma C_ ~algebre Ai i C('Z["P). Neka

presllkavanae

je A algebra koja se-sastoji od neprekidnih funkecija na [R'o

za koje postoji limes u beskonadnosti Zr7m Q(5§) ""‘e;.d( co) .
= 00

Neka je R = R U(ﬂo} . Baza okoline tadke oo u [R? sas-
to;j::. 8é od skupova oblika R UJ (c0) , gdee je B¢ JR? otvo-
ren skup oblika {x: Il')éll>ca
 Prostor [R?® je homeomorfan sa sferom S7 iz ROH'
Hﬁﬁéomorflzam moze se dati pomocu stereografske proaek01ae
N 'ZE&. s ‘ X 1
6(3) "? ) 2“‘-’-’ afe ’?g N TR oy n,ﬂ":i 2 ket EGR
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- Y, aro 3¢ §eR”
O(8) =+ .
_(0302'“'} 0)1) , dko 3€ E=o0

Pokazimo da Jje algebra AZ izomorfna sa algebrom

neprekidnih funkecija na E'a . Izomorfizam je dat formulom:

- A . a§), §Se 2
A da— A4 ; ,a(g)_..{ » <K
ale), S=® -
Odigledno je da se norme poklapaju tJ.

suplalh] = max|a(E))|
- §eR? 5¢ R®
Napifimo za funkciju ,g(}’)é'C(ZR"‘) uslove neprekidnosti u

"'_c-aéki' W : za svako £>0 postoji okolina Wno , takva da je
"{9(?) - /C(OO) ld. E 28 Eé W . Taj uslov se poklapa sa
uslovom ekzistencije limesa ZI‘W\ é(?) Razmatrena algeb-
ra A Jje generirana pomoéu dva podalgebrlh Ais i A, , bu-
duc; da funk01ae_ob11ka (ITI.1.2) i (III.1.3) predstavljaju

'se u oblikw sume funkcija |

z £ 24y, X-h
Z'ﬂn CSTA, ZZ‘J o 4.05-) A,

=1 1-1_
Ako jJe 5 maltiplikativni funkcijonal na algebri A
tada su njegova restrikcija |
-5'1 ':':5/A1 ) 6'2 — _SIAZ
multiplikativni funkcijonali na A'L i ’&‘2 respektivno. Sa-
mim time multiplikétimi'funkcijonal & , elementu prostora
MA 'maks.imalnih ideala, pridruzuje par funkcijonala kao u’
[ § II 2] A.nalogno kao u paragrafu [§ II 2} pokazuaemo da pros—

tor maks:.malm.h 1deala MA. msmesten u prostoru MA.,.X M A 2 °
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Zbog kompak‘j:nosti od ‘MA- , prostor MA— je homeomorfan sa

njenom sllkom prilikom preslikavanja

51§ — (3la,r3a) €Ma, X Ma,

Preslikavanje g nije surjektivno, Jjer ako je dat neki mul-
tiplikativni funkcijonal 51 na Ai i multiplikativni funk-
cijonal :F-,_ na Az_ , tada u copstem sluéaju ne posttoji fun-
kcijonal < na A‘.’L za koga su oni restrikcije. To sledi iz
toga da izmedu funkcijonala -5,1 i 52 koji su restrikecija fun-
kcijonala -f na ;A:tu-';eig’zistiraju relacije. Te relacije opisu-
Jju sliku MA prilikom preslikavanja ('S . Neka je M podpros-
tor u MA:f MA;' koji sadrzi tadke oblika (2 ,00) , € 77 i
tatke oblika (¥(%8);§) , ede je '

Y(E) ( 1<T,% 7 <%, %7 écrﬁl§>)é Z/’: EER/J

) ) °°2

Pokazimo d_a Je 5’(/\/ IA):'-' M“. Prvo dokazujemo inkluzijﬁ
Mc S(MA) . Zato fiksirajmo tadku (2f,%°) €M CMMXM,%.
Oznacugemo sa fi. f‘multlplj.katlvnl funkcijonal na A-I s, koji
odgovara talki 2% ZP-:-'MA , dok sa i'?_ multiplikativni fun-
p 8 . .
kcijonal koji odgovara tadki ¥ ¢ R? =M A, - Funkcijonal
3, zadaje se formulom | %-H |
. -— . . fyl v — -— O -
S.(a) = > An(2°)", gde j¢ A=4AE) 2 _On
Ako je €= oo , tada je 52_(0):: %(m (% )=aleo). Ako je Semd,
—20
tada ,je §,a)=alx).

Razmotrlmo ﬁrvo sluca.a kada je g = 0o « Tada pr051- ‘
ren;je parova (f_; 'fz) na sumu obllka 2627.6, , 07614-1) {7 GA
zadaje se formulom f(ZCHG,) Zi.l(al)'ﬁi(m) 1 jeste multn.pli—_ ‘

kativni’ fun¥ciional  na Iﬁh



75

| om __
Ako Je E éfR i 2% ‘b’(E”) , tada prosirenje pa-
ra ($.%;) na” A zadaje se formulom Fa)=a(§’) . Zaista za

takvog funkcijonala 4 1 aé’/-'li dobijamo
{(a) oa(E ) — Z‘a‘h Z(’ng_{‘t- J“gi>+'na 2‘,'5).;. _;.qq},,c:?},;iP?)

#

— 1({2) ; 3&6 +€ \g (Si) gz) ’E‘P)

7a fﬁnlcci,ju A iz Az jednakost 5({1):{2(&] je odigledna.Ca-
mim-time dokazano Jje inkluzilja MC.S(MA).

Doka¥imo sada obratnu inkluziju: S(MaYC M , ti-
pokazimo da ako su funkcijonali :f-,l 1 _;S'l restrikcija nekog
funkcijonala :S- tada izmedu odgovarajuéih tacdaka (-2,‘5) posS-
toji relacija 2= V(E)

- Uzmimo pro:.zvolgnu funkeciju Q€ A:L:L funkeiju '615/'1'\2 ]
pI‘l &emu ,G(oo) o »6(’{) =+0, -ygeﬁ‘j. Napifemo jednakost

| a(s) = aCE)(1+€C§))-d(S)€(§) (¥ 19)
Neka je funkcijonal :;:-.F/AJ_ oblika fg(&(E))::a(S) L TeR”?.
Primetimo da je s Zpem Q(5)4(5)=0" $to znadi da proizvod
d(}'){(?} pripada 3;2‘”- Primenimo u jednakosti' (III.1.9) fun-
kc:.gonal '5 |

Sta)= $,(0) = 51@)(”@@) a(s. )6(5)
odakle [$,t2)— A% "J],é(f’): o .
Posto je 4(€°)+0, tada je -E(a)-a(};) Ipak funkcijonal
a(y"} a(s](‘gﬂ)) t,]. funkcijonal -_-}1 odgovara tadki ¥(%§°) i
paru (5,_, z) odgovara par tacaka (Y(‘S"}},'), i2 MA: MAZ; Prema o
tome prostor M&- 1dent1f1c1ramo ga sa pods-{upom MG MA,, :
Skup.- M “je unija dva. dngunktmh_ﬁoaggugoava :

Shmtaﬁaka: obl:l.ka, (Z,M)LEGT je: homeomorfan "sa;




"

D . . S .
homeomorfan sa EQ S Topologija od unigje T?UE? je induci-
rana od topologije prostora MA.,,"MA;_ . Torus 'H"’" i podmnogo-
strukost [ﬁ'-" leZe u MAxMA , tako da A -dimenzionalna povrs
| . y

i

RA namotava se na torﬁsu T-p , kada E—b Yoo

U slucaju p=1 i 4A=4 taj prostor moze se pred-
staviti grafidki. Torus TPipZpredstavimo kao prsten u kome
su identificirana spoljadna i unutrasnja graniéna kruzZnica.

Tada podskup M ima oblik krive skicirane na slici

:predstavljéno kao prostor maksimalnih ideala algebre, razmo-

trene u [§ 11.24,
3
PokaZemo sada da na prostoru MA:: TrU R homeomor-

fizam o(_c generiran pomoéu operatora $ifta T;u(‘g):.?.«t(}-‘ﬁ)_

zadat formulom

oy o [ TR <G, 4> <G, L>
Cr=(¢, 6,

X, (§) = §-A 5e R”.

. U tom cilju pokazimo da za ,QEA véii
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Zdista, na funkciji /QEA auotomorfizam 7.}._ de-

luje po formuli , -
108 =TaT, =a@t-4) (H11)

Na podalgebri /\1 taj automorfizam neposredno je zadat for-

malom (III.1.10). Posmatrajuéi algedru Ai primetimo da

A 5- -K7 T
T W) =g %> et "'DW(E)

Prema tome pri preslikavanju Gelfanda imamo

6(71 (2 Wﬂ)): G (;an (EEC 1) e >Wi>'”f-
(6755 (€5 = ™)
.(6" 2'ﬁz>_21> . (ezd; 4, >) [6(0](0(4(-2)) |

Sledeéi korak koJji Jje potrebanazaiprimenu Teoremel.?.1
u jednadini (I7I.1.4) sastoji se na opisivanje normiranih me-
ra na' MA , invarijantne i ergodicéne u odnosu na preslikava=-
nje 0(‘& Pokaz:.mo da za bile koju normiranu meru _A4{ na
MA ']]"'P(_}[R‘ﬂ 1nvar13antnoa u odnosu na preslikavanje Xy.vaZi
. _ AM(R?) =0
Posmatrajmo sloJ {fé@ s (0% <'ﬂ.'§><ll‘ﬂ”zj.

Slike tog sloja pri dejstvu a(f‘ preslikavanja Xz su slojevi

uK:{E: kKIAlt & <N 5> < CK+1)M.HZj

Te sllke 8su dva po dva dlsgunktne i zbog invarijantnosti mere

/bt /‘»{{L{.) /.{{U,) Posto ,je

e — _.¢__I-.1

RTLERL
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Ako je /{(uo)_-#o, tada posljedni red konvergira i dobi-
jamo da je /t/(('@"’)zw , 8to je u kontradikciji sa uslovom
_,o((MA)=1 . To znali da je (U0 i/q(fe’}:a . §to zamadi
da su sve invarijantne ergodicne normirane mere na MA kon-
centrirane na torusu 'ﬂ7 i jésu invarijantne i ergodidne u
odnosu na preslikavanje a<4;. Takve su mere na.tprusu opisane
u opStem sluéaju u Primerul.2.4. U sluéaju vise dimenzije,ka-
da je A2 , razlidit od sluéaja 9= , razmotrenog u

[ 1II.2], Kod vektora

moguée je viSe relacija izmedu koordinata i invarijantne me-
ré mogu imati bilo koji oblik opisan u Primerul.Z2.4. Primeti~.
mo takode da u sluc¢aju kada su kod vektora ,jf sve koordina-
te racijonalne, svaka invarijantna mera je koncentrirana u
konagnom broju talaka. Na torusu ‘¥ sve su taCke periodilne —
i _dejstvg gi'upe Z na T"”.nije topolosgki slobodno. Medutim
¢itav prostor MA maksimalnih ideala algebre /—\ sastojli se
iz unije 'H”’Uﬁo , ori cemu su sve tacdke iz Ra neperiodicéne

i skup ﬁ" je svuda gust u MA . Prema tome vazi uslov dejs-
tva topoloSki slobodno grupe J na MA i primenivsi Teore-
mul.5.1 o invértibilnosti*elemenata ‘Lalgebrg dobijamo tvr-

denje teoreme.
Teoreme Je dokazana.

U sPecljalnom slucaau kada Jje jednac1na (Ir.1.1)
obllka

LU= QT U) z za.gacx)j c}> (1‘3)u(v+wg)dy = (zrr 1 44)

Ksd 4=



77

ona se moZe ispitati i za opS3tiji oblik koeficijenata. Neka je

/(Qa(x* Z'O‘ov ez<'ﬂn:1 XD y Qoy € C |
V=1 (zz{.z-'tz)

cde je Ay dati vektor iz [R? . Funkcije arg-él) su neprekid-
ne i postoji njihov limes u beskonacnosti.

Definicija III.2.1. Sistem vektora /Ai,'ﬁz) £:T) 'ﬁiﬂ

. 2 . . y
12 ZR nazivamo konveksnim , ako su sve tacke /ﬁv temena nekog

konveksnog poliedra u [R7.

Pomoéu operatora (b, sa koeficijentima oblika (
(III.1.12) konstru:-..semo 10 funkcuje na [R7:

4y(8)= Oy )+ 3 S Oy o) B(E-H0) € ,5¢R’

=1 4=1 V=1, 2:-"1”’5 .

Teorema ITI.1.2. Neka su koeficijenti operatora

“-)c;g-fﬁ >

(I11.1.11) oblika (III.1.12), sisten vektora by Hhas A

konveksan a sistem vektora 'ﬁz- -ﬁd’vﬁ.}-fﬁi l“"’ﬁh""ﬂ"’- raciona-

lno nezavisni,.

VisZedimenzionalni operator tipa konvolucije A sa
sa koeficijentima (IIT.1.12) je njoterov u prostoru é,?_(&e'ﬂ) |
tada i samo tada, kada postoji broj Ve , A&V &40 takév da

1 | Olow] > Z ]aov(aa)[

V% Vo

2) dvo(E)#o

Dokaz.k Posle zamene koeflclaenata u Jednac1n1 (III 1. 11)

je

imamo-




m £ et - .
+3 3§ 1,06 P) By =4

K=1 §=4 ‘=4 - R

Kao 1 kod dokaza TeoremelIII.l.l , primetimo da je operator

X )~ ’aKév(%_)] j '%(I_y) U Y+ ) d\)
R>

oblika

"'H

kompak an operator u prostoru é (ﬁ?"’) Posto prilikom dodavan-
Jja kompaktnog operatora se ne menja njoterovost (tij. nioterov

+ komnaktan je n oterov), operétor .45 Je njoterov tada i sa-

mo tada kada je naoterov operator

= Z;am) 61 “Hvrx> (x) + Z Zzakmﬁ
~= |

=4 Y=q

‘ez‘<-ﬂmr>v(%(X—Y)u(‘.l’r“-"z)dy B (““'13)

Primenimo na operator (IIIL.1.13) Fourierovu transformaciju u

2: _— +m A (Oo)
A u(E)Eg;Omu(E o)t ;MF& Sk
. ?5(5_,%0) eé’(wégf-‘ﬁv)u(g_%v) _
L < T t “”klg*ﬁ
_._._.._Z a@+;20m<m) %&(E—ﬁv)E’( "7 UGy
N=4, =L 4=4

Prema tome posle prlmene Fourlgerove transformaclae dOleamou

..4.1."5.. . ....‘ -

Operator kojl je razmatren u TeoremlI 3 2e Slstem vektora

o .l'if-p-p:l e g" . L r ':f‘ -

.iu ,'ﬁ S 'ﬁ ?"'_é_lspungava uslove te teoreme. Koef:.uljentil nz s

.....
Py e
ky 3_‘, ML
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| m L { 1{%,5-N
Ay (§ ):Cw*Z l’aﬁiv@o) ?(Eu—ﬁ") et 2

k=q =4

Za te funkcije postoji éz"n’_? C—{vCEJ:aop. Odakle se primenom
' - OO '

Teoremel.?.2 dokazuje tvrdenje.
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| § III.2. DIFERENCNI OPERATORI SA OSCILIRAJUGIM
PERIODAMA I SIFTOVIMA

U dokazu TeoremeIII.l.l primeceno je da u.éluéaju
kada su koordinate vektora )
/ﬁ'; (ccz,m £, %> £Cp R >
27 T2 ' To

racijonalne, ima vi$e osobina. U sluéaju kada Je 2A=71 us-

lov da vektor 44,', ima racijonalne koordinate zna&i da su bro-
jevi &Up i -'glﬁ. samerljivi. Sluéaj (4—1) razmotren je u

[25,28]. U sluéaju viéih dimenzija,ulogu uslova samerljivosti
igfa uslov da su kod vektora -JE- sve koordinate racijonalne.
Pokazimo da u takvom sluéaju moZemo ispitivati jo3d opStiju di-
ferencnu jednaéinu; .

R

- Posmatrajmo diferencni operator

Lu= S X)) Ulxrey) s xeR®; (1.2.1)
K=4d

7/

gde su koeficijenti ., u obliku sume
| X
AR (X) = -Z’akf
1: o

gde je 4 dati vektor, 'ﬂg;,-é'd: . U opstem sluéaju za takav ope-

t;ﬁ' <G, x>

rator za sada ne moZe se ispitivati invertibilnost. Ginimo sle-

dece predpostavke. Neka su vektori <1,7;,..,T3j izabrani keo

u TeoremilII.l.l, tj. oni su raclijonalno nezavisni vektori ta-

ko da je - >

Eal N ,,'f,u T
" W-l'I T

Svojst?o 0peratora.zavzsl odfvektora
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Osnovna predpostavka sastoji se u tome da su koordinate vekto-
ra i racijonalne. Pod tom predpostavkom moze se ispitivati
invertibilnost operatora A pomoéu Teoremel.?.3. Neka Jje N

najmanji éajedniéki imenilac koordimata vektora ,Z . Za ope-
rator 6 od;'edimo matricu E(?,-(—) na torusu T"“ dimenzije
NxN . Csnovni Rezultat sastoji se u tome da je operator Je
invertibilan tada i samo tada ako Je

AeT 5(?,‘6)-::?: O

Pre nego 5to formuliSemo osnovni rezultat navedimo jo$ neko-

liko &éinjenica. Primenivsi Fourijerovu transformacliju na re-

laCiji'(III >.1), imamo
1, § >

o M
522(5)- Z__'G (E)M(§“3ﬁ) ede je {(g):%ij,e ..

Psmatraamo funkciju

| N J2-MN MA of ’ {¢tde,
4(5-N)= § s €O TNL g g giens >

K .
. PK:i 3 : '
Zbog osnovne prédpostavke i itbora celog broja A/ sledi da
- w
su brojevi N<°Ur.1‘ﬁ\> celi 1 e'N< ”"1"7 . Prema tome

45 (5-NA) = 6, (5) (171.2:2)

tj. funkcilje «61«(§) su invarijantne u odnosu na preslikavanje
€ —%5-NM4 . Zato moZemo primeniti Teoremul.?.4.

Oznadimo sa A C*-algebru generiranu pomocu fun-
kcija ei(%:,!? . Kao &to je pokazano kod dokéza Teoremelll.l.1l,
ta algebra je izomorfna sa algebrom C( 'T'P) HEPI‘ekldnlh funk-

__ci,ja na torusu 'ﬂ"” Reprezentac.l;]u grupe Z da,jemo pomocu

;’_or;nule-- Tu(E) pae 'UL(E— g—’ﬁ.]

Nekh;fgé d B C_"‘ -algéb?é geﬁﬂgriran'a BOEJJOC&I; algebre A
S :t-:-@:*ﬂﬁ._.r --‘*—«-f_h’-ﬂ-ﬂﬂv T A By _ﬁ{ﬁfm_ A S
operatoﬁm'- 'T:ﬁ?? Ta; ‘algebra:je t:Lpa C ( A Z ) Medu TG

e ol i S T Kl L o
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tim dejstvo grupe Z na njoj nije topoloski slobo_dno. Ozna-
dujemo sa G'Ja podgrupu.u Z , koja sadrzi elemente delji-
ve sa /N , tj. podgrupu NZ . Jednakost (I1I.2.2) znadi da
elementi te podgrupe géneriraju identicéni automorfizam algeb-
re A

| Iﬁ;—:-ka je Aa Ctalgebra geherirana pomocu A i ele-
menata _[; y 4 € Ga . Ta algebra Jje komutativna C*-alg;ebra.
Pkazimo da je algebra A, izomorfna sa algebrom C(’ﬂ"”“{).

rus dimenzije 4+1 dajemo u obliku

- LP+1 I((Z-n?z) ) By {-) ’2‘3—, i tl= 13 |
Algebra A, ima strukturu algebre tipa C (A Ga,(T ))- U
njoj"za konacne sume va21.neaednakost .
| Z.az-(zﬂ;{ | ?,lao(z)u-_:.-;?;f]ac(z){ ;
a zbog Teoremel.l.? (na [R‘?’ grupa 6; Aeluje topoloski slo-

bodno) Algebru C(T" "‘) predstavimo u obliku algebre generir-

anoj pomocu C('Z[‘"‘) i £t , (¢/=1 , tj. generirano]j konacnim

Z . ' ‘H 17 |
Ci}(zzi)1€? 7'2f€‘ (Tﬂ?-£l~55)_
Za sume‘(III 2.%) vazZi nejednakost

max | 2_4 <2){41 2 max |d,(2)| (#2-9)
T r+1 ¥ |

7aista za fiksirani 2 , imamo *jednakost

fwmcleZd (a)t?l lda(z)]

Izabern.mo sada tacku 2 e u kOJOJ se na desnoj stran:. do-—

sumama

—
e

‘stize maks:.mum. Imamo
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Sada uzmemo maksimum Bd leve strane i dobijamo (III.2.4).
Prema tome u algebri A i C(T"*‘) primenimo Teore-—

mu I l.2 i preslikavanje
Y Z"Qa(a)-’;@_”’ Z’aar('z )t

zadaje izomorfizam algemre Ag 1 CCT"”J. Primenimo sada u
algebri, K Teoremul.?.3. Napisimo matricu oblika (I.3.l1) =za

e
nas slutaj. Operator _{ napiSemo u obliku

= (6.(8)+ 4, (8) Ty + G20y (B) T2 ) +
+ (4, (%) +Cpsg (5) Ty + B2mey )T )+ S

# (6,44 6y ST, 4, G )Tx )T""

Oznadujemo sa

Ao (2 '6)_.“@ (Z)z"g ('Z)_f""éz.w(z) _(Z
di(?. t) = £y(2)+ Gy, ()1, (Z )tz

| O(/v-§ 2,t) = (2')+62». )¢+ ’GBN i@)-éz

.
gde je A5(2) funkcija na torusu T'P koja odgovara funkeiji (%)
po formuli (%) (str. 99, §III.1). Matridna funkecija /g(,?{-é)

na /[P**1 napisana po formuli (I.3.1) u razmatrenom sluéaju je
sledefeg oblika: yvedimo vektor
C) — ( €t<-r;,f> Ee'«:zz,«:; - kg, A>\

tada je®
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[d, ) 2t v AL Gt)
dp (2 )T do (w2, t) dm—z(‘t)&ﬂ

_ dm_z(@zit'ﬁ)t | dmﬂi(w’-z,{;_)f .. .c:f,-,_g(‘tf?;f)
g(zl-t): : - ) : .

&
B

d ( 3 )t 5[3(“)”?2 f“-)t I dz (w""ézrf)‘
C{ (‘U 2 t)t O(z (ﬂf'"iz,f)f - . "™ )

Formulisemo sada osnovni rezultat

Teorema III.2.1. Operator ., oblika (III.2.1) pod

gornjim predpostavkama Jje invertibilan tada i Samo tada kada

Je de't Z(Z,‘t)#‘o » 28 vektor (2:‘6)6 T’P+i .

- Dokaz. Formulisana Teorema sledi neposredno iz Teo-

rémeI.3.3 P0d gornjim predpostavkama. Ostalo je jedino prove-
riti uslov da fal;tor grupa F:_: Z/GO:ZN deluje na algebri Ao
tdpoleéki slobodno. Dejstvo grupe [ na prostoru maksimalniﬁ
ideala algebre Ao tj. na torusu TPPH zadaje se preslikavans
Jem (2:¢) — (w?2,t)

Za ﬁ'.:: 1,2,...,N-1 to preslikavanje nema fiksnih tacaka zbog
izbora broja N . Zaistajy ako Je W’f;_?:_-z‘_t , tada Je cO? = 1

odakle sledi da su svih brojevi

. <G LS £tz <pih > celi
A r-a N R el Yo

Medutim N/ Jje najmanji od takvih bro,jeva ? tJ. Jednakost
CO"E‘ 2 ne vazi za ?«:’.N -

Teorema je dokazana.’
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REZIME

Ova je disertacija podeljena u tri glava. U prvoj glavi
disertacije izloZene su osnovne cinjenice op3te teorije neop-
hodnne za daljna ispitivanja. Originalni rezultati su izloze-
ni u drugoj i tréoj glavi.Ispitivanja u disertaciji sprovede-
na su po opstoj shemi. U poéetku problem se svodl na razmatrenje
pomoénog dvoilanog funkcionalnog operatora oblika

u(x) = d, L) UCX) +Ag(X) u_(?cr)) (1)
zatim se konstruide prostor maksimalnih ideala odgovarajule
algebre koeficienata ,konstruise se homeomorfizam of, :M;“MA
i opisuju se invariantne mere. Takvom metodom su ispitivane
diferencne jeénacine oblika

LU= Z_ QA (X) UK+ hg) = $(x) (2)

integralne jednac1ne tlpa konvolucije oblika

Lu=arx)ucx) + Z e é-’c}f ¢ (x-y)u(y)dy = W(x) (3)
-1

integro-diferencne Jjeénacine oblika

4 00

4 ucx)= fa&(x)u(m-wxnz z_d (x) | OV Ulyroe)dy=wox) (9)
K=q 1 4=4 —oe :

i analogne jeédnadine u JR7.

Takve su jednaline razmotrene u sluéaju kada su koeficientil
oblika ‘QK (x) = a“cx) . alrz) e;--ﬂ_:r
gde su & i« @' konstantni ili imaju limes u beskonalnosti.

U glavi II,§1 izdvaja se jédna klasa operatora oblika (2)
kod koji se mogu dobiti potrebni i dovoljni uslovi invertibil-
nosti. U II, § 2 dobijeni su uslovi njoterovosti operatora oblika
(3) , gde koeficienti @° i @' imaju limes u beskonaénosti.

U glavi III razmatra se klasa jednadina u prostoru [,’_(R"J
za koje se mogu dobiti eksplicitni uslovi njoterovosti’ili raz-
redivosti. U-tom sluéaju «k i - nisu brojevi vel vektori 1
15p1t1vanae je jos slozZenije. Koeficienti koal su slozenijeg
oblika nego u (5) predstavlaagﬁﬁﬁ”“bllku sumeynekollko osci-
lirajuéif sabiraka.
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PEGKL

ILnccenraln¥yad COCTOUT M3 TPHA rnaB. B MeDBOl rnase ouccenTayy
UINOTEeHHNY OCHOBHHE ofmeif TeopuM, HeolXOonvuMhe IONA NanhHeHNEro uVCc-—
renopaHuA. ONUrMHANBHHE Ne3YNHTATH Y3JNICXKEHHE® B BTODOW M TDETH
rnasax. liccnenopaHusa B LucCepTaUUN4 NDOBOOMMCH NOo ofmeil cxeme.CHa-
yana zaraya cﬁonHTCH K DACCMOTDEHWK BCHOMOTATENBLHOrO MYHKUKOHSIB~

HOTrO ONepaTopa BHAA
Lux) = ColX) UCX) + a (x) U(F(X)) (1)

3ATHAM CTDOUTCA NUOCTUDAHCTBO MAKCHUMANLBHINX HIeanoR, IMOTOM IOMEeOMOD-

HU3IM a(:MA-vMA X ONMUCHBaeTCA UHBADMAHTHH® MepH. Takuu MeTOROM MCCne-

HJOBAHH DPAJHOCTHHEe YPaABHeHu##A BNJI&
Z ,a.,,(x)u(xrﬂ,‘) = §(x) (2)

HH“EPD&HEHHB ypaBHBHHH THH& CBeDTKHR

bu = a@ux)+ Z 'G fx)jwﬂfxd)uw)dy =W (x) (3)

AHTEerpo D&ﬁHOCTHHe p&BHeHHH BMOa

fucerz 3. a0 ulxsar)+ 3 :;«ag,mj E e utngydy=wexy ()
k=1 =1 4=

M aHAJOrWYHHE YDABHEHUS B oN.
TaKHe YpaBHeHUA DACCMATPUBAKNTCH B cnyuae, Rorna RoedhdOILUUEeHH

ameioT BuA Aux) = QX)) ralcx) e X (5)

“rne @Q° x @7 nv6o nocrToARHN, NUGO UMMENT HA GECKOHEYHOCTH MDemelH.

B rnase II,51 BumeneH onMH KiacC ONepaTopos BHIA (2] nnsa
KOTODHX yI&aeECHA MOJYUNTH HEOOXONUMHE M NOCTATOUHHE ycnoBua olna-
TtuMoctnn. B II,§2 nonyueHHM yCnoBus HETEPOBOCTH omeparopa BUAA (3/.
rge kKoedduuuenTy A7 u Q7 uMewT Ha GeCKOHEWHOCTH NDeNenNb.

B rnape III BHpeneHN KIaCCH yPaBHeHKH{I B [IDOCTpPaHCTBAX LL(R")
INnA KOTODHX yIaeMCH IMOJYUYUTH AABHHE JCIOBUA OOPATHMOCTHE MJIA Da’-
pemumocTn. B 3ToM cnywae ¢ um -hA He uYucna, a BeKTODH M ACCner
IOBaHUE® eme YCNoxHfaercia. HoeduunerrH nMewT Gonee cnoxHuif Bun,
yeM /5/, NOeOCTABAAKNTCHA B BUIOE CYMMH HECKONBKUX OCUMNUDADIUAX

CnaraeMHx.,
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