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Fredgovor

U Banachovom odnosno Hilbertovom prostoru razmatra se apstra-
ktna eliptidka jednaéiﬁa'drugog reda_a linearnim neogranidenim kon-
stantnim operstorima. ° | |

Red se sastoji iz uvodnog dela i tri glave. Svaka od njih sad-
rzi po nekoliko tadaka. |

U uvodnom delu dati.su dsnovni pojmovi o_prostorima Soboljevn
i teoreme umetanja, koji_se Koriste u toku rada.

U prvo] glavi razwmatra:se nepotpuna éliptiéka jednacina druoo
reda i konturni problemi. Prvo se razmatra homogena, a8 zatim ncheo .
mogena jednadcina,

U drugo]j glavi razmatra se potpuna elipticka Jjednacina Jdrnro;
reda i polugrupa linesrnih operatora. Glava se sastoji iz dva ror -
rrafa, U prvom paragrafu se reiava postavljeni problem, dok =o u
dfugom razmatra odgovarajucéa polugrupa linearnih operstora. Cl2va
se zavriova opStim zakljucdkom, da je odgovarajuca polugrupas onoro-
tora polugrupé kontrakei je. | I

U poslednjoj glavi se razmatra Phragmen-Lindelofova teor-ma
u harmoniskoj analizi i njena primena u teoriji eliptickih [jeo!dn--
cina, I ove glava ge sastoji iz dva paragrafa, U prvom se dobiuin
Fhragmen-Lindel8fova teorema, 8 u drugom paragrafu se govori » uwvn.
trafinjoj kompaktnosti skupa relenja i primené Phragmen—Linde1firq
teoreme u tom slucaju. Rad se zavrsava sa spektralnom sintezom orn-

ratora translacije.



UVOD

Frostori Sobol jeva i1iteoreme umetosnjr

Prostori Soboljeva predstavljaju prirodni aparat funkcionalne
analize za proudavanje eliptickih jednacina, tj.jednacina Leplnco-
vog i Poissonovog tipa, Stacionarne Schrediﬁgerove jednacine itd.
Jada éemo datl osnovme pojmove o-prostorima Soboljeva i teoreme

umetangja.

1, Prostori Soboljeva

Neka je G mneka oblast u Rn, X = (xl,..., xn)e:G, dx =

= dXy oo dx_ . Oznadimo sa L2(G) prostor funkcija u, kvadrsatno

zbirljivih v G, tj. merljivih funkcija, ze koje je

| 5 1/2 |
(1) *"LI"L2<G) = J qu] Tdx | < 0,

Sesto éemo pisati
(2) - L,(G) = W%(&).

LZ(G) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(u’v)Lg(G) = J. u(x)v(x)dx.

nginicija 1., Heka je G otyvoren skup u R" 1 f deta fun--

kcija u G, koja je integrabilne (po Lebesgus) u svakom kompaltnonr
podskupu od G, Tada se relacija

FE) = cf exr(x)ax,  ec™ (6)

{‘r1r“n""““ﬂ4“{ﬁ N o IR D . P



Definicija 2. Weks je s€2', tj. s20, s celi broj.lvoutor

Soboljeve wS(G) reda 8 u oblasti G se definiSe na sledesi noc
(%) W36 = u s Tuel (@YWL Ldles 1,
gde Jje 3 b.(“;w...,(_n | '

D" = 'a.xf"éa:ﬁ';-':ax&: ) i= C TR B l&\::tf,h..-!-oc,.,,

Hapomenimo, da izvod D%u u (3), definifiemo kao distribucijn

w oblasti G.
feka je
(1) @(G) j—-*{‘ez‘ebeskonaéno dif,funkcija s kompaktnim nosadem n Gi,

W

Ako je K kompskt, koji lezi u G, onda je
@K(G) ={'~g: D), €s nosasem u K}
Frostor ‘Q%(G), snabdeven sistemom normi ,
pj(‘C) = Sup (D" ex) oy 3§ = 0,1, ...
XekK - |
o ey .
Je PFrechetov prostor,tj.korpletan metrizabilan prostor.
Definicemo sada
!
(5) Q(G) = dualni prostor od @(G)
>)
- - = prostor distribucija na G,
[
Pri cemu je (G) snabdeven Jjskom duslnom topologijom.

Ako je T& QG), ifﬁ @G), onda éemo vredﬁosti.' T fupledije

‘Tioznaéavati sa

_ <1,€6>.
Ako je fkonjugovano kompleksno ga f, onda Jje
<, 7= (I8).
Za T€ L,(G) vrednost (T7,'€) poklepa se ss (T'TE)Lﬁ(G)'f
Za Te JZEG) lzvod -{;%— Je definisana Jjednalosdu )

J
5 aT o e “DE



kojs definife neprekidno linearno preslikavanje
L

in Dy w Do, ' N
Tteracijom se, prirodno, definige D‘T.

Sada se moze rastumacditi relacija (3), uzev u obzir, da o

|

(7) Do) c 1y0) . Do,

i da se svaki elemenat u iz L,(G) preslikava distribucijonm
‘6—*<u,"8 > .

Skalarni proizvod u Wg(G) se moZe uvesti na Jeden od wledad

dva ekvivalentna nadéina:

(8) (H,V) E (D.ouyl) ?)L (G) E ,r(D"(u)(x)(lﬂv)(zf}df‘-i;
j , o | w

- G( 2(x)V{x)dx +2 z[ (0 w) (x) (0% v) ().
| jdLie 4 ,

Odcovarajuce norme date su formulama:

(10) full, - (us Wi/2 . {; ([ [(u) ()] 2ax | ;

1/p
1 P P y 8=0,1,00e3m 7,
(11) llu"“; 5¢6) nule (P) ‘q:. "D u“L () s=0,1 ]

OGcigledno, da je

W5(e) C JQ(G)C: L,(G) = W (G), 28 8" 0.

‘;ema_l. Skalarni proizvod (-,-)S u WB(G) definise struliturn

separabilnog Hilbertovog prostors,

Dokaz, K ompletnos t. Neka Jje {:uk} Cauchyevniz n JH(H
©
To znaci, ds su svi nizovi {D"uk} s zatd,‘é'a, Cauchyevi u La((r). i«

su zbog kompletnostl prostora L,(G) konvergentni,



¢

ilm D W =
po normi prostora L2(G)} Posébno, ako Jje
uk ——-—on u LE(G)’
onda Jje ;
.7 <
D u, —»DV, u @(G),
dakle, Vv, = D"v odinosno, V. .€ WS(G) i Dd'u ——rD“'v TA(G)
oQa 9, " - 0’. - L) 4 o k | 0 u r2 X Y
za |d|< s, a ovo znadi de

Sepsrabilnost. Preslikavanje u > {?‘ukkk”
definise izometriﬁko umetanje WS(G) u direktnu sumu nekoliko ol s~
emplara prostora LQ(G). Tada separabilnost W2(G) sledi iz sepa-

rabilnosti Le(G).

2. Llucaj celog prostora

U slucaju ltada je G = Rn, mozemo dati drugu definiciju nros-

-y ey ey g O ErE O ame il ik ek pewk S R T el

sa (3)., Ako je funkcija ueLz(Rn), onda Jje njena Fourierova hrins-

formaeija (G: | |

- i(y) = (ZE)"'H/‘2 f a" MV u(x)dx; XJ=K T+ oo HOT,
R™ |

1 ona pripada L2(Rn), pri Semu integral konvergirs u smislu Lis e

Osim toga, na osnovu teoreme Plancherela, preslikavanje

u y—> i

je izomorfizam od LQ(Rn) na LQ(Rn). Ako stavimo, G = Fu, onds
dobijamo
g = FLig = (EE)"H/EJZ eixy i(y)dy.
| R
Fourierova transformacijslse moZe po neprekidnosti prosiriti
na S’ prostore sporo rastuéih distribucija L.Schwartza, koje cemn
sada definisati.



Fre svegs, stavimo

5 =Ju x"D@ueLg(Rn);V"{, 1V/5’

Gde je xd’=xf“-.-xg""'.

rostor 3, snabdeven polunormom

¢ﬁ?
X p———> ux ull Lz(Rn)

je Fréchetov prostor. Svsks funkeija u€S Je beskonacno diferonci-
jabilna u RY (tadnije, skoro svuda se poklapa sa tskvow funkcijom)
i brzo opada u beskonadnostis: |

| ¢ IAICK) lx"f D?u(x) ~—» O, z8 [x|]—®@
(ova osobina je ekvivalenina gore navedenoj_definiciji).

Uodimo, da Je |
F(If"u) = (iy)"Fu, za Yue€s N

(12) - D@F(u) = F((-—ix)*u), zalf u€S,V'/5f
Jjer je FEL(S,S). |

Slic¢no, | |
rlern(s,5) i FFlu=F'Fu=u, za Hues.

Dakle, ¥ Jje izomorfizam iz S8 na S, pri cemu Je F“l inve -
zno preslikavenje od F. Zbog simetriénosti_jezgra (EE)"n/ge—iHy ,
preﬂlikaﬁanja -F e :
| J‘ (Fu)vdx = f u(Fv)dx, za 4u,veS.
1o i
3tsvimo dalje

Ly P

> dualan prostor od S, snabdeven Jjakom duzalnom

topologijom,

i

~1

1 pomodu adjungovenja definifemo F i F kao preslikavenja 1=

L N
v u 3 .

F,FIE Ly (8%,57).
Toko %8 gvako u&i’’ dobijamo

4Fﬁ:f7= Lu,Fe 7”7 , Zﬂ‘V‘CES,

e -
’ 3'?4[ T‘Hﬂn

ANy 0UDNCYa i adntan dnnlnae b voeescbeaan,



Formule (12), takod’e, vaze za svako u€s’.

Lema 2. Irostor WO(R") sastoji se iz onih i semo onih n -
5 (RM), za koje je -
(1+1512)%/2 G(y) €L, (RY),
u kojem je norma data formulom:
2
koja je ekvivelentns normi (10).
Dokaz. lla osnovu (12) i teoreme Flancherela, imamo
< £
oy o bkt
dok (10), 23 G = R?, daje

el 2 [ 2L 2
() uu"wS(Rn) G (244y At ey

Isto tako zea odgovarajuéu koustantu MP0 vazZi nejednakost

Aelyl2P LD 329 &£ n+(yl%,
| Mig s
iz koje, koristedi (13) i (14), dobijamo
1/2
Huli} = u < M
o Wo (RP “wS(R“) “uuws(ﬁn)
ITimedballi‘PTostor.§Zan) Je gust u WS(Rn), isto tegko u
opitem sludaju JZ}G) nije gust u Wwo(a),

Lo(R™) !

Ova lema mo%e posluZiti kao osnova zsa definiciju prostors
W9(R"™), za makoje realno s.

Definicija 5. Prostor WB(Rn), za svako S8S€&R, sastoji se irn

Yakvih uE‘Iﬂ'(Rn), za Koje Je
Qe D2 am) e M),
Lako se proverava da, ako je \fecg(Rn) 1 uews(Rn), ondo g0

1 ‘euews(Rn). Prema tome, moZe se uvesti sledeéa
Definicija 4. Neka je G oblast u R, s&R.FProstor 7 0 ()

8¢ gastoji iz tekvih distribucija ueaodG),, za kogje jeeue W(nr"),
za gvako Eecg"(a).



eka je Q n-dimenzionalna glatka mnogostrukost. Frostor
w?oc(Q) sostojl se iz onih distribucija u na @ takvih d2 nie g
¢ koordinatna okolina na @, onda je u 100(G) r odnosu no 1ol
1ne koordinate na G, Ako je Q kompsaktan, onda umesto IlOC( )
gemo Wo(Q) (u tom sludsju ueW°(Q) moZe se uvesti strukhure 117
bertovog prostora pomolu dekompozicije Jedinice i skalarnog protizwo
u W°(G) za koordinatne okoline G, koje obrazuju konacni pelrriva:

Za celi broj s»0, prostor W;_ .(Q) se moZe definisati n» «ir
deél nacin:

ue.wS(Q) ako i samo sko Je LUEL2,100(Q) za_svaki difnanei.
jalni operator L na Q reds =38 sa glatkim koeficijentima,

Uvedemo sada na R® Banechov prostor C%(Rn) (ovde je k o7)

koji se sastoji iz funkeijs ue'.Ck(Rn), ¢iji izvodi D"u(x),]ctl.é_ K,

ogranideni zs svako xe€ R®, Norma u CE(RH) se daje formulom

ol = ch_'k éup Iﬂ‘u(_x)\ .

3. _S5lucaj poluprostora

‘Sede éemo dati drugu, ekvivalentnu definiciju zs WS(G) n «1v .
¢aju keda je G poluprostor {x 2 X, ” 0} .

Neka je X Hilbertov prostor. Oznadimo gs 'L2(a,b;H) prechor
funkcija f s vrednostime u X, merljivih u jakom smislu ne [?,H]

(Lebesguevom merom dt na segmentu [a,b]) i tekvih da je
( 2 172 | <
15) 1][1‘(1:)” dt - “f|1,2(a,b;}{) +00.

~a “'"K 0ZNacavamo Hilbertovu normu u prostoru X,
FProstor Le(a,b;K) s normom (15) je Hilbertov prostor.
U opstem slucaju za mekoja dva topoloska vektorska prostorn

Y 1 2 Ykoristimo oznaku



(16) I(Y,7) = prostor linearno neprekidnih preslikavanis iz ¢ v

(pri tome se u svakom konkretnom slucaju na tom prostoru dofipiin

—

odgovarajuéa topologija).

Definicija_5. Prostor distribucijp_pg_&plb) 58 vrednostimn u 7,

—— W — — P b _— — — — d— T — A e A — -

u oznaci 33&(a,b);K), zove prostor:
(17) ﬂ(a,b);x) = I( ?((a,b);}‘i)
koji Jje snabdeven topologijom uniformne konvergencije ns ogranidenir
skupovima iz ﬁ;k(a,b)).l |

I tako, ako je f€ ﬁ(a,b);}(), ondé_jere Q(a,b)), < £,807

(vrednost £ na € ) Jje element iz X, s

Cr—> <, €

je neprekidno preslikavanje iz JZR(a,b)) u X,

Izvod -3—% od fe ({(a,b):X) se d_efiniée kKao jedinstveni olco-

el el Sk

menat tog prostora, koji zadovoljava uslov

(18) <L ey -<1, 82>, sevee (a0

(ova jednakost vaZi i u prostoru X),

/|
Preslikavanje T l-—-g—{- Je neprekidna u ﬂ((a,b);';{).'

Yrimedba 2. Podrazumevs se da je u gornjim definicijama diutri -

bucija sa vredﬁostima u prostoru X, dok ¢injenica da je X ‘Hilhar.
Tov pfostor nije od nikakvog.znaéaja. .

Ako £ pripads piostoru Lg(a,b;X), onda se pomodu jernalra:;ki
(19) <Toe |s(6)€ )t (€X), 2o svakoBE T (s,b))
mozZe definisati elemenat feﬁ((s,b);}{); Tdrugim recima, immeo
(linearno neprekidno) preslikavangje

f +—>F, Lg(a,b;X)—-——r ﬂ(a,b);}().

P

Ovo preslikavanje je injektivno, jer se £ i f mogu izjednncili,



cdakle sledi da je f[j
(20) L,(a,b;X) ((a,b);X).

Dakle, vazi
lema 3. liska je fE€I,(a,b5%), tada 4L | 4

> s maoau
It :.Egg y . ’ (
ge definisati keo distribucije na (a,b) s vrednostimea u X.
Frimedba 5. btavimo
WS(a,b3%X) =4 £ ¢ £,8(Ba 38 o(s), —---€L (a,bsx) L,
: dt dt°

Prostor ws(a,b;x) snabdeven skalarnim proizvodom

&

Z[ (431,690 (e)), av
j=0 &
je Hilbertov prostor.

Sada se moze dokazatl slededéz lema.

Iema &, Ako je G = {x : xn>0} » onda prostor W3(G) se ma¥e

definisati ili pomodu (3), ili ns sledeéi nadin:

(21)  WS(6) ={u  0€ 3,00, ey B (0,005

Xl
4

,ili’a
X
pri cdemu je

2 .
“u'v S(6)  §% //—ﬁ:[,z(o Q0 ;W>T9 (R“"l))* gde x"=(xy,.

¢
Dokaz. Ako Jje u LQ(O Q ; ws(Rn"l)), onda se ~63erefinwﬂ

]
[

u smislu prosiora gZ)((O QO s W (Rn"l)), tako ds ima smisla n

<<—3—;—5 € 1,(0,003W573(a171))>> .

=€ L,(0,00;w0 (7

"t n-
11'(_\

aloy

Neka je ug L2(O Q0 3V (Rn"l)), tada je, zbog D"' 729 svakoel,

|a¢’£s, neprekidno linearno preslikavenje iz W° (R ,l) u ;JO(F

(22) DY .u€1,(0,00;W°(RETY)), ze¥d ,|d]<s,

T'J-l '-‘
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g na osnovu Fubinijeve teoreme je

o o0 =l

(23) L, (0,00 50O (RL77T)) = Ip(G)
odnosno

€D 1uer (), zaVd , |df<s.

Obrnuto, ako u zadovoljava (24), onda u zadovol javs 1 (22

i sledi, da za skoro sve X, funkcecijs u(.,x ) pripads W (H““]),
:prl demu Je | |
I“u(.,x )|| JS(R ) = fl(]) :u)l 24x < .
Bi€3 G |
bakle, u pripads L2(O @ ; W'(Rnfl)), jer Je u merljivs funhflda
na (0,00) g8 vrednostima u W (R ,1) -

Ovim smo pokazali da je pripadnost funkecije u prostoru
LQ(O,UD;WS(Rnfl)) ekvivalentna sa relscijom (24).

Prema tome,

Lengto,m;ws"jcﬂnfl)) ¥j¢=> 56,08 € 1,(6)

d
VIOCIQS—J,VJ <::> o u€l (G), "o‘\oﬁlé

4, Teoreme umetangja

 Peorema l. Za s)-rél- + k, vazi umetsnje

(25) CWEERMC of @™,

pri demu je operstor umetanja neprekidan,

Pojasnimo formulaciju teoreme. Na prvi pogled izgleds da j-
dbna besmislena, jer se funkcija ue€ WO (R®) mofe proizvoljno men;jn’i
na swskam skupu mere O, 8 ds se ne menja odgovarajucea distribucij,

funkcije (i elementi prostors Wo(R™)). Ako se izmeni funkcija u
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y svim tackoma s racionalnim koordinatama, dobicemo da je ons proe-

kidna svuda. Zbog toga se za umetanje (25) moZe dati precizni je

e,

rormulacija

Ako je uGEWS(Rn), onda postojl jedinstvens funkcija fiﬁrkh
koja se poklapa s poletnom funkcijom skoro svude (gde se zbop kra-—
tkoée umesto uy pife se u).

Frimetimo, da je Jedinstvenost predstavijsnjs neprekidnosti

odipledna, jer u svakoj okolini tacdke xﬁe;Rn postoji tacks maolro-

jeg skupa kompletne mere, tako da se izmena neprekidne funkcije na

gkupu mere O svodi na funkeciju, koja je prekidna u svakom slucaju

u svim tackama, u kojima vrsene izmena,

Dokaz teoreme., Prvo pokazZemo, da vszi procena

(26) ball, < whll , uesrRM)

gde konstanta M ne zavisi od u. Koriste¢i Fourierovu transformo-

ciju imamo

I u(x) = (25)"n/2L (iy) elxy a(y)dy
R

odatle -
el < (2™ 2£ | 746 (7)) ay
. R '

kao i

bl & 1 L (1+ 151 %)/ 2 o)l a7
R

Podelimo i pomnoZimo podintegrelni izraz sa (1+|y|2)5/2, i istori-

stimo nejednakost Cauchy-Buniakowsky, pa Cemo dobiti

Hullk 11[(1""17' )(k-s)/g(lﬂﬂ )3/2 lG(y)) dy
R

1/2
£ 11 L (1+]3]%) (k8)4y

1/2
L (14151252 jagy)) 2ay

R

\

S |
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Interral prvog faktora konvergira, jer je 2(k-s) <-n, i znto,
pOdintemralna'funkcija opada brZe nego \yl"n_e y 28 |y| —» (03
dovoljnoe malo € >0, Drugi faktor jednak je_ﬂu"s, pa ;e,-za S
dobija (26), |

Lrimetimo, da je S(Rn) gust u W2(R"), za svako s€ . Tvo-
dimo operator T_, mnoZeéi Fourierovu transformaciju' A(y) o2
(1+|y|2)5/2; Ovaj operator izomorfno i izometridno preslikava w°(n'")
na L2(Rn), prevodedi 3(R™) izomorfno na H(Rn).'Zbog toga, rug-
toéa S(RT) u ws(Rn), sledi iz gustodée S(RB®) u Lé(Rn).

Neka je,sada, veW (R"), u eS(®")

| u —eV u W3(RM),
Iz nejednakoati (26) sledi, da .
o u —eVy u Cg(Rn);

8li tada se v i v, Dpoklapaju kao distribucija, i sledi do ©n

poklapaju skoro svuda. Nejednakost (26) po neprekidnosti vaZi -

svako uews(Rn), cime se dokszuje neprekidnost umetanjas (25),

Posledica le Ako je G oblast u rR? i 37% + n, onda ;o
| S k
Wy ,o(6) C ¢ (a).

Odredenije, teorema 1, kaze, da za funkceije u e‘-:'IS(Rn), he
n

8>3

Je interesantno pitanje : Kada ima smisla ogranidenje na podmncrn-

y lma smisla govoriti i o njihovim vrednostims u talki. Tal-nln

strukosti proizvoljue dimenzije. Odgovor nam u opStem sludajn niijs
potreban, pa ¢éemo razmotriti samo najvazniji sludaj mnogostrul-aati
kodimenzije 1. Zbog jednostavnosti razmatramo slucéej hiperravni

n s n ’ , Yo
x, =0 u R, Cznacimo tacku x€R" ovako x = (x ,xn),gde xel' 1



~ 1% -

Teorema 2. (teorema Soboljeva o tragovima).Operator ogrsoniston;

th-—--—-'ué:c' y 328 s)é—

n
ie produziv (se 3(R")) do linesrno neprekidnog presliksvania
WS(RP) —» ST/ 2(gn-1y

Dokaz. Zepisimo operator ogrenidenja pomoéu Fourierove tran:.-

formacije :
u(x’,0) = (26)-11/2[ et X 7 ﬁ(y'ﬂn)dWY' y 27 Ue'—":”-n}‘
. RrD
Odavde, sko ga F° oznacli Fourierova traunsformscija po x,dobiinme
Fru(x,0) = [ 6(5" 7y )dyy.
| R |
btevimo zbog kratkpée, v(x") = u(x",0); ¥(y’) = F'v(x"),pas im o

oy = [ Ay

. 24
Traszeno tvrdenje zapisujemo u obliku procene
(27). - il g-1/2 é b ] S

gde i-4 ;_1/2 . 0Znacava normu u prostoru ws"l/e(Rn‘l), ue (M),

a M nezavisi od u. DokazZemo tu procenu. Imamo
, e ’ 2 s~1/2 ’ ’
(28) {ﬂ‘f“ 3_1/2} = J‘n (1+131 2)57172 Jocy )l 2ay”.

Dalje je,'Zbog¥nejednakosti Cauchy-Buniakowskya I 5
ny eny 2 2. - o “
19Cr™ ” (L+1712)7572 1+ 712572 a(y)ay,

RD |

__<___Rj;<1+ 11250y,

Yrocenimo prvi faktor. Imamo

2 N\— | , | - |
RL (1+)y]=) %ay, = (1+|3°} °+ 3, %) Say,
R

[ aeni®®iaen 2,
R .

- ¥
(l+ Iy12) Sf 1 + ﬂ’
gD i;1+]y'|
| ®
= (1+|y7) B)ms*2/2 f (1+161%)"Sas
-
= M(1+|y’y2)-8+1/2 ,
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L

(ovde smo koristili &injenicu da je s$= , zahvaljujuéi kojoi

posljednji integral konvergira),., Dakle,
19y ¢ & M(l+|3’|2)_s+l/2 f 1+ 171 25T ay.
i
Koristeéi ovu nejednakost za procenu |#(y’ )2 u (28),dobijamn
trafenu procenu (27).
'eorema 2, oznaﬁ’:avé, da ako Jje uewS(Rn), z8 s)-Ja—'- y Ondn e

korektno definisan trag uAL o Tunkcije u u hiperravni x_ = 0,

n
n | £3..
da je on elemenat prostora ws—1/2(Rn-l )y, 8 da bismovdobili

treba u predstaviti u obliku limesa

u = lim
m “w?
po normi J.j, funkeije umES(Rn). Tada trag
um/ s 28 m —» (0
X, =0

iva limes, po normi "4]’ u prostoru ws-1/2(Rn—1)’ pri cemu Lo
| is=-l/2 |
limes nezavisi od izbora aproksimajuéeg niza,
Ako se ogranilimo na celim vrednostima od 8, onda moZeme lari -

stiti umetanje |

Frema tome, trag n_/}r =0 fuﬁkcije uews(Rn) pripada prostorn
ws—l(Rn—l). n |

Forvinsteéi prostor WTOC(Q), gde je Q wmnogostrukost, mefe o
pokazati sledeli snalogon teoreme 2:

Ako je Q kompaktna hiperpovrSina (podmnogostrukost kodir :n-
Czije 1) u Rn, onde se operator ograniéenja u > u 0 y 28 s)--% R
produzava (aa Gg?Rn) do neprekidnog operatora )

| WI(RR) —wwS~172¢y .
Anslogno, sko je G ogranidena oblast u R% s glatkim rubomnm,

onda se opasrator ogranicenja HH%G y 28 8€ Z"', 8 21l,produinve
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(s Cgo(aj) do neprekidnog operatora
wS(e) —>ws~1/2(3e),
pa siedi i, do neprekidnog operators .
w3(G) —>w"1(da).

Teorema 3., Neka je G ogrenidena oblast sa glatkim rubom u R";

s, s€2", s>s’. Tads je operator umetanja W°(G)(C WBEG) kompak~
tan (potpuno neprekidan). |
 Dokaz. 1° Pre svega, svedimo nale tvrdenje na to da su presli-
kavanja ) ,
Wi(6) —> w2(a")
(29) / |
U y—emeyp U G’
gde je G’ tekva oblast u R", da je G’ ( G, kompaktna.
Konstruisemo linearni neprekidni operator
(30) | L : uS(e) —»uS(rR"),
koji je operator produzenjs, tj. takav da je
(iu)/G = u, za svsko ueW (G).
>ada se operator umetangja WS(G)C WSEG) izrazava u obliku
kompozicije operatora produZenja (30) i operatora restrikeije
W3 (R?) — wSEG)
¢ime je problem sveden na utvrdivanje kompaktnosti operatora (7)),
tj. zamenu G sa R® i G’ sa G, |
2° Neka je :R:_Cgo (G), ’I: 1, u okolini G’ Tada je
‘u/b;= CLuL/Ga ‘
Osim toga, operator mnozenja sa :}; je ogrenicen u WS(G), pa jo
zbog toga za utvrdivenje kompaktnosti operatora (29) dovoljno | +n-

veriti sledeée tvrdenje.

39 Ako je K fiksiran kompakt u G 1 {fpf tekav niz fg&ﬂ”(“)'
: [
supp prK i “fplél,"

onda iz njega moZe izdvojiti podniz koji konvérgira u WS(G).



- 16 -

3° rrimetimo, sada, da je dovoljno ds razmotrimo slucaj =1,
s’= 0, Zaistay; neka je ustanovljena kompaktnost umetanjs Wl(fﬁci-(“},
Iz ogranicenosti "fpn sledi, da su ogranidene i nofme "U i “

za la{,l(s-l (8 to znaci i za IO{,].gs )y tako da se moize preci na pod-

niz, recunajuéi da izvodi D"‘f kenvergiraju u Le(G),zalo(,]_g_ez

To znaéi.da {fp} konvergira u irostoru WS'(G),Eto 1 trebalo dokorots
40 Iskoristimo, sada, operaciju usrednjavanje i konstruilemn
d- struku familiju funkeija Ce € C2° (R"), £.50.Tagnije, neks su funk-
cije & takve da je | "
L‘f!;o, j‘n ft(x)dx = 1. i suppqc {'x : |x|$%.

Za svaku funkeiju fELE(Rn) konstruiemo konvoluciju (usredninvapi
£, (x) = f £(x-2)% (2)dz
nh
=I i‘(z)‘CE(x-z)dz..
| R
Lako se proversvs, ds je fg c®(R™) i da supp £ leZi u € -okolini

of

supp f. Dalje, zko je u smislu distribucija Fe L2(Rn),onr]a je
J

(%i—a)& (x) = ( Bf(z) t’e(x z}dz = - f £(z) -%-E'Ct(x..z)dz

The R

¥z, (x)
[ 1) P8 xomran - - f%x._ ,
gl
tj. izracunavanje distribucijs Je permutabllnn Sa 0p9r80130m nared-—

njavanja. |
50 Neka'je,sada, dat ograniden skup 5;2;;1(G), koji 1ma ono-
binu da je | |
| supp T K, za svako fE?’
(ovde je K fiksairan kompskt u G, koji neZBV1Sl od f). Trebo

dokazati da je ? predkompaktan u L2(G) tj. da iz svakog nize
njegovih elemenata mo¥e se izabrati podniz, koji konverpira n T-(1),
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Zato, za svsko £2>0 posmatrajmo skup usrednjavanja

Ero]

cde je f lkonstruisen pomoéu £ (kao t.#o). Dovoljno“je'dohazati

da su ispunjena sledeca dva uslova:

a) fpredkompaktan u Lg((});

b)-‘J‘S)O,]E)vO : g-ieﬁi ucr.- okolini skupovsa f .

7aista, ako su uslovi ispunjeni, onds se zs svako 6'70 Mmoo
konStruisatiEl - mrezs sicupa g-/(treba qzeti S: .E_;' u b), lél:e 50
nalazi odgovaréjuée g"a zatim se konstruise E:é{ -2mre£a skupovreg;:ﬁ.
Cdavde, kao sto je poznato, sledi predkompaktnost skupa g/.

6° Da bi dokazali uslov 8), uodimo jaée tvrdenje:

| gje predkompaktan u C(KE), gde je Ke zatvorenje ¢ ~olzolino

é . | . . | | N (-_/

kompakta K._ Uocimo, da je supp fE C K, za svaku funkciju i‘(-:-,;ja .

Frimetimo dsa je

]fs(x)l .él"i, fn le(z)ldz & mg L £ (2l %dz, feg’v
R R™

7

(koristili swmo izraz za I_‘s i neJjednakost CauChy—Buniakowl::;,ra),fj.g;

je ogrenifen u C(K,). Dalje, zbog komutacije usrednjavanja i dife-

renciranja (£.4°), dobijamo da je |
£ .- de ()} ° gj
’_%T(lellémef \ (§| dz , za f€.F
J gl

0L, (x)

tako de su izvodi 3% uniformno ograniceni za fef(:i_ 7.7
J

fiksno £ ). Nootuda sledi i ravnostepens neprekidnost funkcija is

g\. Zajedno sa veé dokazanom uniformnom ogranidenoséu ovih funlci .,

- g

to na osnovu Arzela-Ascolieve teoreme povlaci predkompaktnost J@ u

C(K, )
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70 Cstalo, da se jos proveri i uslov b) (t.50). Zato proconimo
normu razlike'”f-—fé u prostoru Le(Rn). ormu u L2(Rn) cdemo oboln.
Zeyati jednostavno oveko JJj . Prvo, primetimo da je “re ¢S (i),

1) = § (0 = | [re0-2(x-2)] Ca)az

RE |

- dz \ dt. & [t(x)-f(x-tz)] ¥(z)
RL 2 dt [ FITEAR z]qz
i I 3 |

= jdt ( dz 24 -a%z— (x-t2) q(z).
Y Rn- J=1 J

Pa je -

Featefor Lo 3t ¢ o] oo
' - ‘Eﬁ?{;l} “C;( 2)az
<2z S Bl H

- f:n: [ dz% ‘zj‘

o n

B
J=1
Tsko je, dobijena procens

G fe- g <oy e recRan.

Seda Je lako dokszati ovu procenu i za svaku funkeiju i'e-’.:fl(i'{”)

pomoéu prelaska na limes, jer je Cgo (R®) gusto u wl(n"‘) (1ako sre
. . : 00 /0D - -

vidi da je G0 (R”) gusto u. b(Rn) u t0polog131 S(Rn), a 5(&“}
gusto u Wo(R?), za svako seR). Medutim, iz procene (31) sladi

tvrdnja b) (t.SO), cime Jje dokazana teorema 3.
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Glava I NEPOTPUNA ELIPTICKA JEDNACINA DRUGOG REDA.
KONTURNI PROBLEMI

Niz problema iz maﬁematiéke fizike (talasne, teorije
hidrodinamike itd.), mogu se tretirati kso konturni problemi
diferencijalnih jednadina drugog reda u Banachovom prostoru. U vezi
sa tim postavili smo sebi c¢ilj da sistematski ispitujemo konturne
probleme takvik jednadina, U ovo glavi daju'se osnovne formule za
resenje konturnih problema i objadnjsva veza izmedu problema i nje-
govog adjungovanog problema. Isto tako ée biti razmatrano pitanje
koretnosti konturnih problema i objatnjena uloga, koju ims u tom
ﬁitanju regularnost konturnih problems,

Neka jé na segmentu [0,T] zadsta diferencijalna jednadina

drugog reda s konstatnim operatorom:
d2u '
;2- = Cu + £(%), og_tg_r,

gde je u(t) meka funkecija s vrednostima u kompleksnom Banachoveom
prostoru E; C zatvoreni linearni operstor sa svudas gustinm domenom
90) u pro.storu E; £(t) data neprekidra funkcija na segmentu{0,']
8 vrednostima u E,

Zatvoreni 1inearni‘operator C koji figurife u datoj jednadini

ima osobinu: za SvakoALO postoji rezolventa R(A) operatora ¢, i

3

vazi procena

&) | "R(lic)"élk_'m y 3aALO0,
Ovaj sluCaj zove se eliptidki.
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§14 Homogensa jednadcimna
l.1l. OpSte reSenje homogene jednadine

Posmatrajmo homogenu jednadinu

| 2
(1.1) 2_% = Cu, O%t&T.
dt

Definicija l.1l. ﬁeéenjg_jednaéine (1.1) je funkeija u(t) s

vrednostima udXC), dvaput neprekidmo diferemcijabilna i koja zado-
voljava jedmalinu (1.1) na segmentu [0,T],

Za operstor C mogu ge definigati razlomljeni stepeni, poseb-

no, operstor 0"1/2. Uolimo funkeiju
(1.2)  w(t) =g /2 du
dt
Diferencirsjmo v(t) po t i koriZlemjem (1.1), dobijamo
(1.3) | dv _ o172 . |
| dt

Jednadine (1.2) i (1.3) se mogu zapisati u obliku sistgma:

du 1/2

e - 1 v

dt

_‘_1_?_ = 01/2 Qe

Uvodimo gmenui: 2z = %(u—v), W o= %(u+v). Tada za funkcije z(t)

i w(t) imamo

i -01/2 3
dt

‘4 |
dé

Operator -01/2 Je gemerator snaliticke polugrupe V(t), koja
zadovoljava_'co uslove. Dakle, Cauchyev problem za prvu od jednsdinn

(1.4) je uniformno korekten, a 3a drugu inverzni. Cauchyev prbblem.
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Prems tome,

(1.5) z(t) = V(t)z, 1 w(t) = V(B-t)wy.

Da bi funkcije z(t) i w(t) generisale reéeﬁﬁe jednacCine
(1.1) potrebno je, da su one dvaput meprekidne diferencijabilne.
Ovo ¢e biti ispunjemo, sko su 34 i wT@C). Isto tako, resenjs
jednadine (1l.1) za O<H<T, <Ce biti beskonac¢no diferencijabilne za

svako 3 i wpe U veszl time uvedimo sledeée definicije:

Definicija 1l.2. Funkcije u(f) zove 86 oslabljeno_resgenje
jednadéine (1.1), ako je:
1) ona neprekidna i ima neprekidan prvi izvod na segmentu
(0,7 i drugi izv;od u (0,T); |
2) njene vrednosti pripa'daju QG), za OLE<T, a funkecija
01/2 un(t) Je ne.prekidna na se'gmentu IO,'I‘]; |
3) u(ﬁ) zadovoljava jednadimu (1l.1) u intervelu (0,T).

(1.1), ako je : | | ’

1) ona neprekidna na [O,T], i ime neprekidan drugi izvod
na {(O,7), a funkcija 0"1/2 u(t) ima meprekidan prvi izvod ns [p,T];
2) u(t)edc), za 0<Lt<T; '
3) ona zadovoljava jednainu (1.1) u intervalu (0O,T).
Teorema 1l.1l.I. Svako uopiteno refenje jednadine (1.1) ims

oblik
(1.5) | u(t) = V(t)z + V(T=t)wy , 1

Obrnuto, funkcija obliks (1.6) Je uopsteno refenje jednadine

l.1) za svako 3, WTESE. |
II. Da bi uopfteno resSenje (1.6) bila oslabljeno, potrebno

Je i dov@l;jno, da su EO,WTQQG]'/")).
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III. Sva uopStena reSenja jednadine (1l.1) su snaliticke

funkcije od t,za 0Lt LT,
C;Q 1/2y | . -
Doksz. Ako su z_, Wp€™C ), onda je fumkcija (1.6)

oslabljeno refenje jednadine (1l.l). Zaista,

/24ty = v(£)cH 25 4 v(r-6)c* 2wy

du _ 1/2 /2,
s ~V(£)C Cz, + V(T-£)C™ Cwp, 04t &

i
d2u
=—s = CvV(t)z  + CV(T-t)w, = Cu, za 04t{T.
aw 1/2

Neprekidnost funkeija C7/ “u(%) i'iﬁ na segmentu {p,T] :
‘ 2 |
funkelje ~Q—% u intervalu (0O,T), sledi iz osobima polugrupe V(t).

. dt
Analogno se proverava da je fumkcija (1.6) vuopsteno refenje

jednadine (1.1), za svako z2 yWp € E.
Obrnuto, meke je u(t) uopsteno resenje jednadine (1.1l), tadn
je funkeija

v(t) = Qh(c_l/en)
at

neprekidna na 10,T] i zadovoljava jednadine (1.2) i (.3), za OC t LT,
To znsdi, da su funkcije z(t) i w(t) oslabljens resenje direktnozy
1 inverznog Cauchyevﬁg problema jednadina (1l.4), pa je predstvaljivo
u oblixu (1.5), gde je |

zo' - 2(0) = 2[a(0) - (€2 (0)],

- L + (M2 (m].

Ako je} sada, u(t) oslabljenc resenje jednacine (1. 1), ondo
jB - _J_._ ""1/2 ’ 1/2
2o = =[2(0) - ¢ coje@(c ),
W = %[}a(m) . c‘l/gu'('ri_]e@(cl/g).

Mi éemo ubuduée, razmatrati samo oslabljena ili uopstena resenja

jedné&ine (1.1).
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l.2. Konturni problemi

Uvedimo u razmstranje sistem konturnih uslove oblika
L, (u) =4%Po +%u’ +4 un g = £,

(1.7) , .
L, (u) =d,uu0 +d, +%,‘uT +hie a0

gde Bu"tij’/%:ji i, j= 1,2, kompleksni brojevi; fl’ i‘2 dati el
Banachovog prostora E; u_ = u(0), u’ = u’(0), up = u(?) i up = u’(T).

Pretpostavlja se da su forme Li(u) i Lz(u) linearno nezavisne.

Definicija l.4. Ako oslabljeno reSenje u(t) jedmacline (l.1)

zadovoljave konturne uslove (1.7), onda gz nazivamo gslabljeno

el ST EEC ey ik G e T

Ako stavimo 01/220 = 8 i Cl/EwT = &o9 onda se svako oslablje-
no refenje jednadine (1.1) moZe zapisati u obliku
(1.8) u(t) = Vi(t)gl + Va(t)g2
gde je
v, (8) = V(5)eH2 11 v (8) = V(T-t)c1/2s

8 gy i &8s neki elemnti prostora E.

Zamenimo (1.8) u konturne uslova (l.7), pa éemo preéi na

sistem operatorskih jednacina:

L (Wey + 1, (V)ey = £
(1.9) .

Ly(V)egy + Ly(Vo)e, = £
za definisane elemerte 8y i 8o+

Gornji sistem moZe se napissti u obliku :

L‘iq 12 _y 144, v(m)C"Y/ 2—-3,3@)] sI{Zz(T)c-l/ A GOR o 2+},ﬂ 5o 1,
Ei_z ,cflf 2 -+, J(T)0-1/2 41 ¢ T‘)] El*E-E(T)C_l/ 20y (0™ 2+§‘§ 7,=E,
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Svi su operatori koji figurisu u sistemu (1.9) linearna

kombinacije ogranienih medusobno komutirajudih operatora I, 0"1/2,

v(T) i V(T)G"l/g. Zbog toga se sitem (1.9) moBe resSavati isto kao
i u skalsrnom sludaju. Pri tome, vazZnu ulogu ima operatorska deter-

ninante tog sistens
L) )

| (V) Ty(V,)

RefSavanjem sistema (1.9) dolazimo do jednadina
Dgy = Ly(Vp)Ey = Iy (V)15
(1.11) .
Dg, = Ly(Vy)f, —-Lé(Vi)fl.
Ako se na (1.8) primeni ogranideni operstor D i zamene Dg, i
Dg, iz formula (1.11), dobijsmo relaciju
(1.12) - Du(s) = S(8)f, + Sz(t)fa,
gde Je | |

81(%) = V1 (1)I,(Vy) = Va(8)L,(Vy),

(1.13)
8,(8) ==V3 ()L, (V,) + V,(6)Iq (V,).

Definicija 1.5. Svaka neprekidma funkeija na [0,T], koja zadovo

Ako pretpostavimo da su operatori D’lLi(Vj); i, = 1,2, defini-
sani na ceiom prostoru E’ onda ge iz (1l.11l) odreduju elemnti 81 1.
By ¢ija zamena u (1.8) daje resenje konturnog problema. ﬂﬁo samo
pretpostavimo da su svuda definisani operatori D"lSl(t) i D"lﬂz(t),
za t)0, onda se iz (1.8) moZe se naéi:. samo uwopsteno resfenje kontur-

nog problema
| -1 -l
(1.14) _u(t) = D Sl(t)f1 + D S2(t)f29
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Na taj naedin smo dosli do neophodnosti ispitivenjs pitanja
egzistenciji D i njegovu vezu s operatorima Li(Vj). Razne
moguénosti koje ovde nastupaju su vezane sa razliditim osobinana

konturnog problema (1.1) - (1.7).

1.3. Homogeni konturni problem

-1

_Pitanje egzistencije operatora D & je prirodno povezano sa

reSivoséu homogenog konturnog problema jed.(l.l) s konturnim uslovima:
(1'15) Ll(u) = Le(u) = 0O,

Teorema 1.2, Homogeni konturni problem (1.1)-(1.15) ima

netrivijalno refenje u(t) # O ako i samo ako karskteristidna deter-
minanta D, kao operator w prostoru E, nema inverzni operator.

~ Dokaz. NuZnost. Neke problem (1.1)-(1.15) ima metrivijalno
reSenje u(t) # O, tada je ona, kao i svako oslabljeno refenje
jednacine (1l.1) predstavijivo u obliku (1.8), gde je u krajnjem
slucaju bar je_dan od elemenats B1r B razlic¢it od ﬁule;'

Jednadine (1l.11) za homogemi problem su oblika

Dg; = 0 4 g, = O,
tje u krajnjem sludaju se bar na jednom nenultom elementu operstor
D anulira. A ovoAznaEi da on nema inverzni operator.

Dovoljnost,. Neka'operatcr D mema inverzni. Tads posto,ji
€lemenat razlidit od nule heE, tskav da je Dh = O, Pomodu eleme-
nta h moZe se konstruisati netrivijalno resenje ﬁ(t) homogenog
Problema. U tom c¢ilju dovoljno je izbarati elemente gl,gaeaE, i
formuls (1.8), daje traZeno resenje. Osnovna poteskoéa u tome je, &to

konatruisano resenje mora zadovoljevati konturne uslove (1.15), tj.

relacije



L, (V)g; + I3(V,)e, = O,
(1.16) -
L,(Vy)gy + Ly(Vy)e, = O.
Ovde mogu nastupiti dva slucdaja:
a) s8vi koeficijenti sistema (1.16) prevode elemenat h u nulu:
b) Jjedan od koeficijenata za elemente h Jje razlicit od nule.
U prvom sludaju dovoljno Jje staviti g, =8y = h, 1 konfurni
uslovi su zadovoljeni.
U drugom sluéaju treba kao reSenje sistema uzetli odgovarajuce
algebarske komplemente. Neka je, npr. L2(V2)h # 0, tada stavimo
g = L,(V)h, gy = =L,(V;)h.

PokaZemo da su konstruisani elementi reSenje sistema (l.16):

Ll(vl)pe(vg)h - L; (V5)D,(V,)h=Dh = 0O,

L2(V1)L2(V2)h.- 2(V2)L2(Vi)h = O,

. Redi potpunog dokaza, treba jos jednom da se uverimo, da axo

7

Jo 8y £ 0 ili gz.# 0, onda je
u(t) = Vy(t)g; + V(t)g, # 0, na [o,7].

(Ovo oznadava svojevrsnu lineernu nezavisnot partikularnih resenja
Vl(t) i Vz(t) homogene diferencijalne jednadine).

Pretpostavimo suprotno, tj. da Jje

(1.17) _ '-V(t)c“l/2gi + V(T-t)c“l/zgz?_o, za 0Lt <T.
Diferenciramo ovu relaciju i na dobijeni rezultat primenino

operator 071/2:

(1.18) -V(t)0-1/2gl + V(T-t(c"l/agz':_—'io, za 0<%t <T.

Babirsnjem (1.17) i (1.18) dobijamo
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v(r-t)c~2g = o,

2

g obuzimenjem

V(t)0_1/2g1 = 0

Yogsebno, za t =T + = 0 imamo

-l -
a /2g -0 1/2gl - 0,

c1/2

2
ili posle primeune operators P 8y = 8y ™ 0.
U primeni je zgodno da se teorema 1l.2. formulife ovako:

Teorema 1.2°. Operator Dfl postoji tada i samo tada kada

homogeni konturni problem (l.1) ~ (1.15) ima ssmo trivijalna reXen.is

ua (t)=0,.
l.4, Adjungovani'konturni'problem

Neka je E’ adjungovani prostor Banachovog prostora T,C’

adjungovani operator od C, koji deluje u E’. Po pretpostavei domen
operatora C Jje gust u E, dakle postoji operator C’. Neka je, delii
y(t) vektorska funkcija & vrednostima u E’, definisana na segmentu
[p,T]. Diferencijalni operator

2
aa9)  ww=SE-cy

zove se adjungovanl operator operatora

Ako se pod proizvodom (y,u) podrazumeva rezultat primene
funkcionels ye E” na elementu u€&E, onda se, kso i u skalarnom
slucaju, parc%jalnom integracijom dobija "“Greenova identitet"
(1.20) iEy,Lcun-cL'(y),u ) dt = B(y,u)

gde je B(y,u) bilinearna forma

| B(?',u)EEy,u') - (y',u] KT
(1.21) ' = (yT’ui) - (yé$um) ~ (yoiu;)'+ (F;!uo)-
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Definicija 1.6. Konturni uslovi oblika

Ll(y)fg,',yo +%yo +‘§lyT +é;‘yT = O,

(1.22) ) .. ,
L,y (y)z %50 *8 50 3,91 +§ Jr = O

gde su 8;.‘. ,,quompleksni brojevi, zovu Se agjungovani u odnosu na
konturne uslove (1.15), ako je za svaki par funkeijs y(t) i u(t)

koje zadovoljavaju relacije

Li(y) = Li(y) = 0, za y(t)ERL’)

Ll(u) = Lg(u) = 0, Ba u(t)éitL),
ispunjena jednakost: B(y,u) = O,

M1 smo pretpostavili da sve taCke nepozitivne realne ose
pripadaju rezolventnom skupu operatora C, a ta pretpostavké_vaéi i,
za operator C’. I visSe toga, iz nedednakosti_(x) y Bledi snalogna
nejednakdst za operator C’:

(1.23) llcer A )~Y< jh! » zal< O,

Pretpostavimo, jos, da je§)(C’) gust u E° (ova pretpostavka

Je automatpki ispunjena zs refleksivne Banachove prostore). U tome

¥

glucaju na agjungovani konturni problem

2 », ”, - \
(L.24) L(D=SL - ¢’y = 0, LI(y) = Li(y) = O
162 1 2
se prenose tvrdenja, dokszane za polazni problem. Istu takvu ulogu
ima, npr., determinanta D(C’) Gormirana za relaciju (1,24). Ksrakte-
rigtiénu determinantu éemo oznadavati sa D(C). Vezu izmedu ove dve
determinante objasnjavae sledede teorens (uoélmo pre toge, ds su

adgungovanl konturni uslovi definisani ngjednoznadno) :

Teorema 115. U klasi adjungovanih konturnih uslova (1.22)

postoje uslovi za koje je karakteristidéna determinanta D(C*) kojs

odgovara tim uslovima kao operstor u. E’, adjungovena operatoru D(C)

(1.25)  D(c’) = [n(o)] ‘.
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Dokaz. Matrida koeficijenata polaznog konturnog preoblema e

(1.26) | (”('" Ly Gus %b)
d,u d'-b-b %&4 %4-11

Oznacimo da dij , z8 1L J, minor ove matrice sastavljen od

j-te i j-te kolone. Ako determinantu D(C) sistema (1.9) predsta-

vimo kao zbir determinati
' |

4ot/ (rma i/

onda dobijsmo

(1.27) D(C) = -d241+(d d25)0_1/2+d C"1+(d12+d54)0"1/2V(T)+

)0-1/2_d

Kako je, po pretpostavei, oblast (C°) gusta u E’, se fami-
lija operatora V’(t) poklapa sa polugrupom W(t), generalisanu sa
operatorom -(C')I/Q. Odavde, sledi da je adjungovani operator od

D(0):
b)) " = -a,,1° +(d14—d15)(G')'1/2+d15(0')-1+ 2(d) 5+d5,,)

~1/2
(1‘28) (¢”) W(T)"'d?ll- +(dq 4~d55) (C” y=1/2_q 3(‘3 )

Neka su, sads, dij minori matrice koeficijenata adjungovanog

problemaxy ( $a mb S« Su, )
(1.29) L. 7 Yoo 2 5“»

Determinantu D(C’) (pifemo u razvijemom obliku) za &ta je

1,(27).

dovoljno da u formuli (1. 27) svuda umesto C stavimo operator C°, »

minor (dyy T 2amenimo AG d,\,é

(1.30)  D(C) = =y T+, ) (071 20d) (61 L2y o) (0 W

a1 (T (67) M 2ay (07 ) T hu (e
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Uporedivanje izraza (1.28) i (1.30) pokszuje, da je za dokez
teoreme dovoljno da se uverimo u Jjednakost koeficijenats operetora
u odgovarajuéim sabitcima pri tome posmatramo sledeéqhsluéajeve:
1° dl2 £ 0. Matrica (1.26) sa tadnoféu do reda kolone je ekviva-
lentna matrici

1 0 By ﬂ’;z

(1.31)
0 1 /5:4 2

a uslovi Ll(u) = L (u) = 0, se mogu zapisati u obliku

0 = —ﬁﬂuT ""ﬂ,n T
g = "/!':4 T "ﬂaul"

Zamenom ovih izrazs u formi B(y,u) iz (1.21) dobijsmo
| Bl .

' ’ ” '\ ’ "H'T . o F AN
B(y,u) = ypup - Jplp — 70('4.;“1‘ M yo(' 44uT_AzauT?
L : ~ (o ] o
E(ﬁhyo"éqyo'yT,uT * QAQJb'ARFO +Yp) Uy
Odgvde je, jasno, da se B(y,u) anulira, ako je
: r~
LnN=EAy, -A35 = 33 = 0
’ N ~ "y ¥ - .
LZ(y)ﬂ/gayO —ﬁﬂym‘ +Jp O
8 metricom

(2.%32) | /—‘;,, ’AM O -1
| ¥ A1 0
f ﬁﬁz ﬂ%
Fksplicitni oblik matrice (1.31) i (1.32) omogulavanju upuic.
vanje koeficijenata u (1.28) i (1.30):

o,

12 ¥

[4
2
- ztbz
Racs
-
O
!
'—l
B
—
‘_l
o
7

34
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Dvim je dokazesn prvi slucaj teoreme,

29 d13_# O, Matrica (l.26) je ekvivalentna sledeloj:
(1.33) L "Zu. 0 A -
0 “(u. 1 /?921 |

ili, u obliku konturnih uslova,

»

s , Pt
uo = f%tuo _Afzull\. y
up = = dug = Bug .
Zza B(y,u) dobijamo
| Y » 7 , , D ” ' 4 »
B(yiu) = ("'yo "'"[433' "'JuyT)uo + ("/')'cyo "'ﬂayT)uT'
- Za odjungovane konturne uslove stavimo
Li{y) = =435 +Ip +Byvy = O,
(y) = Yo e ] e _
LoV 2= ¥ =M "“/zay‘l' O

sa matricon

o " Sa  F T
(Ls34) - i
-1 "‘41 0 Jzz/

Uporedivanje minora (1.33) i (1.34) dokazujé igpravnost
teoreme i u ovom slucaju.

Analogno se razmatraju i preostasla Setir. .-

Posledoca t.1l. Ako jeOO(C') must u E”, onda je. ds bi homogrn

konturni problem imaoconetrivijalno rese:j ., pobtrals o duveigne o
kodomenfkﬁD) operatora D nije gust u prostoru BE.

Zaista, posledni uslov Jje ispv skK0o 1 samdﬁggdnaéina
D’y = O ima netrivijalno reSenje. 0= D(C’), pa tvrdenje

daledi iz teoreme l.2°.
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1.5.Uniformno korektni konturni problem.Regularnost kouturnih uslova

Definicija 1.7. Konturni problem (1.1)-(1.7) je uniformno
korektan, ako za sveko £, i £5 iz E postoji jedinstveno quéteﬁQ
reSenje tog problema, kojs neprekidno zavisi od fl,feéfE u normi
prostora C(E).

Iz redenog u tadki 3 neposredno sledi

Teorema l.,4. Da bi problem (1.1)-(1.7) bio uniformno korektan
potrebno je i dovoljno da operatori D'lsl(t) i D"lsg(t) bu%u
uniformno ograniceni na [O.TJ . .

Pokazuje se, da za.uniformnu korektnost,problema bitnu ulogu
ima osobina regularnosti konturnih uslova. U nagem sludaju konturni
uslbvi biée regularni, samo kada je zadovoljen Jjedan od uslova:

1° 4, # O,
2° g = 0, alilghlf>o i 4y, -9, 40,
3% o= Sy A= o Oy 81 45 £ O

Razmatramo detalnije ove slucdajeve.

1°.d24.# O. Stavimo d,, = ~1, tada karskteristidna determina-
nta D po formuli (1.27) ima oblik D = I-Rli gde Jje Rl ogranicdeni

GPerator tj. lineearna kombinacija ogranlcenlh operatora 0'1/2 v(T) 1
njihovih pr01zvoda.

Ako pretpostavimo, da jedinica pripeda rezolventnom skupu opera.
tora R,y onda operator D ima ogranileni inverzni. Otuda, sledi ds
8L 0pefétori D“lSl(t), D'lsa(t) uniformno ogremnideni na (0,7].

0 - |
2 d24 = 0,‘aful+\&ub0 i d.23 - dl‘l- # 0. Neka je d23 14

Pod ovim uslovima matrica (1.26) se moZe transformisati na oblik

AR /%u a2
_‘Ju 0 &u O

-. d = -la

(1.35)
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a determinsnta D, po formumli (1.,27),

D = c~/2(1 - R,),
gde R, je ograniceni operator.

Prema tome, ako Jje operator (I-Rg)-l ograniden, onda je
operator p~! - (I---Hz)"'l(}l/2 neogranicens,

Medutim, kako operatori Sl(t) 1 Sg(t) iﬁaju kao faktor
opersator 0"1/2, to su proizvodi D"lsl(t) i D”lse(t) uniformno
ograniceni, ako je ogranicen operator (IfRz)_l.

300/; /342"_"1{2:/5%2: O, ali d13 £ Os Ovi uslovi su ekvivalentni.

prvon konturnom problemu uo,' fl' Uq = f2 s matricom

(1.36) 1 O O O

O o0 1 ©
7a determinantu D dobija se formuls D = C-lfI-V(ET), te
operator p=t =.(I;V(2T))"l ¢ , a ako on i postoji, onda Jje neograni-
en za prebrojivo faktora C. 1lsto ta@o, zbos;ﬁoga %to konturni uslovi
ne sadrze izvode, operatori Li(uj) imaju faktor 0'1/2, pa prema

tome i operatori Sl(t) i S (t) imsju faktor oL, Ovaj faktor
: - |

-

gasi neogranidenocst operatora D o |
Teorema loe5. X. Neka su konturni uslovi problema (Le1)-(1.7)

regularni, Tada operstor D ima jedsn od sledeéa tri oblika

1° 1 = k(I-R),

QO_JD._ kc'l/Q(I-R),
3% pa kc"l/z(iéR),.
Bde Je R ograni&eﬁi operator, a k konstanta.
II. Ako jedinicanije talka spektra operatora R, onda je
konturni problem (1.1)=(1.7) uniformno korektan na segmentu [0,1].

III, Sva uopsStena redenja problema su uopétena'reéenja jednac -
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U dokazu je potrebno samo poslednju twxvrdenje. Ono sledi,

iz éinjenice da su u razmstrsnim sluésjevima uopstena regenja oblikn
a(t) = V(t)hy + V(T~t)h,, ]
gie su h; 1 h, neki elementi iz T.
Objasnimo, jos pitsnje, kada ée uopsteno resenje uniformno
korektnog problems uz regularne konturne uslove biti oslabljeno 7 T
to je do¥Voljno, da se ii jednééina (l.11) mogu odrediti elementi

g, 1 8,+ Posmatrajmo te jednadine u svatyi sludsja regularnosti

konturnih uslovea
1° Operator p~l Jje ogranicen, pas se 5y i &5 nalaze za

gvako .t‘l,f*2€E.: .
2° Neka matrica (1.26) ima oblik (1.35). Tada njen konnturni
uslov | - La(u) = J.'u +‘E' u
-2 Z"¢ 24 *

ne sadrzi izvode, pa zbog toga operatori L2(Vj) sadrZe faktor

p—t

0‘1/2, pa otuds sledi, dasu operatori LQ(Vj) ograniceni. Opera-

1/2

tori D"lLl(VJ) su neogranieni, i imaju ovlik FC™ ", gde je T

ogrsniceni opexrator, pa se 81 i g, ne mogu odrediti za svako £
Treba da e ff@(cl/ 2.

30 Na kréju u slu¢aju sa matricom (1.36) svi operatori D~

1
e (Y
L,V

imgju oblik kcl/z, pasu zbog jednadine (l.ll) reSive za
£,,288Xc2)., '

Teorema 1l.6.1.Pod uslovima teoreme 1.6 uopsteno refenje cCe
biti oslabljeno za svako £.,f,€E u sludaju 1°.,

II. Da bi one bilo oslabljeno u ostalim slulejevima, dovoljno

Je da su £,,r£0(cY2),

l.6., Hekorektni konturni problemi |

Za neregularne uslove (l.7) ostaje samo jedna mogucnost:

(1'37) o d:?f!lr = 044f1(“’ﬁ41|>0* d25 ~ dagy " Q..

1
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Determinanta D Je oblika
D = €74, ,T42(d; 54d,, )M V(D) -a, ,V(2D)]
| 13-*eldyo+dyy, 13 .
fa analiticke polugrupe operator 01/2V(T) Je ogran%éen, pa Je
zbog toga operator u srednjim zagradasma takode ograniden.

Neka Je d13 # 0, tada je D = C"l(d13I “‘Ru)’ gde je . Iy
ograniden operator. iko d15 ne pripada spektru operatora R, ondn
je D"'*l proporcionalan sa C (s ogranidenim operatorskim koeficijeni--
oms Z8jdno sa ovim i zbog uslova|dh+l3n>0, operator Ll(u) sadrizi
diferenciranje, "gasi" faktor 0'1/2, koji stoji u funkecijama
v.(t), i = 0,1,2, Konadno, operator

c‘l/zv(t) c‘l/2V(T-t)'

Sz(t) =
- L. (v.,) L, (V,) |
1M1 12

's,(t) postaje neogreniseni

sadrzi operator o=l /2, a proizvod D
operator obliks R0M/Z, Ove znac¢i, da je problem (1,1)=(1.7) sa

razmatranim konturnim uslovima | 0(43\ +Al>0

| % e By g
(1'58) . ihl 'S) A‘ o)

d- = d -Jd = O’

24 23 14 1/

U celini nekorektan. o, sko pretpostavimo da Jje feegﬁ(c "), onda
je elemenat D"]'Sz(t)f2 potpuno odreden. Dalje, izraz za S, (t)
sadrzi faktor Qfl. Sledi da je operator D_lsl(t) ograniden, i iz
formule (1.14) se moZe dobiti uopsteno resenje.

nginic;ja 1.8, Za konturni problem oblika (1.38) kaZemo dsn

UoCimo, da je funkecijas D']'Sz(t)fz, za svako IQEE, definisnn

2a gsvake +t €(0,T7), jer su za takve t operatori Cl/gv(t) i
o¢l/2V(T-t) ogranideni. Isto tabo, ta funkeijs, 8to znadi i funkcije

V(t), moZe neogranigeno rasti, kada t-»0 i t—T. Ako pak smatrn-
10 da je funkeija u(t) u nekom smislu refenje problema, onds to
teSenje nede neprekidno zavisiti od £, u normi prostora C(E), nego

e oq njega neprekidno zavisiti za sveko fiksirano te(0,m.
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Na kraju, neka je uslovima (1.36) dodat jos jedan dl5 = 0,

Tada je L/
D = 2(dy, + dgy)C” 2¥(m),

odakle -1 1

D c1/2y=Ypy .,

2(d12+d54)
U opstem sludaju, operator D-l je meprimenjiv nl na jednom
od %lanova, koji stoje na desnoj strani (1.12). Konturni problemn
(1.1)~(1.7) postaje "jako nekorektnim".
Op&ti oblik odgovarajudih konturnih uslova je:
Qu(0) ~Au(T) = £y,
- ou(0) +/£u(T) = £,

Zaj%= 0 dobijamo uslove Csuchyevog problema,
Teorema 1.7. Cauchyev problem za jednadinu (L.1l) je nekorektan.

Cauchyev problem za jednadinu (1.1l) prirodno generisge Cauchy.v
problem za sistem (l.4) sa poletnim uslovima
_1 ~1/2 ,\ 1 L ~=1/2. .
z{0) 2(uo - G uo) 1 w(0) 2(u0 + C uo).
Cauchyev problem za prvu od jedhaéina (l.4) je uniformno

korektan, a za drugu nekorektan. Isto tako, posto je operator 01/2
generator analitiéke polugrupe, to je za njega inverzni Cguchjyev

problem korektan u klasi ogranidenih reSenje. Prema tome, za drugm
jednadinu Cauchyev problem je korektan u klasi uniformno ogranicenih
refenja w(t). Teko smo doSli do tvrdenja

Teorema 1.8, Cyuchyev problem za jednadinu (l.1) je kore'tan
u klasgi refenja u(t), za koje je funkeija u(t)+0"1/2u'(t) unifao s
omaniéeﬁa na [O,T] nekom konstantom. M.

Posledica 1.2. Ako regenjas Cauchyevog problema za jednacinu

(2.1) postoji, onda je ona jedninstveno.
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l.7. Sluca;j potpuno neprekidnog operatora o=t

Sa regularnim konturnim uslovima teorema l.5 svodi pitanje

o uniformnoj korektnosti (1.1)-(1.7) na pitanje o e?zistenciji
ogranidenog inverznog operstora I-R. Takav operstor ocito me poshoil.
ako se operstor D anulira na nekom elementu razliditom od nule. Iin
osnovu teoreme 1.2° ovo vaZi ako i semo ako odgovarajuéi homogenl
konturni problem ima netrivijelna resSenja. Isto tako, operator D
moZe biti neogranicen i u drugiﬁ slucajevima.

Neka, na primer, operator C ima tadkud u svom neprelcidnom

spektru. Razmatramo regularne kontmrne uslove, definisane matricom
' Wl 1 o0 ©
o o W 1
Tada je |
| D = (a(I-c)c“l(I-v(eT)) T I-R = (I - i—) C (I-v(21)).
Ako faktor I—V(2T) ima ograniceni inverzni, onda ga I-R nema

iza faktora (L' - -:-L-)C. p

ol
Ukazané potedkoée se povlace pri mazmatranju posebno, ali
vaZne Kklase 0perafora- C, koji imaju potpuno neprekidsn inverzni.
Dobijena teori@ja u tome slucaju je analogna teoriji skalarnih
kontrunih problema. Kao primer za ovo sluzi sledeca

Teorema 1l.9. I. Neka su konturni uslovi (1l.7) regularni i

operator C potpuno neprekidan. Da bi konturni problem (1l.1)-(1.7)
bio uniformno korektan, potrebno je i dovoljno, da odgovarajuéi
homqgeni konturni problém ima ssmo trivijaslno rééenje.

IX. Ako je domen adjungovanog vperaotra C’ gust u E;, onda
su ti isti uslovi potrebni i.dovoljni za uniformnu korektnost adjuns

vanog problema

2
39 Sgooy ;e 2N, e Y

at=
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1 potpuno neprekidan, onda cCe

1/2V(t)0"1/2

Dokaz. Ako je operator C°
1/2

takav biti 1 operator c™ . Dalje, operator V(t) = C ,
£y 0, je potpuno neprekidan, kao proizvod ogranicenog-i potpuno
neprekidnog operatora. Na osnovu teoreme 1.5 za regularne konturnc

islove operator
—4

gde a{e{O, % ’ l.))-, a R neki polinom potpuno neprekidnih operatore

0_1/2 i V(7), pa je i on potpuno neprekidan. Ali, tads je tacka 1
xompléksne ravni ili sopstvena vrednost operatora R, 1li . pripada
njenom rezolventnom skupu. U prvom slucaju determinanta D nems
inverznu, i homogeni problem ima netrivijalna~re§enjﬁ. U drugom
gluc¢aju operator (I—R)"l postoji, ograniden i definisan na celom
prostoru, pa je, zbog teoreme 1.5 konturni problem (1.1)-(1.7)
uniformno korektan,

'Na osnovu teoreme l.3 determinanta D(C’) adjungovanog
konturnog problema keso operator u B’ ?djungovana je sa determinsontom
D(C). Spektri adjungovanih o?eratora D(C) i D(C’) se poklapaju,

i vige od togs, iz potpune neprekidmosti operatora RE sledl potpun:
neprekidnost opgratora' R’. Zbog toga, sve 8to je ranije receno o
problemu (1l.1)-(1.7) vaZzi i za nehomogeni adjungovani konturni
problem (1.39). |

1l.8. Ogranicens feéenja u beskonaénosti

 Neka je u () uopsteno refenje jednafine (l.l), definissno

na [b,OO). Pretpostavimo, da je ona ograniceno:

(L.407 pup W(tlf®,
¢ OLL ¢

~ Funkcije u(¥) 1_0'1/2u su neprekidne u nuli. Na osnovu teore-

me 1.1, za sveko TP?0 i O4t&T vaZi reprezentacija
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(1.41) u(t) = % v () [u(0)-(c~2u) " (0)] + %vcm-t)[u(m(c-l/ 20y ()] -
Stavljajuéi u (1L.41) prvo t = O, a zatim t = T dobigamo

1(0)+(c=124) 7 (0) = v(T)[p(T)+(c‘l/2u)'(Ti],-

(1.42) u(T)—(C—1/2u)'(T) - V(T)[u(o)-(c—l/gu)rco)] .

pliminacijom iz ovih jedancina ¢lzna sa (C"l/au)'(T), dolazimo do

relacije

1.43)  u(0)+(cY20) = av(mu(m)-v(zm [a0)_(c"2u) ()] .

Za rezolventu operatora -01/2

IR ) ;017 2)"41 fm , 28)£0

iz koje sledi procena zs polugrupu V(%) :
(1o 44) lv¢e)]| £me=t,

Ako u (1.43) T te¥i beskonadnosti, imajuéi u vidu (1.40)

vazi procena

i (l.44),dobijamo
(.45) u(0) + (¢~1/2u)’(0) = o.

' Sada, koristimo &injenicu da se analiti¢ka polugrupa V({t)
ni za jedno + ne moZe anulirati na nenultom elementu. Tada prve
od jednadina (1.42) dobijamo
(1.46) a(m) + (¢~2u)*(T) = O.

Tmejudi u vidu (1.45),(l.46) i 1l.41) dobijamo formulu
(1.47) u(t)= V(t)uo.

Na ovaj nadin smo dokszali tvrdenje

Teorema 1,10, I. Za svako u€E postoji jedinstveno ograni-
deno uopiteno reSenje jednadine (l.1l) na pluosi [0,0), koje

zadovoljava poletni uslov u(0) = u e

Il To refenje dato je formulom (1.47)e
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@ ° Nehomogene jednacine

2.1, OpSte redenje nehomogene jednadine

Predimo sada na unehomogenu jednacinu

(2-1) d-2u - G ﬂ t)
E—; u + (

g istim operatorom C i funkcijom £(%) neprekidnom na segmentu

[.0 1T] ¢ '

Definicije refenja, oslabljenog i uopStenog refenja Jedunacine
(2.1) ostaju iste, kao i za homogenu jednadinu (1.1).

Jednadina (2.1) se smenama

_-1/2 -
v=_¢_ du y Z = %-(upv), W = %-(u+v)

at
gvodl na sistem | |
| dz _ _~1/2 1 ~~1/2
rrdie %2 + 5 C £(t),
(2.2) | | za Q<L 4T
at 2

Redenje prve Jjednadine gepoéetnim uslovom z(0) = z_ Jje oblike

(2.3) I z(t) = V(t)zo & %ﬁ(t-s;)(}"l/gf(s)ds.

o
7Za drugu jednadinu reSava se inverzni Cauchyev problem =

granié¢nim uslovom Ww(T) = Wiy
T

(2.84) w(t) = V(?—t)wT + %fJ#V(s-t)O'l/zf(s)ds.

3 |
Za opste reSenje u(t) jednaéing_ (2.1) dobija se formula

(2.5)  u(t) = V(©)zy + W0-t)ug + & {V(15-81)6722(s)as.
Prva dva sabirka formule (2.5) predstgkljaju opste refenje homogene

Jednadine, koje smo ranije proucili.
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Pazmotirime detalnije funkciju

%-V(t-s)c'l/g y, 23 t 2 u

V_(t,5) = —?C;- v( Jt-sf )o™1/2 -

L V(s—t)c“l/a, za L £,
&

Iz definicije funicclje Vo(t,s) $e neposredno uocava, o oA
ina sledece ouscbine, koje karakterisu funtamentalno relonje dilfarven-.
cijelne jednodine (2.1) :

(i) V, (%,3) Je overatorska funkcija dve promenljive,kojs -
dofinisana i jako neprekidns u kvadratu O0<£t,s<T;

(ii) kao funkecijs od t ona je jako neprekidno difevencijnii.-
1na u gvalkom od intervale [b,s) i (s,7] i dveput jako ncprel-idnn
diferencijabilna u intervalima (O,s) i (s,T), pri demu je zz nvim

ko XEI

1lim -%; [Vo(t,s)::a - lim % [Vg(t,s)::;‘ = X3

t=>»3-0 t—»5+0
-4

(iii) funkeija Gl/gvo(t,s) je definisana 1 jako nenreltidag
na celom kvadratq 0&t,84€ 7T, a funkeije CVO(t,S), posmatronn g
funkcija od t, definisana i jako neprekidna u svekom od inlerynin
Ut&g i s<£t<4T

(iv) kaso funkecija od ‘ﬁ?o(t,s) u svokom od intervols (L5

1 g<4t4T zadovoljava homogenu diferencijalnu jednadinu

Ot° )

Pogledsjmo, sada, posljednji ssbirak u formuli (2.5) :
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T
.ff V(It—sl)C"l/gf(s)ds

0

(P.6) n(t) =

o e

i objasnimo, pod koJjim Ce uslovima on biti oslabljeno reionjie iod-

nadine (2.1). Diferencipanjem dobljamo T

2 ap o - & L o

De7) = = = { V(t-s)f(s)ds + = V(a~t)f(s)ds
dt 2 J 2 7

Iz formula (2.6) i (2.7) se vidi, da je funkcije a(t) nep-
rekidna i da ima neprekiden prvi izvod na [D,T];

funlkecija - T

c1/20(4) =.% _fﬁ V( |t-s] )f(s)ds .

0
je takode neprekidna na [O,T] °

Tsto tako, u opfitem slucaju, funkecija g(t)' ne mora imabti drn-
i dizvod, i njene.vrednosti ne moraju pripadati ¢§§(C). Ako Ffunteijr
f(t) zadovoljava H¥lderove uslove, onda ée obe gornje osobing hibil
ispunjene, za 0L t&'L. Diferenciéanjem se proverava da tada formula

(2.5) daje refenje jednadine (2.1).

2.2, Konturni problem, Greenovs funkcija

Razmotrimo konturni problem sa uslovima (1.7) jednaiine (2.1 ).
(vaj smo problem prou¢ili za homogenu jednacinu, pa Jje zbor linoor-

nosti jednadZbe (2.1) dovoljno da proudimo problem sa homogenim lmon-

turnim uslovima
(2.8) o Lyl = L,(u) = O.

Reenje (2.5) &emo predstaviti u obliku

(2.9) u(t) = V,(t)g; + Vo(bley + &(H),
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(2.10) c(t) = qSFVb(t,S)f(S)dSu

o -
mameniwo relenje u  uslove (2.8), i predimo na sistom 72 oldroe-

Yivanje gy 1 5o koji je analegen sa (1.11)

gy = -Lg(vg)Ll(B) + Ll(vg)Lg(g),
2.11) :
Dﬁg = “Ll(vl)Lg(@) + L2(V1)Ll(g).

Funkcija g(t) Jje partikularno oslabljeno reSenje Jenadine

(2,1),neprekidno dlferen0133b1no na segmentu [0,7], pri Semu je

H(FE__. V'(t s) f(s)ds.
dt

Li(g) = 'éfLi(Vo)tf(S)dS,

rde indeks & pokazuje da operator 1., deluje na Vo(t,s) a0 no

zhog toga e

funkeciju od +.
Ako se na (2.9) prlmenl ogerator D i skoristi (2.,11),0onda -
(2.12) Du(t) = jﬁG (t,s)f(s)ds,
rde je |
G (by8), = V3 (8) [-Lp (V)T (V) + Ty (V) T(V ) | -
“Vo(6) [y (V)Ta(Vo)y = Tp(Vy)Ly (V)] 07 (1

Definicija 2.1. Svaka neprekidna funkecija u(t), koje zodoveljs -

va jednadinu (2.2),zove se uopSteno_resenje problema (2.1)--(2.,7

I'unkeil ja Go(t,s) se moZe napisati u obliku determinante

vl(t) V2(t) -Vo(t,s) |
(2:13)  Go(t,8) =|13(V1]  Iy(Vp) 1Tods |
L, (Vy) Lo(Vs) Lo(Vo )y

1
]
Kao £to se, vidi pitenje reSivosti problema (2.,1)-(2.8) ge svodid

ha pitanje 9521qtenclje operatora p~t

Gn(ty8)a

i njegovu vezu sa opeveborom
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Definiciio 2.2. Problem (2.1)=(2.8) je uniformmo lzoreliton,;n

. - Al — A —— — L ——— -——h el i

nopiteno relienje postoji za svaku neprekidnu funkeiju () i nejra-

kidno zavisi od nje u metrici prostora C(E).

—

7a uniformnu korektnost problema (2,.,1)-(2.83) potrebno je i sovo .

1Ljno da integralni opcrator T

Gf = D4 f G, (t,s)f(s)ds

hude orraniden u C(T)). °

Meka su konturni uslovi regularni.'lads na osnovu teorem= 1.0
| &

operator D ima jednu od reprezentacija 19 - 39, FPretpostavinnodn ]
nije tadka spelitra operatora R,

D_l

U sluéaju-lo “operator je ograniden, operator Go(t,s) je

uniformmo opraniden po t,s8 (C ét,s &T), pa sledi da Je, ongralor

A 4 T
r  ograniden na g(L). i f?&ﬁpi/ﬁ
U sludaju 2° operator D sadrzi neogranideniv' C~/~, Isto

tako, u ovom sluéaju operator Le(u) ne sadrzi izvod, pa zbhor Lo
-1/2

Do i-

svi. operatori u donjem redu determinante imgju faktor C

tor D"lGO(t,s) ée biti uniformno ogresniden po t,s.

L ima faktor C, 8 oopara-

s o 4 :'-'}
tori drugog i tredeg reda determinante (2.13) sadrie faktor ¢ 1’“,

U slucaju 50, analogno, Opérator D

ra je onerator D“lGo(t,s) ponovo uniformno ogranicen.

Teoremg_2.l;”1.ﬁko su konturni uslovi regularni i jedinieca =

regularna tadka operatora R,onda je problem (2.1)—(2.8) unifnorine
korektan,

TI. Ako funkecija £(t) =zadovoljeva HElderove uslove, onilz ou
bopitena redengja oslahbljena. |

Ioko se proverava, da je za Jjednacinu (2.1) uniformno koreltrn
1 konturni problem, koji Je 28 nehomogene konturne uslove bio polu-
korektan, Zadriimo se na funkeciji 1(t,8) D“lGo(t,s), koja se priro-

rencijalne jednadine u’’ = Cu + £(t), za homogene konturne uslarn



() = Lz(u) = C w obliwu T

L, _
ul(t) = G(
O

Anslocno, k2o i w skalarnoo slucaju, Creenova funkecijzs glasi

|

- 3

3

)
Jfis)ds,

3

T, (T 7.( vV (t,5
| Il(b) IELt) JD\ 3
(2.14)  a(,s) = 27F T (7)) TV, Iq(V),
Lol BalT) LplVo)g

i po svoiim osobinama ona nas podseca na Greenovu funkciju za ska-

larni konvurni problem:

(i) &(t,s) Jeo funcis...vloc reenje jednaline (2.1) ;
(1i) za svako fiksno ‘s (C£s5&7%T) kao funkcija od t ona
zadovoljsva homogene konturne uslove Ll(G}t = L{(G). = O,

©
Cbe ove oc=obins nesumkjivo slede iz renrezentacije (2.14).

Zeista, 12z nje sledi najnre da je G(t,s) 1linearna ¥kombinacija

's3 ogranidenim oneratorskim koeficijentima) »nertikularnih relenje
S22 Vg(t) 1 fundamentalnog refenja ?o{t,s) nomegene diferen—

1
—_—

alne jednacine, tj. i szmea je fundementalno resen

.

#

i=121,2 , dobijamo

.

osle primene operstora L,

B (V) (T E(T,)
L; (8)g = p~1t LT LT LV ).
Lo(Vy) La(Vp) IV
Prva vrsﬁa ove determinante se poklapa 11i ss drugom, za & = 1,
11 s treéom, za i = 2, tj. determinanta se anulira, a to i znadi,

a G(t,s) =zadovoljava homogene konturne uslove.

Praémedba. U ovoj glavi je koriZ&ena poznata teorija Jjednacina

drugog reda sa apstraktnim operatorom,
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-r—-—-1- -—||-- T - - —‘--} r— T L
TI - ] - i

4
_.._l‘ ..._l-.a-an-q.!...in..'-. | N --I-.L:L - Ia. .I-

§i. Re givost potpune s 1iptidke
5ednadine drugog redas
1.1. rostavlisnie »roblem2

ilexa je na polucsi [C‘-,"G} dats difsrencijizlna jednadinz

2 dt
dt

sde je u(t) +traZena funkecija se vrednostime u kompleksnom tilberto-
3 . . . a‘_r . R .

vom prostoru H; B =374 Cp 0ol uniformno nozitivni, linearni ope-

ratori se sustim domenima u H. Zretpostavimo da je jednalina (1.1)

eliptiékog tipa :

(1.2) B2 £ 40,
sto znaci da je O&B )Db(f") i da vazi
- (B x,x) & 4(Cx,x), za svako x € %(C);
Odnosno ,
(1.2%) 2L 0°C, za G L4, & B> O



ot -
rocernin uslovon

1.5) ule) = v, , sz CO&b &l

O

~ . =, _— AV — - T I, o
jr_}_;'_:‘_}ﬁ-]_c-L_'? 1.1. _'I_InTr;Cl,v':E Lﬂ.\l.afi So Yrannosoclmzs U *JI.’ 2L
o3 l"""-"'\WL"l"l ""-"-II 1 I ~ = - [ -r-.:::-:n —tp ""'-}-‘ -I:‘\':. Yy o,y ‘f-l l\!‘ :1!.— -
15 bui“:". LJ-..-i l ‘.I_ , Lid—lJ—.vG ll-:[:} :'U:J-L-.‘;d; L'\.f I-']:.-f[-,fll.a_t 'p\.......l ./: -.):'LO LJ:JJ
1) dwvanut neprekidno d2fgrencija2niln? ns [",F"J iz2

£ T 2 . -3 A £ 1 I 1 -y,

~finigszre 1 neprekidne fuunkcije =Zu 1 U at! L,JJ,

- an _l /al -y
(1.4) l il =
NATIOSTO

(l;ll.'} | -"E:{" f_é_% "ﬂ_;l-/E;{“ . zd SV —X & é\_(}}



2 .
— Ei.._i 4+ gif_ + OV = f(*}') i a_"’!:U R A | ;!’ 7 i e‘%{’:\
. dx ¢ G 0 Q
dt
ime je howmoreni problem svedsn na nenonozeni.
eks su dabl trostori , |
- | cO N\
f‘k r— 2 ?’1
¥
- o~ - £ ' du "11 2 - > 1 Rl l
Hl = ﬂl{u,CO;:;‘.) = l.l(u:‘eg()(c) : — + \l“" / Lll\ lﬂuéu .
| at J
) - -
° ©
B . N
Sﬂ , , ]42u1d 5 |
H, = 5,(0,00;0) = JulteXf) = \ W) + lcul|“lat Lo ([ .
L Lwdtgl .
0 0
Cznacino =3 Hl 1 _52 adherenciju skupa svibh glatkih finitnin

unkeija u{t)eXYXC) no normi prosvora Hy 1 Iy

rabe dokazagti da Je problem

ina = f
: o
refiv u prostoru Hsy. ’
Tre razmatreznja pitanje resivosii postavljenog nroblema onilgaw

0
Semo neka osnovn2 svojstva prostora Hg.

Neka niz '&un(t)} finitninh funkcija u normi " ..“o konverglra
o
. | | o
ka funkci"li u(ﬁ), (u€H2).

lh-(t) - U (t)“ Szu (S) -ru"(s))dq

| “(s) - -r;l'(s)”ds



,.
-

e

Cdavde sledi da niz '&p;(tﬂjy konpverzire unifornno nz svakow
L

‘onadénom intervalu 1z [§,+Cﬁ).

Isto tzko 1z . £
( -— ) = (u’ (: e . 1)és
u (£) - u (%) (u/(s) - u (s))ds
Q
n2pred redenog sledl ds nlz {un(ﬁ)}’ Lonvarsirs uniformno n2 SVAKOE

onadnom intervalu iz |[C,+CC).

SEavimo
u(t) = lim un(t)
n—> o _
za t€ [0,000),
v(t) = 1im vﬁ(t).

n-> o

Tada iz teoreme o diferenciranju niza c¢lan po ¢lan dobijamo da je

v(t) = u (t).

Jalje, iz 0

sledi da niz {ﬁ;{tQ}' kouvergira u prostoru I, = L,(0,C0);d) mneko]

funkeiji v(t) €L,. Odavde, iz relacije



f(t ff’fr_: f‘:
Ut Uy
o
; uﬂ1~ﬂ rne wonvarcencije (na svekem konadaon inhtervalu) nize
{#' ) k3 v{u) 51adi
Un' t
~ | .y
b
v{t) = v(s)ds, za t€10,00).

o
Cvo pokazuje da Je v(t) (t3. 0°(%)) epsoluino neprekidna funkcilja

na svakom konadnom intervalu 1z [0,06) i da zotovo svude na [ﬁ,ﬂ&)

vazi )
v (t) = v(t).
Tonadno, iz 0
E5
2ledl da
Lo
U_n ——_} U.,
pa pocto
I';,;) .

Ny

imamo u = U.

znadi, ako je u€H, onda postojl u’(t), za svako t€[0,0C),
funkcija u’(t) je apsolutno neprekidna una svakomn konac¢nom intervalu
iz [0,00) i gotovo svuda na [0,CC) postoji u””(t). Funkcija u’ (%)
pripads I, (0, OO) Csim toga je -u(C)

Ako Jje uﬁ‘:ﬁ[2 onda je u(t)eoa ), za tGED,OO). o, nama cCe

trebati da znamo kada vazi : 'u’(t)e_@({}) i
(Cult))’ = Cu’(t).

S +im u vezi dokszademo sledecu lemu,



1 (H\j

Tema 1.1. Skup 2 svih onih u &x, %od wedin Je u’ (o) & oQL7,
0

ﬂ-l 1 » 1 -~ ¥
s pokazuje d2 je vit) = C ul(t) mnerrekidno diferencijsbilna Iunk-
. - - - W - - —'1 Iy . ' —
cija. Csim toga je olito da Je v(t) = 7 u{t 1z (C), z2 svako
t<[c,0) i da Gv(t) ima mneprskiden izvod (Cv(t)) . Tz ovog 1
satvorenosti ovneratera C sledi
. ’ Ner?
(wV(t)) = LV k'u).
Cstaje dz se dokaze da Jje skup
-~ - N o 1
v : v=00 uq, ue:
2
e O
cust u  Hy. AHO to nijs tedno, onds | uzevii u obzir dz je ., Zilber-

tov prostor sa skalarnin nroduXiom

postodi u €H, , U £ 0 takav da Je

((uoiv)) = 0,

| | -1 | o -
za sve . V E{v : v=0"u, ju€ldsf .
specijelno,

((uoivo)) = Oi

cde je vo(t) = C—luo(t). Odacde 1lako sledi uo(t)fEE 0. Fontradik-

cija sa u, # C.



Iema 1,2, iAko je u finitna funkecija ig RO onda je u’ &1,
Dokaz. Tolezell iz Jzdnakostl
s 2 A e ’ g e
w’ (%) = (u Kt)au\t)) - (u xb)iuku))a

integracijor v granicema od a3 do b dobljsmo

e
’ :}.‘ d " £y N .
ghu.(t}"“et = (u {t),u{t}y/ _ j;ku (5),u{t))at.
7 ' |

L]
qe

Zobog finltosti 0rv1 clan desne strane je nula, pa Je

4

yuu'f’t;l f(u”(t),u(t))dt.
Dalje, ¢ -

§\l )

Lo @l Par + = ( ()| Fat.
£ el s (e
a a
Ako pustimo da a—> i b—>+ O imamo
| o
f] (o)f)fat £ ((ll ”(t)I|2 + nuf““ma)dt £ +C.
© O

iako finitne funk01ge cine gust skup u H,, onda se lako dobija

| 0
da je u'€lL,, za sve u€i,.

Teorema 1.l. Heka je funkecija u 1z H,. Tada je

(i) 1im u’(t) =
t»® Q0

(ii) 1lim u(t) =
=300



Dokaz, (i) ' 'S

nJ
v ————
1l
T
N
=
oy “
ct [
-t
L
AW
o
),
<t

ool - Hlur ol

il
I f"‘\.l
b}
N
cl
L
LY
L
™
™
<tk
N
S
..i..
F e
-
b
o~
<
L~ ]
-
"
rd
<l
S
)
o
¢k

14
£ 2l ol coas

éﬂ -E]_
= ”u“(t}] Sat  + f][u'(t}ﬂgdt.

. £
KO 6y i ty, —>+ C0 dobijamo

151
@u”(t)l]edt —> 0, jer je u'’E€1I,
1

—_ A

Jakle, b ’

Znadi, postoji

1im JJu ()2,
t - +C0

Zbog - u€l,, ovaj limes mora biti nula.
Frema tome,

1im u’(t) = 0.
t =00

(ii) Analogno, kao pod (i) imamo




~

1-’" .-"'_1‘\"'.. ..__“-,
e ..
— ¢

dt |

[‘g [
(((u'{t),u{t)) + (u{t),u’{t))}dt
oy )

é; 2 (ﬂ (u"(t),u(t)}‘idt
L,

_ b
_ _[__—_ 2 g “u'(t}“ “u(t}l[ at
by

b
ya g‘“u'(t}u 24t + ([}u(t)“?‘dt .

H

}uu(tg)HQ eyl

i

‘eda t, i b, —> 0> dobijamo

1
{2 .
g“u'(t}“ “at —3 O, jer Je u &L,
ky
L "
g“l.l(t}“ gdt —> O, S8 g€ u Ebe
4
Znaci, |

“."u(t2)”2 - \]u'(tl)il.-2l —>0, kad %y, 1:2-——';;4~ @ ,

1 postoji

1im | uCe)]f® -
t-=>»

Qvaj limes mora biti nula , jer Jje uELz.

Dakle,

t-—=>00

lime je dokatana teorema.
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1.2. Apriorna procens

NoknaZemo sledeée tvrdenje:

Leme 1.3, lieka je data jednacina (1.1) sa uslovoun (L.4) olinti-

E’:l:e{_;: tipa. "2da se konstanta [N2C mofe irmabrati tako da vaki pro-

ceana 2 2

®
d“u e . 2 A
. 2 at £ dt, 2 .
(1.5) “dt‘i " u" L nLun t, za uégl
dokaz,., Heka e 5
= = Q_2.+ B du + Cu = f
- o dt2 dt
1 femilija
2
lt.u =48, ’C’B + Cu, gde jJe c & T4,
& dt
dt |
Tada je nrocena (1.5) ispunjena ze T = O
2 2
ﬁlLOungdt = g - du Ca, - du . cwlat
dt2 dtg
2. .2 2 e
£ du + “Cu“2 -(Q~E-, Cg) - {Cu, QHH{ dt.
dt2 dtg dta
All Je w
dt = G QE.’ du dt + {Cu, du , z& u(0) = ©
pa sledi, WY | , 0
2
tu,d 8 Y dae = \':::1/2 -d—u—n dt.
dt2 AR dt
I tako j"_?w (D 2 2
| 2
ﬂ\L uugdt N e ‘1” + fou]® + 2fct/e L4 ax,
© 2 at
dt
0 0

Daljé Z,n I’C’ jes

ﬂr‘zcuﬂ?dt = jﬁiL 1 +’C’"J "3 +‘C(J_; u,B a—%-) ‘t( .3__% , T, ) e
Cdakle Je
_ e Q 0,0 .@.)7 - $Fo)? - B S
v

. biramo g' < 1.




lla taj vnosin je

(i 7 S{\lr o 2 2 g2 -E e 2 2&
= f -l - (s ) e\\*i -3-:%\ B

-G Yo = ecne

Foristeéi uslov (1 4) imamo

ﬁlo ‘-‘"“‘dt? f{(l—ﬂ')l ,2 + (1- ﬁucu“ . 2(1_r)u 9_13,( ._

211 ~1/2 du\“ .
e Q i _1 \J a "j LJ
(\E ) \ cl '}'7‘ K

du
ate

2 2 o 2 .
211 ~1/2 du e~ | 1 1/2 duff e7/1 1,00
SC G SRR | VLY [ S @ A R
Ol Ll e o el
) /2 aufl? md"'-’ ° 2
D _,1 u 3t _ d"u c at,
ﬂ dtl ? { at° & }

e r o

Ako Jje 92 £ 4, onds se moZe lzabrati T < 1, tako da je
¢ _ o7i
=L =¥ - =z 0
4@" .B7 ’

a ovo dokazuje nejednakost (1.5).



0
”~
- g _ # upliie 1o - U . - - * - L.
Zo7to procena (1.5) vwvaiZi naz gusteon skupu H, za proizveliac
O Y
- - A - * - fJ__ ll —— 1, _.:- 8] ) o f_J_'.
n€i, onda postoii niz {upgu, iz H oii konvarsira ka ulf)

(konversira u normi hg). Tmamo

o

1.2 2
d u

N

dt<|
0

fa osnovu napred a?éenog leva strana ove nejednakosti tezi ka
| .2 412 -)
1L
\Q—ﬁ + “Culgfdt.
2 )
J fHaeslh

0

—2 sz uverimo da desna sbtrzng ove neliedna¥%osti kon varoirs

-
I

1
LI

iMamo

Nu, I

1

.(Lun,Lun}

"I

"LI;I'IIZ + ”Cun”2 _ aRe(u;]; Bu’) - Ege(uga,cun) N

nn

+ (Bué,Cun) + (Bug,3uy).

i,

Inajuéi u vidu napred recenog, dovoljno je posmatrati posljednji &lan

zadnje Jjednakosti,



A((_mr’l,?:u ydt = ‘({E‘aeué,u ydt
O 9 20
~ 2 Fn b
= o~ ;Gun,un}ﬂt
¥
K¢ L
= Q“‘Y#(Cu su-Jdt  + @2 (Cu_,u’)"dt
n? -
0 0
a
= (Gu_,u ")dt + (Gun,ué){ , z2 dovoljno
> “ veliko a
Q , zbog finitosti,
Fa Jje /,_ED Q0
e e 12 ’ PN n
Busllcar £ /((Cun,un Yas
3 , O/a} .
— J“Cun"” ué"“dt
v
| Q0
__,{__.-Z-')- Y(I[Cunilf" + l\u;’%igjdt.
7 | - 0
s>tavlijajuél u,~u mesto u, ~ dobijamo
QD 1
g\\B(u' - u')“zdt - .J:I ((”C(u -—u)|]2 + nu” - u”\lg)dt.
n - n n |
2
0 .. O
Cdakle sledi da BCU‘\; - u’) —>0,.
Iz 4
B(un - u) = fB(un - u’)ds
O
1 napred izredenog sledi da Bu ~> Bu.

rrema tome,
T Iunl-—bfLu;



Ovim je dokazzne neprekidnost preslikevanja
u —>3u’
» o - - r "1 r . o
sa HQHE u Ly =L§®,CC},_:,, i to preslikavanje se mozg DO
o
nenrekidnosti profiriti do neprekidnog preslikavanja sa celog hg
u L. 7zetim, otudz sledi da se 1 operator 1L moze progliritl do
. ) v
neprekidnog preslikavanjia sa celog hg- u LE' Cvako nrosireni ope-
rator ponovo &Geme oznadavati sa L. &ada iz (1.5) sledi dz ta ne-
o
jednakost vazZi zs sve u&i,.
fremz tome, konalno, Jje dokazana gledeCa teorema.
Meoremz l.2. I, Linearan operator
o
ST }ID—)LQ

je neprekiden.

1L. Ako Je

Operator

L""l

L

i da je on neprekidan (i ako

celom prostoru L,).

ispunjena nejednakost (1.5), onda postoji inverzni

0
— T

Lo =D

LR ]

ne znamo da li je on definisan na



l1.5. BLpzistencija resenja

Lema 1.3 daje mogucnost da usteanovimo egzilstenciju redenja Von-

Je. -
turnog probleoua, clje~ glatkost Jednaka redu Jednacdine, Dovistidowo

tzv. metod produZenja po parametru,koji nas dovedi do cilja.

g —— [ —— A — — L] _-— e

Frethodno formuliramo jednu opstu veoremu.

Teorgmo 1.3. Neka su E,, L, dva kompletna Banachova proszhern;

T, 1Ty linearni neprekidni operatorl koji deluju iz 1 u

0 th

pri Semu T, reslizuje homeomorfizam izmedu £E; 1 Bs. Fretposio-
vino da postoje neprekidni operatori R, 1z Ly u Esy, koji neprs
kidno (po normi operstora) zavise od teE),ll povezuju To i T

(tJ. RO — TO’ l\.

1
] = T,), i takvi da = je

(1.6) . “RtuﬂE2 },»S“u[lEl- y 28 UEE

i nezevisnim od %, §>0.
Tada i operator Tl realizuje homeomorfizam izmedu.El L Bne

Dokaz. Zahvaljujudéi uniformmo] neprekidnosti familije overafiaore

k4

Rt po t, postoji >0, takvo da jJe

"R , "Rt”“< 5 , za [t7 -‘b”l("l

DokaiZemo, sada, de ako Je Rt ‘bomeomorfizam izmedu I 1 7,

onda ¢e ‘to bitd i Ry, za 1t ~ ¢ l("l

Folazeéi od

R, = R, - (Rt = Ry)
t t, ts t
“debijamo
-1y . -1

R.,2R_ =I -R_(R. - R.).

| €, t to 17 ?_ |
Ha osnovu (1.6), norma operatoras Rgl je & %-, pa Je zbog Lopo

o
norma operatora_,,_..,ﬁgl.(ﬂt 'Rt) ‘koji deluje u prostoru I, glesi:
- 0

e -5 < il

1l . -
é; g: 3 = 1.
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- " \""'l * . ) . "-.T . -
S1ladi da, operatori ht Rt u prostoru El 1maju 1nverznn(ﬂr“fk} !
o) s R
» r*,“].-"\ _11‘ _1 - - * q . . .
i tada je (Ry"8y) "R¢” neprekidan inverzni od Ry. sozisbenciio
0 0 ’
ugl znadi da R, realizuje homeomorfigzam. i

savrsni dokaz teoreme Jje ocdevidan: izversimo dekompozici in

segmenta [C,1] tadkama:

t=0,tlg.---,t

o b = 1

N

=17
3o rastojanjem izmedu susednih tecaka manjim od-qi. Posko e, 1o

pretpostavel, Hy = To homeomorfizam, onda ¢emo korak po koraln
0
Re s Ry 9 00 0y Jobijati homeomorfizme. la kraju, dobijowmo da i
1. 2
Tl = RH homecomorfizam,

Teorema lgéL lleka je I elipticki operator drugog reda sa

uslovom (1.4)., Razmatramo konturani problem
- _Jeb Mg 5 |
Tada taj problem 1mé Et?&a‘gIatka resenj®, za svako f&€I.., %j.
O .
postoji ueH, %takvo da je

4 Lu = f.
T vise od ‘Voga, preslikavanje
| 0
u v—» Lu, gde ueH2, Tue L2
| 0
je homeomorfizem.izmedu prostora I, i celog prostora L..

'
Dokaz. Htavimo El = H2 i E2 = LZ‘ Definigemo familiju dife-

rencijalnih operatora, stavljajuli

2
Iy = - a_ . ¢ 3B a . C,
4t dat

pde je fe_E'),i] + L eliptickog tipa.
I'reslikavanje
generise neprekidni operator L , koji deluje iz E; u Iy 1 no-

prekidno, po normi, zavisi od T . Na osnovu leme 1.3 konstanta I

?



I
()Y
N

|

™

zadovoljava nejednakost (1.5,

~» mo¥e odabrati tako da operator L

S

[

ﬁfi temu se Hakav izbor moZe Llstovremeno reglizovatil za sve'téiﬁ 1],

Sotto Je
2

C
o

-

b
I
|
+.
L

PO
3.
ct
O

"D

dt dt
| 2 4

+5 73 dokaz teoreme (sz izrazou - v + 3 = + C), Je dovoljno, dz

d

se uverimo, da Je 7

1 > - =— + Clu

Q
honeomorfizan izmedu H2 1 LZ'

Ya bi smo se uverili u ovo, woristedi idsiu iz glave I u vezi sa

L

roc

enjem Jjednacine

~ostupideno na sledeli nacin.

Heka‘je 39,
hY : 1 1 I —l,f’.?. . —
(l.?) U.f‘\t) = V(t)uo -+ -é' [V(\b—a\ )C f(.;}d.:,
| O
gde Je 90
d ~1/2
v = - L V(s)C f(s)ds,
° 2
O

Tntecral na desnoj strani (1.7) postoji, jer polugrupa V(t)
(zenerirsna opératorom - Gfl) eképonencijalno opada, tj. postoji
I;>O tako da je

| frcef] £me™P®, >0,
gde. je M- neka konstanta.
Cznacimo sa ig skup svin oninh funkcijs fEELQ{[D,UD),H) Koje

Se mogu napisati u obliku '

£(t) = e”PcTig(%)
Jde je g€ L. |



|
Y
o

okazatero sledece
. \
- —_— —~ b ™ . —
1) ckup Ly 0 TUET U -‘—-’2( [C,cC),9). |
-, 1. ey - B L. - ‘].{ = "'“_f_--\,':ll'] :]ﬁl.:'r"]_r: v ‘—‘T. - -..{ C
iljbt O—_;'l TJ'._'L O b]]? O'.r?’lo, ul(ﬁ ___,:'O.J-L.h.-. ._Lt - ._,ﬁc-"—“:): .._.."D r 3
weia Je nlrormita na 3ve funkclje oblixa
-1.-1 \
£{E) = e "CTglt).
. ovo znaci da je O
5;"‘(C"lm(t o {t)dt = ¢, ze2 svake g& La.
- *-.-'0 — 2
0O
A o= g 1mamo 0
-t -1 £y A
C 0
>,
£ o%
A 1 Ly , 2
-G -/ < - -~
eV JJCT T T LB Tdt = C.

-~ 1 ".- . R - *
Cdovade sledl da Je

i zbhos nepre’ idnosti op

e

rators

3 hild 3= 1-— ] 3
) = ¢, Vontradikcija,

8
F
ct

O

(-

2) Tunkeijs  u{t) data sa (1L.7) zadovoljavs jednalinu

{1.3) T,

Q

t

1l = Y

Tunkeijm u(t) datu sag (1.7) napisalemo u obliku

1

u(t) = v(tu, + = V{t-s)C

2

0

Cnda diferenciranjem imamo

U.'(t) _ _Cl/gv(t)uo N % 11(0)0-1/2

- L v(o)c

2

u’{t)

—Cl/2V(t)uo —-%

-1/2

t

za f£L2 R
_ &
~1/2¢(s)ds + l:(Q(S-t)C_l/gf(S)dS-
2

d
t

£(t) - & fV(t—s)Cl/‘?C'l/gf(s)ds -
= 0

D

£(t) - L f‘f(s—t)cl/20_1/2f(s)ds

24
@

KV(t-s)f(s)ds - %- (V(s-t)f(s)ds.
>

g

£.



€
- ~1/2..
v’ (x) = CV(tiu_ -~ % V(C)E(L) + = _(:f{t-s}u 'e(s)is -
O D ) .
@
p 1/Z2
~ (o)) + yrms-t}c—f’"’f{;}es
2 2 3
t
£ ay
/ iy 1/
w () = CT(Hlu, + E\v(s-s)ct/ =r(s)as « —}}-Gks—ilﬂ“ Sr(s)ds - (%
2 2
0 ¢ ”
- jer Je V() = 1
3
n (5) = c‘ir(t)u.o . = v{[t-sf)i.‘:l/"-f{s}ds - £,
2

Zamenom vrednosti za ult) 1 v’ (%) u jzdnadini (1.8) :

imamo
- CY(t)u_. -~ l—Jf?{\t—s\)Cl/Zf s)ds + £(%) + CT(t ) u_ +
© 2
LJ » o~
+ X V(it-sl)ﬂlfﬁf(s)ds = £{T)
2
Tpsle skracivanga ostaje
£f{%) = £{t) , zs svako fELg.

tto znadi da je zadovoljena jednadina (1.8).
3 ’ . O
3) Funkcije wu(t) deta sa (1.7) pripeda prostoru H, , tj.

u, u”eLg( {0,00),H), za svako f€L,.
Zato, imajuéi u vidu normu prostora H2 i jednadinu (1.8) ,

dovoljno je pokazati da je p

ﬁlcumli""dt Ly .
0



t @
) f v Ce-sis 1/2"“(53” fe““ RICEREIE) EE
° £ | L w
z’_r-lfe s,~p(t s)h stl“ds s lﬁ}-se 0{s5-%) “ -1/2_,_(S>|d5
O

£ ’ﬁl | £ 4/‘.
- re TP {(—2(1Hp)sds "C-l/an {_(\p'(s)neds +
O | ih 2
pre {£ CHES a2 ( e(s)] 2 H
) 412 t 2(1+p)t 4/2
= M 1/2 t 1 -2(1-p)t . oDt —2(1+p
) e 2 lell { ( 2(1_p)> ( -

= 2&“cf?/2HUgnL2 K_e“t,



-3 -7 2 / S~ -1
C e = V(|t-z))C 2/ g\e}ms\ é_— Hye e
(;
nalje,
Py LU [ @
| oy ~3/2 2.,
C SfV(]tnul)d l/gf{“)d% 2 4t = C Jffkltnsl)C 2/ g(g)ds“ at
o p v
v D

I
=
l.....J
SN
D
|
\J
ot
ot
ct

Ke 4-1- CO"

&nakogno 53 razmatra i drugi &lan jednadine (1.7) nofinoZen

>peratoron C.
_ O .
Dakle, funkcija wu pripada prostoru H2 , za svako [ 1z

]

zustog skupa Ly .
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O
Cve bi znalilo da skup LD(Eg} (tj. rens onerators LO)

i
-

raenije dokazanom, nsprexidni to sledi da jJe

|
I-4
i
3
H
D
i
&

0 .
Lo(ﬁg) = Lg([@,ﬂi),ﬁ), pa je L homeouorfizem sa H, u L.

Time Jje Jdokazana teoreua,

u(t) = vit) =+ e'tuo , 23 uoﬁigz)(C) = H,

Cnda iz ove teoreme zakljucujemo da Cauchyev problem jednadine {1.1)

| 0
ina jedinsctveno redenije u(t) , koja prirada nrostoru i,, a data

e sa -

ult) = v{t) + e_bue&
gde Je

(O
_ - _ -1/

v(t) = V(t)vo + ;-‘fFV(lt—sl) g-1l/e f(s)ds,

| 2D
i

-t .
£(t) e ,(uo + Bu_ - Cuo)-,

O

D

v. . l-‘g'V(s) c-1/2 f(s)ds.
2 0

il
)
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s rolugrupa linearnih operator?n

-

2.1. norekbno postavijange problema s nocetnim uslovimn

__,_-_n.a,.u-—-- ol ——r———— L i

——

U krajnjem sludaju formalno, &ak i ako su dati kontimmi nsievy
\ ge problem moie pos smatrati kao Cauchyev problem., itelutim, pnri
one se javlja potes ‘kodéa u vezi tadne formulacije problema, uUn I3
~heszll tu pote ;kocu mi &emo koristiti metod polugrupe, koji prijnds
stoj sferi pojmova, kao $to je i Laplaceovs transfomacija.

Dcflnlc;ﬂa 2ele Froblem 8 poCetninm uslovims (1.3) J Korelchno

ey i) -

>ostavljen, ako ima sledeée osobine:

1) refienja su jednoznaino odredena podetnim elementima;

2) skup gz)svlh podetnih elemenata resenga je gust u Pano-
chovom prostoru Ej

%) za sveki konadni segmenat 10,T] postoji takva konstaut:
i = M(T), da svako reienje zadovoljava nejednakost
(= JuCt)] <mflu(ol, z8 0L t& T,

Ima”smisla da se uopstena redenja korektno postavljeunog problen
definisu na gsledéi rzdin, Redenje u(t) se moZe posmatrati kan e
cija od %t 1 od;poéetnog elementa u(0Q). Za fiksirano u(l) i ;ro-
menljivo t funkcija uw(t) je partikularno reéenjé. Za fiksirann b
i prowenljivo u(0) preslikavanje |

u(0) p—>ul(t)
nredstavljs linearno preslikavenje prostora E, koje nznadcavamo avolco
U = Ug(t)s

53 domenom @(UO), jednakim skupu ﬁ svih podéetnih elemenatn »o’n

‘njs.
Ako se sads i, t posmatra kso promenljive, onde U (%) obrour

je jednoparametarsku familiju operators, koja je s obzirom vn (2.1)
opranidena, pri demu je u stvernosti uniformno ogranidena u ndnosn



|
@)
O
|

To3to je L\ zust u E} vO Uoit), Nna osnovu teoraeme 0O Pﬁﬂéif?ﬂju,

ima jedinstveno linearno ogranideno prosirenie za svako t, definisana

na celom prostoru E; koje ¢emo cznalavati sa U(t). "a taj nadin
Goovijamo
(2.2) D)) = =,
(2.3) fuce)]| - “uoctjﬂg;;z  za CLt Lo,

Definicijs 2.2. Zz svako uOéE.E (¢ak i 2%o je Qg % ) funkeijia
(2.4) u(t) = U t)uo

~oc¢stnim elementom u_.

O

Cperstor U(t) zove se <razreSavezjuléi (ucpiteni) onerstor

hroblema s nofetnis uslovime,

2.2. Zolugrupa lineernih overatora

efinicija 2.3, Familija-{U(t) : Of}t‘icg}ﬂ line2rninh ogrenidenin

ko

™

Operatora u Banacnovom prostoru I 20ve se Jszko neprekidna polusrupa

ako je :

| ) UCt+s) = U(E)U(s) , 28 ©,5 > O;

(i) U(e) = T ;
)

funkcija U(t)x Jje neprekidna po t ﬁa [0,00) , za xXE€E,

Ako je ult) makoje redenje jednaéiné (1.1), onda je funkecija

UCt) = ultes)y



-de je s ncneZzativma kon stenbta, reienj2 s coletnim uslovom u(s)
ot
i zLoZs toza ge

£) = U(t)uls).

uls) = U(s)u(o) i ult+s) = U(t+s)ulC),
?a imamo

U(t+s)u(C) = U(£)U(s)ull), za svako u(O)éidéXC)-

4

To8to Je 125(0) cust u prostoru I, 2 operatori U(%t) ogranideni, to ]

(2.5) U(t+s) = U(L)U(s), =za svako t,s 2 O.
Znaci, familijs ogeratora‘{ﬁ(t) : t;;C}' je mnolucrunz,

Tema 2.1. le3enje problema (1.1) s uslovima (1.3) i (1.4)

je ogranideno :
(2.6) _ “u(t)“ = "U(t)u '""4' ”

Dokaz. meka

ol
u-ﬂ

- I7 N VaNe v 1 @
u(t) = L(t;uo , u, # 0 1 uoe (C)
bilo koje refenje nroblema (1.1) s uslovom {(1.3). Ztaviwo
i 2
7(t) = |jule)]

foda gotove svuda na [C,OO) vazi

77 ICE) = (ut(),u(e)) + (ult),u” (8)) + 2 o (o))
(Bu’(t),u(t)) + (u(t),3u’(t)) + 2 ”u'(t)"2'+ 2(Cu(t),ult))

(w’ (%) ,Bult)) + (But),u’(t)) + 2 u (oHI® + 2(cu(t),ul+))

U

Z2lu’ (tON° + 2(Cu(t),ult)) - 2Bl ffu’ ¢
7,2“11'(17)“2 + 2(.Cu(t) u(t)) —-X-“Bu(t)“2 -~ l \u'(t)ug

20t 2 + 2(cu(t),ult)) - --Ilu ()} 2 x‘QE(Cu(t) u(t))
- A - g e 0o

-



ARC 87 C odoberemnn tako da bude }-4‘;}“4——2—— (Sto je mocuée

2 o2
e loley 92414) dobiiamo da zotovo svuda vaii
(2.,7) 7)) 2 (R - ¥ eS)(Culs),ult))
7—Fr X 2
78 (2 ~ Y e |Juls)] 0.
I.lzko je u tacki t, maksimum, to je
vy {t ) = 0.

Csim toga, mozemo naci ilil ﬁ>'O tako da Je
y'{to-l-h) L C

111 nhd QO da je
y'(tOJ.-h) > 0.

Recimo da je h >0 i v’ to+h) L O, zada imsmo
12

Cdevde i iz (2,7) dobijsmo C > O, 3to je kontradikcija,

Zakle, strogog meksimuma nema. Cdavde sledi da je y(t) 11i
rascuéa 111 opadajuéa ili ima jedsn minimum u nekoj tacki t, 1 da
dalje raste,

DokazZemo da prvi i treéi slidaJ otpadaju. iko bi y(t) bilz

rastuéa (t3. neonadaauca) onda bi imali

C

‘(y(t)dt = + 0 ,
to jest

:{“u(t)“edt = + 00,

iTo,
-t

u(t) = v(t) + e U,

. u
Zde je vEH, . Cdavde sledi da je ||v”@) Z +C 1 posto je
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\W“? 7/ 11V|\L2

a2
i pamno 00
P r )

ﬁlv(t)“gdt L+ @,
; L‘I |
:I‘:flko je | {_u .

’ﬁie_tuoljadt £+ CC

0
jmali bi

"
ﬂ\u(t)“zdt_ £+ .
v |

Zontradikcijs sa |

s
ﬁ};({:)” 2dt = + CO.
- |

Frvi sluéaj nemogul,

k=

sto 1 treéi slucaj.

J

Crema tome, funitclia

4

4

Je nerastula funkcija. |
.Haravno, poito je éZ)(C) =H i \lU(t)uJ&aé;“uo“ sladi da
se polugrupa U(t) moZe proSiriti na celi prostor H i da ostaje
| \lU(t)\\ £ 1.
Dakle, U(t) Jje polugrupa kontrakecije (taéﬁije nerastezuéa
20lugrupa).
Frema vome, sada na osndvu definicije 2.1, mozemo zakljuditi

Ia je problem (1.1) sa podetnin uslovom'korektno postavljen.



n = > I i - 1 -t 3
oluzrura {”(t) : tE}G% razredzvajudinh onevatora korzskino »o

L,ylicnos oronlema s podetnim uslovom pos2iuge sledecCe -osohine:
- Ll —— — e
- B - s :\ _{_.
1% Cne je komutativna, a to sledl 232 (2.2/, bl

)
3
()

2° ine jedinicéni elemcnat t{C) = I, zbog To
Uu(Glu = u, za2 svako u.

° Cva nolusrupa je Jjako neprskidne,

5

ey ke

Crome tome, na osunovu teoreme Hille - Yosida - hillipsa s5ledil
ja se jednadina (1.1) moZe napisati u obliiwu

du
dt

= Au,

1.17)

-de je A renerstor nolugrupe U(t), za t2C, razreliavajuclh
(1.1).
oneratorz korektno postavlijenog ?fOleﬁEVﬁA}OCEtnlm unslovon.

H
NN
-3
o
}-..l
(D
O
|...h
C_t
]
P
i._l
»
|.....-I
L
o

diferenciranjen imamo

S druge strane iz jednadine (1.1) dobijemo

L
pars

|

Bu’ + Cu = BAu + Cu,

(&R
ct
N

Agu = BAu + Cu

I
O

(A°- BA - C)u
(2.8) A2 ~BA - C = O.

3
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-
L.

(D

Tako se dobiis clalscs orona.

Y zzdovolia-

1

Teorenz 2.1, 1¥O oneratori 3 1 G jednacine (1.1

saju uslov (1.2 2) odnosno (1l.4), onda je reliva i oncratorska jed-

qzdina (2.8)

Jednacins
, 3 v
J) e ¥ a3==4+Cv=1I |, zZa f€L2
2 at
at

se MOZE nanisati u oblitu

2 |
*-—-—E-i-Csz—Bg-i{
dt2 | at
3. u obliku
Lyv =1 - 5Dv,

~de je D operator difarenciranjs : Dv = v’, ako je I  homecmor-
fizam sa H, na Lo, to imano

, -1 -1
(2,10) v .= Ijf - LRIV,

nded je dokazano (t.l.2 ove glave) da je

Iz qu V/4 ];v”2 + 2 ‘(“01/21:'\ , za svako VE?I?_
b2 CHy
odakle sledi da je
-1
=3 &
> druge strane , takode je dokazano da‘vaii

“B"'“LE éé_ N, -



o
Iz ovin ¢injionica szleqdi da je I, oD ~rahicen opcorsior sa H, ne
0 Q
. 1 d2 mu norma nije veca od —=— . A0 e @‘L_QQ, onda je
< X2
_l -y
\IL an |l £,
»5 iz (2.1C) sledd
Loyl ~-1
(2.11) v = (I + L "R32) "L °f
0 o'
CO
- -1z o) oot
n=0
Iz svega ovoza sledil
o
~ - - bl - ™
Toorema 2.2. I. Ako e €4.\N2, onda so refenje (u H,) Jedno-
Zine (2.9) moZe z3 svako f££L2 dovivl netodon suwcesivnilb I oX-
simeci/z (-oolozedl ol wv2venia odnadine Tov o= I,
7T, “2Zenje Jo dato sa (2.11).

Bl = 3 + D2
C, = C + C

1

3

zde B 1 C imaju ranije oplsane osobine, a 32 i 62 ograniceni
operatori (koji ne moraju hiti hermitski) u H sa dovoljno malim

norriama,



Cognotreimo jeoinadinu
™ Qo
zde Je
2
L = - SIS + By — + qlU.
o lgy 1
dt

“ozto su preslikavanje

(2.12)
u r——ﬂ%‘ﬂzu
C v
ogranidena preulitevenja s H, u I, , ondz operator I se moie
napisati u obliku
U 4
e o
L=1L + L ,

o
e
T

zde Jje I ocrsnilen operactor sa2

1311 O

2) u Lg. Pri tome, onerator

y
“Nr
L ima po volji malu normu, sko su norme preslikavanja (2.12)

-y

dovoljne male, tvj. ako su norme preslikavanja 3, 1 C, dovoljne

male, ro3to je, prema dokazanom ranije, L nomeomorfizam izmedu

0 ; Y _
H i Ly, %o je i L homeomoriizam jzmedu tih prostora, ako su

2

norme B, 3 C, dovoljno male.

Tako se dobija sledeéa teorema.



_'7’7....

Tgorema 2.7. '2ka ¢ operatori 3y 1 Gy mogu napise

f‘-‘l — | 9
zds su BE 1 Cg ozranideni, koji ns wmerajiu biti hermibski

orerstori u -‘H, Ako su njihove norme dovoljno wale, onda Couchyev

2
= 5, du Cqu

|
O

E_J
g
§4)
it
D
£
|...I
3
L}
<t
<
D
-
o
H
(D
LJ:{
Y
b
cC.
o
N
.
r_.
M
I
£
(o
Ol
ozt
{
h—-l
O
o
M
PN
-
L
L



Glave ITT 1 HACHBH-LINDETOFOVA TECRENA U HARMONISHQJ AMATIVT

NJBUA FRIMENA U TEORIFI BELIFPLICKIH JEDHACTHA

£

§l. ipstraktna Fhragmen-~-Lindeld T ov

t e 0or em =

l.1l. Uvod

Kissitni Thropmen - Lindeldfov princip, se moze formalic i

na gledodi nacin.

Hakn de ula,t) harmoniska funkecijas u polapojasu Cg£wg£1

it

L
-

t> 0 jednoke nuli na polupravawa,koje obrazuju Zranl.cu, Uj.
w(0,t) = u(l,t) = 0, za t32 O.

Alzn jo tnlva funkeija ogranidena u polapojasu, ovla ocun 2is-

ponencijalnag opada,
Ew? il jje da ispitamo da 1i se meZe ovald rezulbabt protirifd
ne agvateolbtnu funkeiju za  t20,koje zadovoljava jednaliinn
Iu = O
cde js 1. sliptidki operator drugog rede (woze biti i pveinyelijm.

i ¢iii kooficijenti ne zavise od ¢, a funkeija u  wadownld fara e
1Lhe torntmnae Dirichlebove uslove

u(0) = 0, za  t > 0,
Dadamo umittraiindu karakteristiliu funkcionalnih prortor: )

-

!' 1 :i :

doruitoin analogon Phragmen~Yindelifovog principa. Ova fnoiieric b
ka je dobijens iz konkretnog sluéaja nul-prostors alipliclih oo
4 3 e =3 0 n . : o o

~rnladd Aozvoljavaju izvodenje zakouna eksponeuncijoluc: o - iond
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Unesto da vwodimo 52 skelarnim funkeijoma, mi Gemo rodunabi wiel.
noglhi tokvih funizelja na svalkom preseku eclemenata linesrhom pocoboen
i rezaatradomno voeltbor-funkeije u(t) definisane ns poluosi t=C, &
jo vrednesti lexe u nekom Banachovom prostoru.

skup refiondae eliptickin jednadina gore razmatranih Gipa ohpomage
linearni, proskor vekbtor-funkcija. Cvaj linearan ProusbuL
nhan w odncosw no trans 1°“lgu po t, jer koeficijenti razmai TELO, e
Terencijolnog opernkbora, kao i konturni uslovi, nezavise od +, itli-
ptidnest operabora obezbeduje gletkost rel senje unutar obloshi Aefi-
nicije. Cve oscbina je ustvari princip unutresidnje kompakinosthi,

U ovom paragrafu dokazademo (teorema 1.1) da za invarijontnn
u ednosu ne treznslaciju unutradnjo kombvakinog podprostor vazi
-hregwen-Tindelidfov princip, tj. oko je za elementa w1z takvaers

rrostora integral

“u(t)ﬂe‘idt
konvergira, onda konverpira i integral
(el eBCas,

~de je /% Lonstanta, veéa od o y koja zavisi odd , 31y ne ms-i-
od funkeije u.

Ova teorems jﬁ vaZna zbog toza Sto ona ponasangje funkeijs un hos-
Tonadnosti stavlja u zavisnost od njenih osobina u konadnoj ohlasthi,
- lhrmgmenafdndelﬁfove teoreme slede ovi rezultati:

- asimntotsko rezlaganje svakog elements u Fourierov rad po
cksponentine

~ pripadnost prostoru;

~ Jednoznac¢nost produZenja,

Cvi resultati su GKV1velentn1 dlskrefnostl spektra Opnrwfowﬁ
EENATTES slecije.



le2, Urutroinjo kompakbunost prostora i formulaoci o

Thrarmen-I-indelofove teoreme

fiaka je o linesren prostor funkeija wu(t) datih za © > O,
Side Omkeionalne vrednestl pripadaju nekom Banachovom prosteru o,
Neka je & invawijantan u odnosu na translasciju,tj.da nlta G nid)

1 e OV

Ny

e i u(t+y), za y>0 takode iz 5 i neka clun.
o pripedaju prostoru L2 na svakon Konacdnom intervalu pozibivng nolne: o

Tvedeno oznaku 1/2

b .
dt

~de je Ju€til norma funkeije u(t) u HilbertovOll prostoru H,,.

Definicija 1l.1l. Prostor 5 se zove unutrasnje kompalton, a0

je dedinidun2 sfera po norinl "uua prekompakitna u odnosu na vorind
1 . - - , [
"!_1”;.- , za gsvako a’,b; koje zadovoljavaju uslov ala@ < h'Ch,

Tod prekcmpaktnoiféu podrazumevamo, da svaki ograniceni niz po
,

. v s . . b
“vug normi. sadrzi Cauchyev niz po normi “uuag.
fdhcrencija unutrasnje kompsaktnog prostora 3 po konvewiaacd T

uw L, no svokom konadnom intervalu poluose je takode unubtirsiinjic -

palttna, Zbop torma éemo u daljem radu pretpostaviti da je .o anbv oo

n tej topologidn.

1.

'okﬂﬁnCﬁmm opstralkktnn Phragmen~Iiindeldfovu teoremu, tie analornmn
beoremu noj2 vaii za avakli elemeunt unutrednje kompasktneg proaiar-,
Cpiita Fhragmen-Tindeldfova teorema za eliptidke jednaéina sledi i g

Tooremn 1.l.(Apstraktni Phrogmen-Lindeldfov prjnclp),;wk D

e e W g e e - el — S - . ..—.—----—.--.A

1nvr'*r*1_3nn|:an u odnosu na translaciju woutrasnje kKompakban proshorn.

I

“nde  ros boji Lahnv pﬁé}:ilvmn broJ ad ,da. je za sve eglemaonte n(L)E& .,

%0 koje inteprall “u(t)uzdt konvergira,konvergira i integenl

o
fuu(t)ll 2 o%fat,

?



Cvimodhe Lele Dhwarmen-Lind=2lofov princip vazi i u siadojn noolo

— apt g v W - ol e Ry s L |
it W

gn proitor want rajgaic Kempaktnostl odnosi na jedan par intervaln,

“noramna oveorl samo o onim elementims iz 5 kodd su drntocvoliilng

A oceled polnosi, Tato teke mnosenje svakor slementa, invarijantnoc

L

n oeddnosu na branslaciju kompaktnog prostora, sa filisiranin olbsroncn-

LA
L) l!

fom e ~ouerite drugi unutrasnje kompaktni pio

L) -

Aanic voii i 5o one elemente iz 8, koji ne rastu brie od echsronaroi:

n hostonacinnabi.
ez ove hoowsme Je dosta sloZen. Ml éemo povezati upubroliin

Fompolitnost ga spekbralnim osobinama operatora translecije - ovo 2
bitd ocnova Jdolkaza teoreme l.l. Teorema 1.2 Jje posledica teoreine 1.1

i usohostovlic elvivalentnost izmedu unutrasnje kompaktnog prostoern i

nrotpime neprekidnog operstora trenslacije u tom prostoru.

1l.2. 3pektrelns analizas operatora translacije

e e e

Cznadimo sa 3 podprostor od H,koji se sastoji iz takvih foun'-.

cija u,za kojih Je integral
2

2wl wanz
==+ fowl “bat
dte

[¥] FEELY I | - el ] -. 2 - - . ” .
konadan, Velidinu top integrala oznadimo je sa Jull © i kovistidenoe iz
.

a0 normu u prostorn Q. 82 ovom normem prostor Q postaje Dunnainy

rrostor. Froma ranije redenog, mezemo smetrati da je prostor ) wmob-

VOO .
Cenndima s W(y), z8 y> O, polugrupu operatera translacije

M(ylult) = u(t+y).
Cperabor  M(y) o ogronicen ma , 1 njegova norma ne prelasi oo,
3ada se rhvacmen-Jdndeldfova teorema moze formulisati u Leemivie:
operatora T(y) u sledecdem obliku.
| s a - t .
Tz konverpeuncije integpgrals % uu(t)“2 dt , sledi dn

e [lu(e)}® at .

ostaje orrunicden, za svako u 12V Q,
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U forminime ovcratora  W(y) ovo znadi da jJe

)l & tie™

3

o gvalu kongtantu W1 u 1z Q. 1z principa uniformue opvroniccrnamt!

viviiwo da Je norma operatora W(y) ogranidena velidinom e R

=

ol Jo v Sednak celom broju n. Koristedi oscbine polusrune,

&

T¢{n) = T™(1)
dobhijomo

¥e(n)il= “’l‘n(l)“ < fe ™0,

Ao se i7 obe strane uzme n-ti koren i pusti da n—e (0 dohija e

nejednakont 1/
U CLTED NP
n

Imajuéi u vidu poznatu Gelfandovu teoremu, velicina koja stoji na

1nvoj strani. je spektralni radijus operatora T(Ll).

I'rema tome, 8ko vezZl FPhragmen-Lindeldfov princip, onda jo 10
ktrolni radijus operatora 7T(y) manji od jedinice, za -y 5 0, Obr-
nuto, ako je spektwalni radijus operatora T(y) manji od Jjedinica,
anda vasi Fhragmen-Iindelofov princip.

Dolkkaz Fhragmen-Lindelofovog principes zasniva se ns ovoj ohvi -
leveiji. Dokamademo, da se spektar operstora T(y) sastoji iz Jin-
kretnog slupa tadaka, koje leze unutar Jjedinidéne kruznice i da irni:jn
ne vife od jedne graniéne tadke -~ nula. Ovo nas navodi na powi~wo do

je 1(y) potpuno neprekidan operator.

Zoicta, vazi tvrdenje:

A gt it Wt

Teorgma 1.2, Neka je Q 1linesran prostor vektorsizin funkzeijn
u{t), invarijantan u odnosu na translaciju, integrabilnih no pozili-

vhoj poluosi. PefiniSemo normu funkcije u u prostoru 19 ss
2 .2
g d
< u
B C R u——

S|
dt
Tada je operator translacije T(y), ¥y >0, potpuno neprekidan

ako i ssmo gko Jje @ unutrasnje kompaktan prostor.

+ “Ou“_2 at.
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Mi éemo izvesti teoremu l.2 iz teoreme l.1l.

Najpre, dokszimo da ako Jje prostor Q unutrasnje kompaktan,
onda je operator T(y) potpuno neprekidan. -
Potrebna nam Jje sledela lema,

Tema 1l.l. lekae je @ unutrasnje kompaktan prostor, a {u} skup

L o TR Gl

svih elemenatna iz Q,koji,zadovbljavaju uslove:
a) skup {u} Je ogranilen,tj.Jul&l, za sve u iz toga prostora;
b) elemcunti iz {u} su uniforﬁne mali u beskonacénosti,tj.za
svzkog S ¢ postoji takve N, da je
Jull = ﬁu(t)uQ it L E
v gve u iz toga prostora, ° |
mada operator T(y) preslikava tskav skup u kompaktan.

Dokaz, HHorumo da dokaZemo da svaki an {F'k iz nageg skura no-

drzi podniz,koji konvergira po normi'Hu“N .

Ila osnovu definicije unutrasnje kompaktnosti i pretpostavei o

unifomnoj ourenidenosti, moXe se lzabratl podniz,koji konveri-ir:
T
po normi uuu; . . _

Ako 1T pusbtimo da tesi beskonacnosti po diskrebtnowm nizu i s
bvarimo dijﬂgonalni proces, zbog toga Sto Jje funkeija u wuniformne
mals forkviji=a v bhezkonadnosti dobijamo,ltonvergentan niz.

Ranije smo izveli iz Phragmen-Lindeldfovog principa, da [["(; )|

g
)"
¥

teZi k nuli, keda y-—=»0C. Ovo znadi, da su elementi jedinidne =l2uo

kD

bnd forimnme w211 u beskonadnosti. a2 osnovu leme 1. 1 yoperator M(y) sz

. n

toda preslikava jedinidnu sferu u kompaktan skup prostore 7, Ej.
operator M(y) = potpuno neprekidan.,
Da b1 pokanali ohrnuto . iy I da potpuna neprekidnost oncrabero

-

() #znoéid unnira Snju kompaktnost prostora Q, potrebna nam je slalc’:



~ 84 -

re1"1? -l-l_r-in ;“.\*?0 je Ot'e'li'ﬂt()f IL’!(;Y) po'hpl_'[ﬂo ﬂﬁprek‘irl;“i(}’ e .‘_':*‘T““-"_'D

W= B Ayl e YR

rozilkivno y,onda je uT(y)u manje od jedinice, na svako y >

rolan. Lrotnostavimo suprotno, da je JU(yll = 1, =8 veie >0,

Ml ot R g el Pota
1-
n

Gve wnaai Ao rosteji niz funkeija w, jedinidéne norme tokav 4

"Tty)%dlﬂ—lefoﬁto je overator T(y) potpuno neprekidon, noonis ol

u, Konvergira pa intervalu (¥, ). No, | D
intemrol od “un(t)ﬂ_po intervalu (0,y) tes. Edepodniz Lenveri o
po svim intervalima elementu uj iz.Q, koji je jednalk nuli nuo inkeor-
valu (C,y)e Hoka%emo,sada, da takav elemenalt ne postoji. U tom ciljn
razmotrino rodprostor QF° prdStéra Q,koji se sastoji dz onih  Tonie-
cija u(jt.)éfg,lcoje se anulirsju u intervalu_,(O,g-). |

Tyrdimo da je  Q° konadnodimenzionalan, Zaista, po uslovu cpo-
rator T(y/2) jedinicénu sferu prostora Q preslikava u konpakten
skup. Tada ce tim pfe preslikavati u komﬁaktan skup jedinidnu sfern

0% o, na Q° operator T(y/2) je izometridan, pan Jo Jo-

- . * '

da Jje

podprostors

diniéna sfevra u podprostoru Q° kompaktna. Iz ovoga, sledi
Fonadnodim2zionalon. Oznadimo sa n njegovu dimenziju.
Jada, razmobtrimo n+l razliéitih ralnih brojeva dj, 1=l yeea,u

lcoji. se nalaze izmedu O j y/2 numerissnih u rastuéem poreblu, 1

n+l  funkeiju  wy = uo(t+di). Pofto se u, enulirs n» (0,7),onda

anuliraju na (O,y—di) i pripadaju QI Podto je dimenzija '

5e ll:«L

jolna linearna veza izmedu funkeijs u; :

=1
0. =Z: A.Us o
Kk o1 1L

n, wmora postojiti netrivi

Svaka funkeiljse kojabfiguride u desnoj strani anulira se na intervals

i

(O‘y'dk l). 1e:dd da ce, takode i s 411, ovo zanaci da se u, P
S . . .

lira na ihtervaiév(05y+dk-dk“1). Ponavljéjuéi ovaj postupak dobijn:

da se u, onulira na celom D skonednom intervalu,
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Oznadimo normu operastora ™(y) sa d. Ha osnovu leme 1,2, d
je manje od jedinice. P%nje
g = fhuCedat = pul - dral 2 (1-a)Jufie
Cvo polazuje, da veliéiga u g predstavlja normu,koja Jje ekvivalen-
tna prvobitnoj. ilako je operator T(x) po pretpostavai potpuno ne-
prekidsn,to se jedinicna sfers po normi “pﬂg QU

svako pozitivno x,preslikava se u kompaktan skup u smislu prvobitne

norme.Unutrainja kompaktnost prostora sledi iz te &injenice,

l.4. Dokaz ?hragmen-Lindelﬁfovog'grincipa
‘U prethodnoj tadki 1.3 pokazali smo da je Phrasgmen-Lindeldfo
princip ekvivelentan sledeéem tvrdenju: |

Spektar operatora T(y) npa unutraSnje kompaktnom prostoru ‘¢ jo

i) isto tadkasti spekbar;
1i) 1e%i uvnutra jedinidne kruznice;

iii) da nema viSe od Jedne granicne tadke - nula.
Jrimetimo, da kad bismo zneli da Jje operator T(y) »polpuno na-
prol;idan, onda bi n#g osnovu Rieszove teoreme sledile osobine i) i

¢

113 ). Pofte ne moZemo prosiriti egzistenciju Rieszove teoreme mo2 nag
slnésd, u kojem su pretpostavke slabije, dacemo novi dokaz siesnove
Leoreme,kojeg éemo s¢ pridriavati u celom dokazu, da naé.ogeratﬁr
tromslacije T(y) ima osobine i), ii) i iii).

ovi Jdelkpn zasniva se na sledecod lemi,

Temi 1.5, Heka je F proizvoljno ograniceno preslikavanjs .ona-

chover prostora u sebe 1 neka je)l_ograniéna tacka njegovog spelih-o,
'anda je.ﬂ_ pribliZna sopstvena vrednost tj. postoji tokav nin
(
“lemanata us jedinic¢ne mnorme da

“(Fﬁ&iI)ui“ ——e O,
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el - =il &

Dolzarm,., Po pretvosthavel /\_a je granicna tadka niza {/\.;g renolvaer-
tnogr skupa, liormna rezolvente u svalko] tacki nije manja, od recirr>y
cne velidine rastojenjs do proizvoljne tacke spekira, tj.

T EIue PUPV) Wi g

pa postoie takvi eclementi v, da je

i
Ivsl€ 2V AaA) pui) = B iy - .
{n{k i je tredeni nim. Zoaistae, |
u(F—A.aI)ui“ é“vi+(f]_¢.-ﬂb)uoll < 5&;)—,&.\-—5—_0.

U daljem ¢emo koristiti dobro poznate rezultate,koji so odne-a

na invarijantni podprostor N preslikavanja F na Banschov proshor ‘.

_;pma*;.ﬂj U rezolventnom skupu preslikavanja F na  sadrii

se presek,rezolventnog skupa I na N,sa rezolventtnim skupom I' nao 07,

L)

ﬁ

Lema l.e5e Ako Jje N Lonacnodimenzionalan,onda rezolwentni zimp

™ na 0O/H sadrzi rezolventni skup F na Q.

Ny

lelka [e,sada, F pobtpuno neprekidan. Dokazalemo Rieszovu teor:-
mu, tj.da ¥ ima osobine 1) i ii),

Meka je Ay rrauilna talke spektra, A  # O. Naosnovu leme 1.5 A, i
pribliina sopstvena vrednost. Posgto je T potpuno neprelkidon pe iioji
bakav podniz  us, da  Fuy kOﬁvergira.Poéto (FHAOI)ui — O 1 Ag ¥,

-,

0o {uik takode Lkonvergira nekom elementu Uy ITorma elemento LS,

je jednala jediniei, i (P- I)u0 = 0,0vo pokazuje da sve rranidne

in

Lacke spektra presliitavenja ¥ pripedaju tackastom spelihru.

Dalje, dokazemo da je svaka granicna tedke A,# O spelktre nron-
lilkavanje T izolovana, Odavde pomoéu prostih teofijsko—skupmvnih
rosudivoanjs zakludujemo,da su sve tadke spelitra granidéne tadle i Aa
sve one pripadaju-tadkastom spektru. Iz osobina potpune nevrelridnosts
operatora gsledi da je : N nula prosbtor za (F—A;I)k konadnedivonsio~

nalan i za neko Kk imamo N, = HPtl' Obrazujmo sede faktor prosbor
W Niee T ostnije mobpune neprekidan i nad ovim prostorom.



— 'If -y
'“vwkhﬂjih'larmzlﬂﬁi u spelktru preslikavanda @ nod 0

o } "

_ oo to nije Gako,ona bi, na osnova leme 1.5, A Vit

Hl . '-:J Fr
PR DU Eh

o

1 ' Do : ; =z | i b T ) e : ! R TREEE
ceanidnn bodim spekhro i, Y%8ko smo malopre pokazall,priyodola LocitC-

I
EC Y

ctem spoichru. AL sopstveni elementi preslikevanja T onad U

e v _w!:_
g peje w2 i clemenaba prostora i), ne leize u Hk, kojl sz presiini -

vaju u L pomodu F-AT, 3 tskvi elementi o

- A
-

LR polzle A lesi u rezolventnon skupu preslikavanja I nod
_.J":",—",l:, a0 1 VAR A_ s dovoljino blizu lo *

o druge strans, spekier ¥ nad ¥ se potpuno sactoji o L

K
e )La. Hplkle,na osnovu leme 1.4, sve tafikel y dovolino blisie Ao .

+

3 Isunsetkom same :Lu , pripadaju rezolventnom skupu preslihkavenio J
el f:E |

-

Cvo dokazuje da su sve graniéne:taéke 1zoloving.

n3

sada, dokazujemo teoremu l.l. Norma operatora T(y) n

»

relnzi jedinicu. Dakle, spektar T(y) je sme3ten unuter i no jedi-

nidned krugnici.

el
Lol |

[la% dolaz teoreme l.1 zasniva se na sledece tri osobing spoli-
e onerators tronslacije na unutrenje kompakitnom prostori.
Tvrdenje I.svaka granic¢na tacka spektra gmegtonn v onr

Jadinidne kruinice i razlidits od nule,pripada talkastom spelkivu.

Tvnriken je II.Oveka praniéna tecka spekbra smejbens onnior
jodipitne krunice 1 razlidéita od nule je 1izolovana,

Tvridten je III. sve tadke jedinidne kruZnice ne rrinndoiu
ok Eru.

Tri dokazn fvrienja I,1I, III mi &emo, po moputnosti 4a re poi-

Irinvamo sludinja potpuno neprekidnog presliksvanja ¥, koje jo @ own

(1 ‘-;‘1 LTI,

~ Teorema L4, (Princip dizbowa), leka je Ay kompleksan brei, Ay, O

A -t i, =

‘5-'111,l<1. lleka je {UTJS uniformno ograniden niz elemenata vnmirainis

g . K
Eonmaktnopg prostora, @ k taksv cell broj,ds (T-AqeI) w, = v, kenvor-
rira nekom limesu v, Tada podniz iz {Pék konvergira prema relanin U
Trdnading ¥

NS

{_-fl \ A A 3"1
.\ £ n 7



Johnsz, Devolino je deokazati ove tvrdenje za & = 1.Conadiio ~n
v, = v + e, tada Je “ ‘.AvCI K.risteéi Jednako¢t
‘ T
rp{"? il E —I‘ I ""l
=1,
Trinamoe
il
’ INES
L'=1 -
|8 il
= Ay (t) + 2: it v{t+(r-1)y)+ E e ha e
A’Gn - X'O J = -}\"a T
\ -
Ldavde je, josno da Je n uniformno mala u beskonadnosti. i oo

Tome

iTonve

n

1.1, podunuiz iz {'”(y)un‘k kouvergira na (,0), pa niz tf"{;:mn}

reira na ®~-y,0), Ali, po pretpostavei, {FT(y)—A.I)u } 502

Ceuchyev niz na (0,00), pa kako je tadka Ag # 0, niz \F 8 bol-ede

Ironye

Lincujemo da

Je in

reire ne (o(,-J 0 ). Ponavljajuéi ovaj postupak [9-"-] putn, o0l

{ \ convergirs na (0,00).

Tvrdenje I, sada, nesummjivo sledi iz teoreme 1.4 i Jome 1.7

el

Doknz tvrdenje IT je mnogo tefi. Teilkoda Je u dokazivanin =

dels opasratoras  (y) nnﬂakonacan. 1’01 rebna nam je slndadn

na]n0¢t1 Ul i, 3k+] ; 311 'ﬁ/ﬂ i H/Ik 1 Lako imamo slededén Jorn-

1Y, Mo

-

[ S

Toino

Icma 1. 7 Cp nrahor .-AWI preslikava EVNk+1 bijekbtivno no

Foju dajemo bez dokaza.

ITema 1.5, Heka je T ogranideno preslikavanje,ﬂw,ﬁreniﬁnﬂ Tl
T2 njecovos; spektra, Tads slikes prostora pri preslikavanju HnﬁﬁT
ne mo%e biti celi prostor, |

Cgranldenost inverznog preslikavanje omogudsva da praiciao
ireslikevangje, inverzno (T-ASL), &dherencijom. Ognadiuwio sz 1, ~lhe-
'renciju'od Ile Adherencije H/N i H/H y 2bog konzdinedimennic-

¥
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sado, Geowo, bez Jdowazna, dati slededéu lemu.

———

Jema 1.7 Tﬁﬁkazbne pripada spektru operatora T na 0.
Combinocijom Jema 1.7 1 1.3, imamo da (T=AST) preskitavn
,f”h+1 hidcltivino na *Q/Nk , daklem nesumnjivo Q/Hk na Seho. Fo
lomi Leh A, Do mo:e biti gronicéna tacka spektra T no Q/Ek. 5 -

(e ﬂtfﬁﬂ@d{aje no protpostavel bila limes niza.li i
slape ongratora T na o la osnovu leme 1.5, tadke Ay prinndoin vo-
colventnom slapun U na Q/l*!k. rakle, '\'o mora pripadsti rerolveniinoa
supw operatora T na o /il,_. Ovo pokazuje,da je k indeks od ;LO .
.ve tadke A, dovoljne bliske A, , pripadaju rezolvantnom .l u
cperatora T na {;/Hk_. N drué;e strane, sve taékek , O31im i:ai‘il:e/lo ’
srinadain resolventnom skupu operatora T na If, . Prema tome, na
ocnova leme 1.4, sve tadke A, dovoljno bliske Ay, koje se po poli~
1npnju 53 Ag , pripadaju rezol?entuom skupu operstora T nao .
(vo dokazuje tvracnje II: Ay Je izolovena tadka,

olinz tvrﬁeqjg I11.

S, S Sy — s -

Definicijs 1,2, Ileka 3 oznacava adherenciju prostora < 1o

“onvergenciji u Iy N svakom konalnom intervalu,

Irinedba 1.2, Jedna od posledica teorije koja Je raszvijcona n
avod lavi, ssstoji se u tome, da se & poklapa sa (, 3li Wi ne
noSemo koristiti tu’ dinjenicu u ovo] etapil.

~
Lemz 1,9, iko A pripada spektru operstora T na ¢ 1 Al - 1,

Ay, gy pe— S—p———

onda A, pripada tsdkastom spektru operatora T na 5.

Notnz, lleka Je A tadks spektra operatora T no QJ}Jzz 1., o-
"o spoljasnost jedinidne kruZnice pripada rezolventnom shkupu, onls=
je A priblifna sopstvens vrednost u smislu leme 1.3, tj. postoju

takasvy niz {ui’\ da

85' "(’D_t flf)uiu ——0
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ol jo  a  daming proizvolinog segmenta. ZapifSimo I-ne

Folidnik dve sume . a(n+1)
u(T“lI)u ”an
_ 1=o
£ '
2l
n=0

tada postoje btakvi celi brojevi n, da je

(1.3) u(r_p LI)u“a(m’l)g E" Ila(n+l) 40, n =

rofinidimo

|
&

"ﬂ;.

i protpostavimo da su uy normirani tako da Je uvﬂlg = 1. Voda -
(1.1) sledi da jJe
- " a R
(1.2) Jc-Amovd) o < €y
nbog unutradnje kompakitnostl pestoji podniz iz ] kKoji. je Cauchyev

niz na intervalu'(ch).

B s = -uﬂr-—_

Jiema_1,lo., Ako je {y{% niz funkcija, koji ¢ini Cauchyev niz

na ivteryaty (o,0), Lolav Ane ge {{T-JLI)VJS s A®E O, nula niz ny ve-

o

cem intervalu (O,a).'OHda Jje {f{k Cauchyev niz na vecem intorvnln

(O,a),
Dolkenz, L2zlo Je stvi's Cauchyev niz na (c,d), onda je i‘r‘va {3001 e

shyev niz na (¢c-y,d-y). Ali, po uslovu, i(T-l-I)vi.S je nula nis na
(0,2). wledi, poﬁtb je A £ 0, da jJe ivi% takode Cauchyev niz no
(e-y,d~y). Tonavljajuéi ovej postipak konacan broj‘pﬁta, zal)jnoien
da Jje iyik Cauchyev niz na (0,d). Ma isti nadin se¢ pokazuje da e
Fas Czuchyev niz na (c,2), pa prema t@me i na celom“intGTVﬂlu SR
znacime sa v limes od Viy V ima jediniénu:nhrmu na ((,n)

1 zadovoljava uslov

Tv = Av ns (0,a-y).



Delje, neka duZina a nafeg intervsla raste. Zs svsko & kon-
struifemo V_ i normiramo ga tako da ima Jedinicénu normu na nelkow
fiksiranom intervelu (O,b), to znaéi."yé“g = 1. Ove funmkcije v, su
1imes elemenata iz Q, na intervalu (0,a). Primenimo princip unutrao-
dnje kompakinosti na njib. Posebno, iz njih se moZe izabréti niz,lko-
ji konvergirs na nekom podintervalu (c,d)

Iz funkcionalne jednadine Tv, =WAFVE, moze se zakljuciti, da
da niz ivag konvergira na svakom konaénom intervalu pozitivne polu-
ose i da limes Vv 1ma jedinidnu nermu na (0,b) i zadovoljava jedna-
ginu Tv =Av, NaSa funkeijs v Jje limes od v , &8 VvV, su limesi

1,

funkcija v, na (0,a). Pa kako su Vs iz Q, sledi da v pripada O.
sada, dolkaZemo da A = =1, (i upStem slucaju svako A po modulu

jednako jeden, osim A = 1) ne pripada spektru operatora "(y), za

Molo Y
Uretpontavimo suprotno da niz vrednosti ¥ = Yy, W =1, 000 4

Te

tehi nuli. e osnovu leme 1.9 postoje odgovarajute sopstvenc fomim-

nije v = v 1z Sy.koje zadovoljavaju funkcionalnu jednacinn

. ~ .

vm(Lme) vm(t)’

pri ¢ema sve Vi imoju jedinicnu normu na (O,b). Takav niz funkedijo
noeilira sa rostuéom frekvencijom, $to se protivuredi unutm:'njo]

Lomral-tposti, Eekle,&,= -1 ne pripada spektru operators T(I), e

maloe e
1z ¢mora oledi da etvoreni skup, oko A = =1 pripeda rezoivon-

tnom slrupu operatora  T(y). Ovo 1 Jeste tvrdepnie IIT, zo nnlo o, Lo
“yrdenje I1 3 111 gokljucujemo da se spekter operatora T(7) nnakor
Jadinidne krulnice sestoji iz izolovanih tacake i jedina mo;mdn ra-
nidna tadka unutar jedinidcne kruﬁnicé jé.k.= O;'T;ko”je, ﬁh HrrovL

tecreme o preslikeveniu spektras, T(y) ima isti karakter i »1 svilou

viednost ye.



~,

Dalje, dokoiemo da spektar nema tadaka na jedinidnoj kruinici, 2

—r

takode,da na jedinicnoj kruZnici mema ni granidnih todaka spektra.

T,

52 svaki elemcnatt ue 3 definidemo

-t
u = e u

S5

s, 2Za s>0C.

Cznadimo sa & shkup svih takvih B e 8

)

g dJe linearan proator l-ndi

ie takode invorijantan u odnosu na trsnslsciju i unutradnju ko,
tnost.

frimedba 1.3, Ovde koristimo veZnu &injenicu, da je eksponen-

cijalns funkecija karakteristicna polugrupa,formirana na pozitivnoj
poluosi. |
Osim toga, aka.lﬁ pripada tadkastom spektru operatora itransla-

cije T(y), definissnom na S, onda .Kg_ﬁyi'léﬁi u tadkastom spelk~

tru 0peratora "(y), definisanom na 8.

g+ Oznac¢imo sa Q. podprostor
[

od _, koji se sastoji iz takvih u_, koji su integrabilni na (7 ,i0).
[ | w2 ' .

iko speltar operators 'W(y) ne ¢ im2 grenidnu talku ns Jedinidnnj

bruznici, onda ¢e spektar T(y) na Qgs 28 8 = 0, y50 dmati rro-

nidnu tadku unutar jedinidne kruZnice. Ali, po tvrdenjn I, to ;roni-

¢ng Ladka vripade talkastom spektru, i dakle, po tvrdenju II, onn Jje

izolevana tj. nijec prenicna tacke,0vo pokazuje da spektar operatore

ik

na Q nem2 gronidnih tedaka ne jedinidnoj kruZnici.

o3da, Cemo doknzati de na'samoj jedinicénoj krufnici news tnfalia
upokfra operatora T, llaojpre dokaZemo, da je skup vrednosti o, o
lroje spelstar 7 pa Q  dima, tacku ne Jjedinidnoj kruinici,dislroton,
irebposhavimo suprotno,tj. nekg .postoji beskonadan ocranifen SENANE

balovih tadeka sy, da spektar T ns Q_  ima tadku A na Godinid-

| L
noj kruiniei. Mo osmova leme 1.9, postoji element
(]--5) | Vi(t"‘:}’) = A.;_Vi(t.): lM'-‘-‘ 1
Tl demu Vs lezi u adherenciji Qs. po Ll ‘porme na svaom }rina-
T .
tnom intervalu. Céigledno da je adherencijs od Qq , ,'SS_ ;
‘ 1L 1



71 4. V., = @ ~3.T )u. - .
(1o4) vy p(-858)uy, 28 uz€

T fouleionalne jednadine (1l.7),koju zadovoljavaju v.5 sledli da an

- A . | C . . . '
V0 integravilne ne (0,00), za svako pozitivno ¢ , i ake o 5
voce od  u., oudg

i
(s.-5)t
v, = e 3%, = e *
A | 1L
nripadajun .. C¢igledno, da su W, sopstveni elementi opersiorn

"(v) na 0_ 9 sopstvenim vrednoStimaJﬂg =foxp(s;-s)y il =

S
=exp(si~s)y. Ako, sada, bi imali beskonadno mnogo vrednosti Gy o hicdes
njih od 5, onda bi spektar T na Qs imao granicnu tadclhu ronli-
citu od nule.A ovo Je kako smo videli renije, nemoguée,

Heka je, sada, s pozitivan broj, tako ds spektar 1 na

]
(P

nema tacaka n2 JjediniénoJ kruZnici. Ronije pokazsli smo ds opekbor
cranicnih - - |
nema tacaka na JedinidénoJ kruznici, pa obtuda sledi, da je spelthralni

radijus operators T menjli od jedinice. A ovo, na osnovu tedles 1.7,
znac¢i, da na Qg dJe primenjiv Fhragmen-Lindlofow princirna. 11 ocno..
va teoreme l.2 opcrator T Jje potpuno neprekidan na () .

LA

liecka je & » O proizvoljno mali, a P operator projelthovnaain

T,
(.

iy W sopshveni prostor operatora T(l) na Qg, koji odgovema . ;-
stvenim vrednostima, &ijs apsolutne velidina nije manja od & , _oiic
i¢ operator T pobtpuno neprekidan na Qgs VO Je kodomen opcrator:

¥ konadnodimenzionalan,

wvalid element u.& Qg se moze prikazati kao zhir

(105) | - u = V + WC_,

5 =

fu, 1 prinada kodomenu opératora Py a w se nonid-

l‘
53

."f] 2
cde je v, -

Lava operatorem I's Jz Jdefinicije operstora P sledi, da se nodpro-

stor Qgy c¢lemenata w,, koje poniStava operator P, preslilava n

S

sebe operatorom T(Ll) i spektar W(1) ns Qe 3 DPripads unuiraineshi
o ) i
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prufpice Tadijusn €. La osnovu Gelfandove forwmule za spolbivo ol 5o

- » » = n .
sledi dn» Je norma operatora T (1) monje od e no o s o7

f}’ij'-"fsi T T "
dovoljno velilze m. Dogsebnn, ako je W martoil elewenh iy g”,pnqj \
{1.6) “ (J-)“ﬁ" “‘“’“?g 6n , za veliko n.
o osunova Aofinicije prostora QS svakl element W 17 Qﬁ Jo ohlita
o = enstw; WE 3.
g .
W, pripada Q,, onda iz (1.6) sledi, da z3 € manje o s

%;fja interrabilna 1, vise od toga, eksponencijalno opada, i,
sy e

veliko n, gde je T = €e°,

VrLL1m0 se,sada, kodomenu operators P u . Q.. On je invorijoo-

3

hon u canHu na translacilju konaé¢nodimenzionalnog podprostora od 3 .,

S

?31nnn0 klnwiﬁnim i dobro »oznatim Ceuchyevim rezultatima Jeincproo-

4roatoru je eks ponﬁn01j? na, tj.
T(y)

0 J¢ 4 neke linearno preslikavanje konadnodimenzionzlnos pvosio- -

*u.aﬂbe.

St
: i . s . . . . -
,yfa LU osnnvu spekbralne teorije watrica, sopstveni elementhi @ vl

-

earu wond elementi A generisu razmatrani prostor. Yo gto Jo peolv oo
ﬁﬁ operatora tronslacija, to sledi, da sopstveni elemonti A HIATIAAN
jhiﬁi thpnnhn01 1], f : ¥4 ' ppman ey s
_ jalne unk01ae od %, 8 pridrugeni sopstveri claoonii

;F » Pomnosang GkuPOHEH01Jalnom funkcijom, Ha ovej nedin, smo nologatl

& Eﬁﬂﬁﬁi.ll Rodomen operatora P generiSe se eksponzneij2lning

-._pt"l'h?ﬂmnﬁd -;-.j . |
1.7 | v (ﬁ) = J)b)e V(O)

g™ I ’

ﬁﬂﬁ -g
o de p pOllnﬁmsi/u.prlpad:a konadnom skupu i stepen od p ne rve-
;flﬂzi neli broj,



Lbeko e, soda, u o proizvoljni elemenat iz 0, Honshrnd oo ty -~
L

- wooin o Q. 4 prikeZemo u, u obliku zbirs (1L.5). iin tag nodin
v L) ;
tehidano ceprorentociju ma ws | -

(1.57) U= u + W,

Lt | 'I‘
K ) Uy

e - W e o7, pomnoxen elementom iz kodomens Py 2w o e

comieson elewenton iz 2 . Ha osnovu (1.6°), w pripedas e ol

intcode wmorn pripadati Q. Iz (1.7), onda sledi da Jje v = oy [ESal AT

d@ E:S?OHGHCijalni-POliHOm- Fosto on pri?ada ‘g ﬁj, intgfrnhi]gn -4

Jo
nt CLEtL, svi cksponentl moraju imati realni deo menjl o nwle,
tosto su eksponentl u reprezentsciji v eksponencij&lni.pnlinowi AT
Ji pripadaju konacdnom skupu sledi, da sve takve funkeije v onndain
clzsponencigalno i uniformno, t3. I

(1.8) fviC < 5"

wn veliko n 1 za neku konstantuJX;.manju od Jjedinice, istoj »o sve

<

. o .~ .
v oblika e’ ’v_, pri cemu V. pripada kodomenu P,

[

N

losto 52 swakl element iz Q moZe se prikazsti u oblilm (1L.57)

v

+
L%

ikoko u (1.67) i (1.8) obe odgovarajuée komponente v i w gl no-
noneijalno opadaju, sledi da svaki element u iz X eksponencijo -

1no opada,
Ovim se zavrdeva dokaz teoreme 1.1,

T n e gy o

I''i doknzu leme 1.2 mi smo dokazali da ne postoji elewmennt oli)

hrubreinge Rompaktnog prostora, koji se svodi na nulu nez int- T

*

toose 1 Toji nije Jednel nuli, ze sve velilke vrednosti 4+, Doge g

wd g

~tecima elementi unutrainje kompskitnopg prostora imaju osobinu jodpna.

“nadnog produlicnga u pozitivnom smeru. Prirodno se namece pitongio
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o 14 elewentd mnubrainge kompakinog prostora imaju osobinu jrinerpo.

cneg produtzngn u ohrnutom praveu ? Tj. mole 1i se elemonat ui4) o

AL

wvorr prostore o svestl na nulu, 23 sve t>n, bez angliconin wao
ave vreedrosti b

Cpstije 4 povezanije sa prvim pitanjem : moie li glowmenst  nlh)
nmabradnie kompalitnog, prostora opadati brZe od bVﬂuuL
do ne bude identilki jednsk nuli? Ni éemo kasnije dokezati §,
edggovor n2 to pitanje negativon ako 1 samo ako je sistem sopstuonin
funkelja operstora trenslacije komnletan,

Poito Je operator T(y) potpuno neprekidan, svaloj bodlrl nisio-
vog spekira se moXe pridruiZiti odgoverajuli operator proje'ttowaio,
diji je kedeomen sopstveni prostor operators T,koji odgovars to:

'{___..

ao Sto je pokazsno u t.l.4, te sopstvene funkcije su e%sponﬁn+ﬁ Al
. 1 stepeni od +t,pomnoZeni ekuponentlma Iz tin progehrlqﬂ GTS A LS
snetavitl Fourierov red za svekil element u iz Q :

1~ 2 .U.i

'ﬁde je u, prejekeije u u 1-tk.. sopstveni prostor operatora ',

Meka su sopstvene vrednosti Al numerissne u opadajudar oyl
apsclutnibh vrednosti velidina. Interesantno pitanje, norodfity zo v
wenuw je, da li konvergira taj Fourierov red kKa u i uwopite do 13 5o
mole Koristitl za reprezentaciju u ?

Ovo pitonje Lonverpgencije zavisi od kompletnosti sintomo gon -
tvenih funkeija. Ali,iz razmotranje ma kraju t.14, sledi da Topeio.
rov red konvergira u asimptotskom smislu,

Teorema l.5. Neka je {, ®wao ranije, unutrabnge Fompelitan o

stor intemrabilnih funksija.Tada je ourierov red, odgovera inis -
operatora T(y), 2simptobski za t = 00,tj.rezlike izmedu uw 3§ ~va-
“kor: ostatkz njevoy Fourierovog reda opada u beskonadnosti o i:ten

brzinom keo i prvi izostavlijeni &lan,

‘I'a PHIJC qmﬂ oanscimo sa S, zbir prvih n ¢lanovs donpiovaver

reda funkecije w a sa ﬁrn ostatak reda :

11=Sn+rn-

AP <t ff

Tada jo



— 9 I:f:: ey

2. i onkrebtna Phrogmen-Lindeld s »va

t @ 0or ema

U ovom paragrafu ¢emo dokagati, da je apstrakbua teorema 1.1 iz
srveys pararrala primenjiva v prostoru regenja apstraktne eliphisi-e
jednadine drugog reda (moZe i proizvoljnog reda) na poluosi 50,

2.1. Unutrssnis konpakltnost

tnjore ¢owmo deolazati sledeée dve leme,

Lema 2,1, llicka je K zatvoren ogranicen skup u Rn,koji je pod-

sltup otvorenop skupa G,tada je rastojsnje 4 od K do G pozitivno.
Dokaz. Hestojonje d je definisano sa:
d = infi]]x -yl ¢+ xek, yé,(}} .

Iretpostavimo da je 4 = 0, Tada postojl takav niz {FES iz F,za kogl

rosbojomje izwedu K i G teZi nuli. Na osnovu Bolzano-Jeicraohri-
ssove teoreme 12 {Kig moze se izdvojiti konvergentan peodnisz,tijo ~vo-
nidna vrednost pripada K, a time i samom G, ali, nije nnubrainia
tadke za G. Hedutim, ovo je u provivurednosti sa pretpostavicon dn

je G otvoren skup.

Lema 2,24 Ako je K ograniceni zatvoreni skup u Rn,kﬁji e

nadrfon u obverenom skupu G, onda postoji takva funkeija :K. (Tun'--
cija iz Ggo), da je |

17 i(::) =1 , za x€K;

2° nosad od :ﬁ_leii u Gy

57 0 € Y(x) £ 1, za sve x,
oo

Qva vuerijanta za je specijalan slucaj Urysenove looc,

Jolraz. licka jo
- .- .. 1 R : .- _ . ;-' . .

S::.— -—:j- inf ﬁ]x - .Y“ H I{eh, Y éCT }-

abogs lome 2.1 je 5 > O.llcka je d(x) rastojenje od x do 7, =z

svako X, Dafinidimo funkciju £ mna sledeéi nadin :
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(e e AL,
ri) ={ Jat-3] /s za d<, dlx) < 24,
1. za 28Ld(x). _

Totuitivno je jasno, da je funkeija f£(x) neprelidns.iunlkei-n

t.l-

-~

f{x) ima uve ogsobine koje se traZe za funkciju\JL(x), 30 dnuzoehion

iho je treho ldzeladiti, da bl ona postala funkcija klase CY ,Mal-hoo

1,0 u definieciji S deli polja u oblasti izmedu Kk L o,

) -,

e publjenja drugih osobina. Izvriimo gladengje romodu
CCD

)
f

fenie bilo
cladenja funkeije & (x) iz , izabrane tako da
2) nesad od Flx) leZi u sferi 1z < 3;
h) SX’(:—:)d}: = 1, 28 :-ce,Rn; |

c) - ¥lx) > 0, za sve x.

Toda funkcija |
Yoo = § 2 fleriay, yer®
ima osobine tra2Zene u teoremi. | |
sada vosmatramo skup resenja nasSeg problema.
llekka je dat eliptidki operator I, drugog reda, tj. jedvnatino

(1.1) iz glave I1 s

_ 2. |
(Z2.1) I:u'-‘-"‘_-_-—-d—-g‘-+B§-‘=1-+Gu=O
dte at |

s uslovom eliplhicnosti
(.2 izl & e [lcl/2ull , 28 0& 2, ue&(c).
Dokazntemo da resenja elipbicke jednacine (2.1) zadovolirvoju

rrincip unutrafnje kompaktnosti, u smislu definicije 1.1 iz §1 ove
mlave.
Teorema 2,1, (Princip unutrainje kompsktnosti). lieke je dni

proizvoljni interval G = (a,b) i G° = (a’,b’) podintevvel, Toji
nema sa njim zajednidkih granidnih tsdaka tj. G'C.G. Tads skup ro-
ieﬂje'problema (2.1)~(2.2), zsdovoljsva uslov “puGéé 1, prelomnrnai-

btnosti po normi “u" ,
G



Lokan., oo Je &(t)éﬂ? (), 1(1‘:) = 1 u okolini =7, -1

AT Y S e e - | A

talva favkel s postoli sbog leme 2.2. Tada je
(e >u<t)>/ o o
cocnimo od neolotnsiontl -
2 2
Sjlff\,nli cdin 2> by \d (Su) v fo& - *1; at
a cl‘r,"2 ]
Tli,imajucl n vidn pretpogt?vke, dobijamo
: 2
r9.%) S .“]J&uu dt ’7/ ” “uul\
ik dt2
'nlie,
-2,
L&u ::_—(:1 \E)+B-d—(§'22-+03.u
d.a-E dt
LV :
a%y ' du " du ' -
= - i——-— - 2&-—-— - ug.+ S,B —_— 3.71!.1 +
X dt dt
dt
d°u du ‘4 d !

‘2ko Je u reifenje jednadine (2.1),tj. Iu = O,onda dobijomre
| | { ) '
L_f(n = -—2&-@—1}- - Xu + % Bu.
at

Cintle, ne ommevu (2,%) 1mamo

JUﬂ \Sd" f"“e du —x.l:ld-S:Bu °

o

dt

b
L N1 (A 1/2 (b e
< 5 ﬂxaf:‘ du #’1? '&"'t\l2 B y + 'i( 3 o B
<o P [l ad Alseed 2 SR TEL
e
)7 ﬁmwvua'u:;lova cliptidnosti (2.2) 1 stavljajuci /
| ' 13
. iy, = max{ma}clfﬂ(t)l ymaz ()] ,maxlx_(t)l}
Tohijumo P; b

(2.4)

Tt + "C1/2u“

H - ficull L 44 S I [
dtc'
b/ )

I bretpostavel je HLI”G"""' l, tJj.
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4

(s wveades <

ij'

‘%l

(2.5) S d_ L” + flcul }ca < Ty

c"i.-
Ali, skup '_.J).u metrici

S e “cl/%nﬂ b

. homapaktan. Drusiwm redima trebe pokazati da Jje skup {u(t)}
4 . g

Sm%_z“g 1517202 g }

« (
L mevrict _Lé'

(2.6) ﬂ“l Lﬂ v 23 }

Q. ¢
tompal:tan, gde Je (a’,p)C (a,b).

!

~rdatle,zbog (FJ7,), sledi da Jje

lofemo stoviti da Je (a”,b7) = (-ﬁ,ﬁ). U prostoru Lg(—ﬁ:ﬁ;H)

NZNLmo -
in
cn,m = © O, 9
rde je iy
e = lmem ; ).m-—POO, jer je 0L Ceg o
wistem en,m je Ipotpuno ortonormirans. -
ut) "E * a einte . a - '(uCt),e')ej'Ij_hr_l't;
A T ,m m ? n,mn oEi L m
UOkaﬁali.SEE da iz (2.6) sledi
2. ne
lil--l’: + floug®las & H.
ate
l | .
Dalje, a |
y 2 int inh
n’ =E n-a e e_ 3 Gu=2 a. _@ 3
R L Tyl m n,m mon,mo
L1 T -y
(2.7) SN R \lCu\l2 dt = E (n*+A 2)31:1 . =N
dbi?. n,Mn
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T'reba dovosabi da je skup (2.7) kompaktan u metrici

2 2
- (n +'\'1'11)“31:1,;11 °
byl -
Qoenime "vop” z (n +A m n m uniformne po a, ..
Ny HQL )
: L
> LA 2.2 2 S
G0 L Y PaRh )R e, Ay
Hoym»ll . n,myd i}y 1)

A- ¢:: M _
Z_ (n + )an S min(H,lN)<€

n,mnyN
Ovo i jeaste kempakinost, zbog toga Sto Jje

E (n2+ lm)af‘;,mé 1,

n,n$N

romnalitne, 1 dolje na osnovu Hausdorffovog stava ¢ egzistenci)ii

LT

bonacne - WICLS.

Primedba 2.1. trimetimo da se ovaj rezultat se moze proijriti 1mn

N T — S A e rw - B gy o

» - fa |

ulucag kada G° i G imaju zaJednicke grsnidne tadke,nod uslovon

v oragmatraons redenga zadovoljavaju Dirichletove uslove nulbs no e~

Tovima granice, To;ji sadriz zajednidke grenidne tadke G i 7. .2 so
bada primeni vopdteni princip unutrasnje kompaktnosti.

Qe I;imepa Phragmen-Lindelofovor principa

PPl o - il e . A Wy

Irimenom spstraktnog Phragmen-lindeldfovog principa (Toorzie 1,0

-

obijono sledesu teovemu. Osim topa, dokazaéemo, teoromu 2.5, <o o

-d )

Cenkretni hnoomen-Iindelofov princip primenjiv sza redovonje coliohi-
clibh jednadine u svslod neogranicenoj oblasti, pod uslovom da e »14-

ek operntor peozitiven u razmetranoj oblasti.
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aovenn S0, Ueko je I elipticki operator dote Jednnocion
(2,1.) &4 k-~“rf?30nt1 ne zavi se od t. Ileka je u wvelonic jol-
nocdne (2,1 @ Ino= Oy Dirichletovim us lOV1ma nultim: u(o = s in-

terral uzneh o norn* prOStora Hy Je lkonacan:

“dL ﬂ + Joullefat < co.

b 4

Tada reirnde 1 aksponencijalno opada po t, u tom smisin o
4o intepral n, uzet po oblastl polucilindra t2 U, manji od i'ie"ti.".
Voliéina}[,, je pozitivna i zavisi samo od operatora L i razweobra-
ne oblasti, 2li ne od konkretnog reSenja u.

sadz, nau interesuje uopdtena teorems 2.2. Koristifemn gled~cu
terminologiju. |

lieko je » 7polucilindar t:>O. S osnovom D05 prebpnstovimm
da je Do orranidena ob;aSt s glatkim rubom. Heks je T eliphidki
operntor reda 2w, &iji su koeficijentl glatke funkcjgﬁ neravioane
cd prowenljive +t. Cznadimo sa © prostor refenje jenadine Tu = C
n oblasti U Dirichletovinm uSiovima nultim na vertilanlnin dalnvipme

riba, smotradene do su te funkeije uw  funkeije Jedre promenliive b,

e
{4,

funhciﬁnnlne vrednosti, pripadaju prostoru funkeije definis:eni

Pa Do, lﬂrﬂ1rﬂv1m Irvadretnim korenom iz "Dirichletovor inbtescol®

R

vad Do‘ Oéigledu01 da je.prostor 3 invesrijantan u odnosu n* Tiro-

nslaciji.
Definiciio 2,1, KaZe se da je elipticki operator T, polisiven

,_..-_.1‘ — e —— e
L

n obhlasti D, ko nejednakost

™ - - 2
(2.3) il ¢ &£ (u,Tu)
vaii ga sve rlolke Tunkcije wu sa kompaktnim nosacdem u [ i, deod-

noka nuli ven nekog zatvorenog ogranidenog podsikupa od D, puvi Jeuin

ltonstonta 1 ne zovisi od  u,
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Adhereonciju progtora mlatlkih funkcija s konadnim "livichlatieri
integralom’, v swislu "Dirichletove norme"”, oznadilemo «o ', (1o
cija wnofenja mn ¢, gde Jje funkeija ¥ sa m nepreltiudnicg o oni.-
foniv izvodimn, de amranidena operacijs i, sledi, ima pobounn (o0
nisane viedunostli zZa elemente 1z (. Aduerenciju prostors olaldh Tu.-

nireija s kowoolbnim nosadem u D oznadidemo sa QY.

Definiciin 2.2, Fademo da elemenat u iz Q  imn nolbe v

G 0 Y gerEm me e

culetove uslcve Ea_oﬁvgrgngm_dg_l}l ruba § na D, ako WYWu prioada
) uvek kada je faktor YW glatka funkeijs definisana na c¢elom pro-
storu, Ciji Jje mosac kompaktan podsikkup celog prostors i sodyii sono
one graunidne tadke oblasti D, koje :leZe u ¢ .

O¢igledno, doa gko u. uzima nulte Dirichlebove uslove na celnm

I}, onda ustveri, u pripads QO.

Teorema 2.5, Neka je D neogranidena oblast, L eliptidli cpo-

rator s glathim koeficijentima, poziﬁivaﬁ na D, Heka Je u 7redenjje
sdednadine Im = C  sa nultim Dirichletovim uslovima na onoun delu vit-
ha D, koji leni u poluprostoru t >0, 1 neka u ima kouafan "ui. -
chletov interral" na D

Tada u elsponencijalno opada, kade ¢t 'raste, tde. "DAvichlo o
intéwral” od n fﬁ tom delu D, koji je sadrian u poluprostoru 1t |,

.'T . » - » — - -
't“. Volidina gl zovisi samo od infimuma operators 7 (-

monji od e
konstante u nejodnakosti (2.8)), 1 od velidine,koja orranidava loo-
ficijente I+ 1 nekog broja njihovih izvoda.

Dokaz. Uvadimo pomoénu funkeiju
t za bHL{ -1

fH(t) =
U 7na L,

"™y

wlatko zatvorljivu izmedu Ii=1l i N, Oc¢igledno, da se moie htoko
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IRIREREE

ndesitl da vrvihh 2m izsvoda od fN’ ali ne sama funleije F..,
' Y

nniformno orronideni nekowm konstantom, z3 svake +t i I

Awo u  zadovoljava jomdnadinu ILu = O, onda ée fubnkeiijo u =

L,
= exp(df)u  zadovoljiti jednadinu Ly = O, Operatori L & T
vezanl su formulon _

i‘fN

. . o e o
Cperalor Iy wozlikuje se od L za KL, gde je T oOperaven roals
7m-1,¢3J1 su koeficijentl polinowi od & i izvodi od £, do reodnq
cti. Polto se operalor malo razlikuje od pozitivno definitnor, i o
Je pozitivno definitsn, i kako je osim toga, operator I, o rreljpo-
3tavel, pozitivno definitan, otuda sledi da je za dovoljuo malo o i

Ty pozitivno definitan, Izbor & i vrednosti infimuma kvadratue for-

ne, zenerisane operatoron lygy Z8Visl samo od velidina pomenutim u

teoremi 2.%, ali ne 1 od 1,

Uvedimo, dalje, jo3 jednu pomoénu funkeiju

- [0 za t { 1/3
e(t) =

1 za 2/3 &£ t,
slatku u intervalu (1/%,2/3). Definifimo Vg = Uy = c@ . oo
ima_nulté Dirvichletove uslove u svim granidnim tadkama D n poly-
prostoru pozitivunih +t,onda je jasno,da Vi; pripads 09,
Koristidemo ovu cinjenicu umesto pozitivne kvadratne fonno o

nerisane sa Ty da Dbismo dokazali nejednakost,kojs Fipnriie v Ser

remi 243, Iz pozitivaosti Ly imamo

(2.9) (VH 9 Lﬂym ) 2 H “VN“ 2 .
alje, ako je u refenje jednadine Im = O, onda je VT oo, ro-

senje Jednadine Tavin = O u tom sludaju, kada je fakbtor ¢ ddonki-

W ]

cicd jednak nuli ili jedinici, tj. van oblasti (1/3¢+£<2/3). U 6]
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oblnasol funltelddn Vis 1 operator 'LH fakticki ne z9vice ol paenig-
tra M. Cbud lova atranza nejednakosti (2.9) ne zavisi o i, oanin

nesumnjivo nijje manja od konstante, pomnoZene "Dirichlstoviig dphe pe-
tom" od v, urnchim po podskupu oblasti D, a najme po  H . o Lo

oI

~odskupu, isto toko,je Vi jednako e u., Dakle, iz (2.9) slodi dn

: Rl o s s :
prolzvod e 1 "Dirichletovog integrala” od u uwet po dnlu b,
oji Je sadrian u t >N, uniformno ograniden, kao &to se tvrdi n

teoreni 2.5,
COstao J2 jo& jedoen problem,koji treba reSiti: pri izvodeuvju no-

jednakosti (2.9), smo pretpostavili, da je kvsdratns Torma, moneri-

won .

sana s8 Ly pozitivna za Vi posSto pozitivnost znadi, da je (w,iuw
pozitivno z2 glatke funkcije s kompaktnim nosalem. Dz bi opravdali
rrimesy toss nileTn zm oW o= Vi, POtrebmo je da predemo na limes,iito
semo ‘sada i udiniti, | |

Zbog'jednostavnijeg pitanja pisanja &emo izostaviti indeizz 17T i
umesto vi; pisati v 1 L umesto Lige

Najpre transformifimo bilinesrnu formu (w,Lz) = B(w,z), defini-
sanu za glatiie funkelje w,z sa koupakinim nosacem powodu nm-slruvize:
parcijalnon inte@risanja, u integralu bilinearne feomme b od vyno &
njenih parcijaluih izvoda do reda m

oo PRy

1z ove jednskostl za B vidi se da B neprekidno zavisi od gveiih

argumenata u wm-norml i predstavljs reprezentaciju profiirenje B no

W%, Do neprekidnosti, funkecija B, je pozitivno definjissnn na QO.
Odredenije posto v = fﬂ pripada QO, 1mM3no
(2.11) B(v,v) 2 HWl® .

loka je, sodao, {vni niz glatkih clemenata sa kompaktnim nosndom, o]

tedi ka Vv ulenormi. Zbog neprekidnosti funkeije B iwemo
(2.12)

¢

H(v 11;) = 1im | ‘_*"Efv,.., y T ).
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raidtbo je funzcijs v integrebilna s kvadratom izvodsa Jdo poeda -Tooow
svalon kownalthnom podasikupu cblasti D i pofto su nesadi v SESTRERTE
iniymofemo dusnu stranu (2.12) integralitl parcijalno.-Dobijomo
B(vn,v) = (vn,Lv).
o je priwcdéono rore, Lv jednako nuli izvsan intervals (1,5,2/5),pr2
jo, ako se pemodlna funkeija d(t) izabers tako da Je ona Jednnie jo-
dinicl na (lf§,2f5),_a nuli van (0,1) i da je glatka na osteolim io-
lovima, pnda e (VH,LV) biti Jjednako sa
(.E]Vn,IiV) = B(dvn,v).
.o s¢ pusti da n &, 1mawo
(2.1%) | B(v,v) = B(dv,v).
Toristeéi reprezentaciju (2.10) za B(dv,v), ucavzmo, do nicrnva ve-
1idina zavisi samo oblasti vrednostli v na O<t.<1,1;j. ne noevisl
od H.Cvo otklanja nedostatak u nagem izvodenju nejednakosti (2.7,
pa je btime doloz teoreme potpuno zavrsen, |

2.5, pekiralna sinteza

U ovo] toadki cemo tretirati prﬁblem kompletnosti sisteun sopa-
tvenih funkeijs oncratora trenslacije,pri cemu cemo raditi u nkviru
poragrafa Jjedon.

Helra jo. 7, inverijantsn u odnosu ma translaclju,unutrasnje Lom-
poktan prostoeor vekborskih funkclja u(t) na pozitivnoj poluosi. Lo
stimo da svaka fuunkeija u(t) pripada prostoru L2 ‘na ponitivino)
v0lucsi, 1 oznac¢imo normu funkcije u sa (|uil u'prdﬁtoru Tow Talbe je

U wotvoren u toj norwmi.
Ma osnovu teorcme 1.2, operator translacije M(y), y>C Jje prot-
Do neprokidan.ﬁéka_je‘iun}skup svih sopstvenih funkeija,
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ﬂﬂfi“iﬁjjfw;:EJ.KaEemo de Jje sistem {Pﬁ} Kompletap v oy - 1o s
odinstvenid clewoulb u iz ,éiji su svi Pourierovi kaoficijonti
v

jodnnli nulc, Je vulbti elewent.

]

Tema 2ae o0 GU ayvi Tourlerovi koeficijenti za v izdnrki ninll

suda u opodn hrie od sYakog cksponenta od &, i obrpnuto,
Jokkaz. Ao jo @ k-1 koeficijenat funkcijec u, loji ol oyoes

i<
’uopﬂtvenoj vircdno. vl Ak operatora T(1l),onda su Fouricrovi lmoofici-
icntl zo T(u)u = Tn(l)ualaﬁlak. Ali, Tourierovi koeficlijeuti i 1i-
ganrno ogronitcni Tunkicionali. Otuwda, akoe T(n)u teii nali bule o
Aﬁ , onda o, wowra bLitl nula. Ako T(n)u opada, kada n veoshe,hely
od svaltog elimpenuenta, .onds svi keoeficijenti od u moreju hibti riiic,
Obranuto, ncka 351'5 skup svih funkcija 'u; il su svi Foorrine
vovi koeficijenti jednaki nuli. Prostor af je zatvoreu, hurng invosd
juntno i kao podprostor od Q Jje unutrasnje kkompaktan. Zpokbtny ooy

tora T(1) nn ¢ sgesboji se iz A= 0, jer su sve sopstvenc Funleijin

ongratora T iskliudene iz Qe.oledi, po Gelfandovoj formuli unel it
lnog radijusa

. n ~
1im "T(n)"l/ = Q na Q.
n . ~
‘“vo i jeste orndonje, "brzZe od eksponencijoalnog" zZa elementhe 1z .

vada,éemo dati dolnz kompletnosti sistema sopstveniic Juoniei -

i

mutrainje konnalbnos prostora funkcija,kao posledicu leurlin: ove
tarorewme,

Teorema 2.4,(Lourling). lieka Je Q invarijentan v odposo n-

e e

Iranslaciju (ne mors biti obavezno unutradnje kompalktan) prostor - o
lnrnin funkeija n(t),pri demu svaka funkcija pripada LE’ zvr?<:#<?ﬁ'.
«2lta jJo @ sobtvoren u L2 normi. Tada spelktar operatnre Teonstac o
(), ¥y O, zadrii tadke, osim A= 0, iskljudujuéi sludnj, luide o

e funkqijc n(E)E") jednake null izven fiksiranog intervaln,

I md T T P : 3.4
422V ou ohnir Gelfandovu teoremu o spektralnom raodijusu,ovn s

hco f :“: g * - . I w »
Tema mozio formuliseti i na sledeéi nadin.



Ako je oncrator "(y) kvezinilpotentan,onda je on nilpntcutnn.

rrimenon Desurlinpove Heoreme na prostor Q,koji gs grohoil o
funkeija unutrainje kowpelituog prostora,Ciji su svi Fovrderovi dreo i

L ]

cijenti jedvalkdi wvuli, zakljudujemo, da su takve funkelje idoniici-i

iodnoke nuli 2o dovolino veliko t. Zaista, &to smo dokageli ravije

r

takve funkeijje nu.jednake nule za svako +tU,

Dokaz teoreme. lieka je T(y) kvazinilpotentan, toda Yo(-A-rv,
ltada yquD.Imﬁhoromo a toliko velik& da je norma T(a; winjiz od
jedinice, 1 b>o, Hrostbr funkecijaiz @, na posmatranom intowvalu (0,
nije gust medu svilh funlkeilja uG&Le na tom intervalu.linr.funieljo

| | o z8 0L t<a

v(t) = : |
1 za a8<L<t<b
568 ne moze HprQKSimirati dovoljno tedno, jer bi norma T(a) bilo-jed
neka jedinini.lokle,moZemo tvrditi da ortogonalni komplement od 7
na (O,E) nije prozon,tj.da postoji.takva funkcija h(t) iz Lia mo
(0,b), ds interral |

h(t)u(t)dt = 0, za svako u&Q.

¢ |
Odredenije, nzmemo nroizvoljnu funkeiju f(+) i njenu trausleoci iv

f(t+y)s / b

o An(E)L(b+y)dt = O, za y»O.
Pretpostavino, da'jo £(t) Jjednaka nuli zs negativne t, 2 h(h)
jednaka.nuli, 71 29 iz#an (C,b}. Tada formula
(2,14) | gh(t)f(t+y)dt = g(y)

o .

dofinige fﬂnﬁﬂiju ~, za sve vrednosti y,koja se anulirn nn vonihis

o

e y. Lo bi swo pornju formulu sveli na konvoluclju,zancoing
so -t i oznadimo hi-t) s3 k(t):
(2.14°) . . Ak (y-t)at = g(t).

k(%) jednako nuli izvan (-b,0), a £ za necabivwmy yred

-

-y

——

Posito jo
stl svojeg orgumenta, toje g(y), takode, jednsko nuli z» 7y wonge oo
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~h,1 vedc ol nule,sto smo veé¢ ustanovili.Otuda, sleodi dn Qontobio
apipada prostoru Ty (posto je @ jednako null dzvan Fopucoor InTe e
& i )

valn) 1 prostera L,. Cvo vazi 1 za funkeciju . K.

Conadimn oo ¥ (), w(z) i G(z) TFourierove tranaforna~iie T
. . - + a Y - - . - R
TCLJa k, r o1 ;.aunkﬂnae nLZ) L G(Z) 31 analivicks L orpoontent Tl

noluraval  Inog O, der su k(y) i g(y) Jednake nuli za pezibtivno I
i apsolutno intesrabilne z2 negcativno y. Foito Jje funlcijn TOE) S0
antn nuli 20 negnbivno B, ¥(z) je cela funkeija, opranic v puo e i

nsi. FPretpoulovimo sada,ds je operator T na § kvazinilpou2nioo,
tada £{¢) orsda brze od svakog sksponenta, za negativno .
Padto jo ¢ kenvnlueijs k1 &, ToO je G proizvog od i3

'2.15) - 1(2).5(z) = &(z),

(2.16) i(z) = B2,
1:(z)

nNalje, Yorirhedi teoremu disjunkeije 17 teorije funkecijs, aonpoven

na fakborizaciju funkeije, koja je snalitidéka i ogranidena 0 poluru

vni w Blas Phﬂvvmm promzvodu i pomnouena ogranicenom funlzeijom Hoen e

la i, repreacntaciju cozitivae harmoniske funkcije u polumayni oo
novim integvalom so nenerativaom distribucijom mase,plus LIt

ileks su G 1 K pgranlcene funkeije na realnoJ osiyumoje il
“WSnonon¢1Jﬂ1n¥ pust v donged poluremni. Lko je kolicnik = S5
o~roniden nr roclnej esi i regularan u donjoj poluravui,cn”: 0n SRR
e 1ma cLSﬁonnnbL;11n1 rast u donjoj poluravni. 1z tooreme AR EERILTRRER
je zmakljudujemo da 1¥(z) ima eksponencijalni rast u donjod ol val.
valje, na onnevu l'aley-iienerove teoreme dobijamo da je (%) on e
Teurierova tronsfopmacija, ). d8 Je £(t) Jednako nuloi iuvon hann-
cnog intervoln,

Ako je = lFenvelucija funleije k 1 £, onda je nesat od o
nbir nesada = i L. Cdredenlje, duZfina nosata £ ne mose bhibi vo-
Ca od duZine nesocd G rogto posljednji nije veéi od Db, 7 1r L -
demo da nosrd £ ima dufinu ne veéu od b, |

Jedino ocronidenje ze b bi bilo ono da za neko o, wmnje ol

by, }r(adl wora bitli mange od jedinice. Ha osnovn lemc l.d, Sy Mipetee

tragnje kompoktuc prostore, to vaZl za svako pozitivno 4. Slotd de

¥
je nosad  £(1) 1cﬂnnP nitli, Eo to je £ proizvoljan clemzpni 1= (g,
ovo dokazugje,ds q bddrul samo nula funkcije,tj.dokazann jo led.dn
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! 5

Yoorain L.5. ioka je  (,unutraduje kompakbon Lo dunwawiiiovioaa v

Y

~rdnosue na hronslactju, linearni prostor skealarnih funlal jin n{LJ (1
intorvoluy (<5< Iklase L, 1 zatvoren u to] normi . -Madn oot
[

vong Ffunkeijz operotora translacije T(y) ¢ine kompletan ocichen,

-

-

. 1.
| =7 YT NN e
'\J - T

adracurev uo,da su sopstveune funlieije operawera
nenti od %,1 polinomi, pomnoﬁeni sa eksponentima,.
eorems 2. 1 2.5 mogu se lako prosiriti na funkaeije nl),o

yrednosti pripadaiu nekom konalnodimezionalnom, recimo (RS NOTSE AR aTE

r

lnom vekborsi-am prostoru ne Uzmimo u teoremi 2.4 podprostor o o -

L]

stora 0y, geperison, u smislu Lo, svim translacijsma Jodne LTunleld)

¢(t) . radedi no isti nadin,posmetrajwo skup svih funkeije k(f),on

~onalnih na L(t+y) no intervalun (0,b). Tada relacija gnolorma 52
(7.15) ima oblik

(2.15°) Ell FL(2)i5(2) = G(z),

F

Zl

~dg su F. . L. Tou
" - d J

sada,Cceno dﬁPHE{ti, da za sVako 2z, U donjod poluravni vriinosil

ricrorove hLrsnsformacije komponenti f i 1,

o d

(z ) generifiu celi adjungovani prostor K.
Zalsta, pretpestavino suprotno, neka postojl vektor W, ovioro-.

nolsa na svin (s ), t. H-K(zo} = 0., U terminima inversne fouric-

rﬁ

rove transfovmaciie funkeijs K ovo znali da je

2

-1zt
[azo © h(t)dat = 0,
‘ > _ L 1
s sve h, ortosonalno na svim funkcijema f(t+y) na (O,0). 211,100

je 0’ zatveoreno, Lo znadi, na osnovu teoreme o projektovenjy, Are e

s3todi funkeija wl(®) iz Q°, koja ae na intervalu (Q,h) Jodnaln
-iz T
Ve © . .
-1z ¢
_Pokalicmo, sodn, da je m(t) Jednaka Ve O | #ma sve nositivng
’ -i2 T -
b, Tosmetruimo cloment n(t) = m{try) - e © iz Q, pde Jo r onekl

nagli pozitivan brej. Funkecija n{t) se anulira na intervalu (O,b-7),
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. rqy *
-1

-93 za dovalilan wmrlo y, sadrzl interval (C,a). Tosto jo aoem MO0

wonja od jedinice, takav elemenat mora biti nula za svako 1. T

S S
nﬂlﬁ Or:‘ lr:],, _i?‘} 31” , _
O
wn(try) = @ m(t), za 120,
| —izot '
i iz Sinjenice, da e w(h) poklapa sa Ve na (O,bh), wrkljndn-
: -iz
somo da se m{t) polidape sa Ve © na O,b+y). In sled: 3
t 1. 3 :’r Y

cele] pozitivnoj osi. Ali, owo je kontradilkeija, jer Jjo m ) olomoab

LA

orostora vy, so fillsirenim eksponentom, 2 tada kao Sto jo voennnbe oo

L -

elcuwenti iz ) opodagju brze od svakog eksponenta, Sledi, vmorinoolhi

&I

"
(L

(z,) moraju ceneralisati celi prostor. X, a to znadi, rocirin ¢

'r'

n od njih I (z), r = 1,2,...,0 , generisu X', Jednakos® tipa

Rl '|-_'rr
(2.15°) vazi zo svako K ¢
n
(2,15 ) > P.E < GY , 28 T = 1,2,...,0.
b ) b Al B ?
| J=1 J J | |
Redimo jednadinu (2.,15°7) u odnosu na Fj' Determinanta jo von-

1igite od nule, za 2z = 2, tako da imamo

- ~ A#'
(2-16 ) Lj = —A—'“' .

T™ementi detherminonata A, i A su anelitidke funkeije, ormanicone

i

w donjoj polursvni, Sledi de su i same A 1 A4 funkeije 5olororg G-
pa. Osim ﬁcga,gﬁ' nije identidki Jednaka nuli. Dalja rasndivopja

vrde se annlorno kao i u skalernom slucdaju.

Primedba 2.2, liula prostori eliptidkih operatora su nelivivija-
ol Lo, P D ¢

lan primer proshtora vekbtorskid funlkcija invarijantnih u oinoosn po
translacijn na loje je mopzuéa odgovarajuca spelktralna sinvonz,

Primedha 2.5, U opiten slucaju, teorema analogna teoremi 2,0

za funkcije, dije vrednosti pripadaju beskonadnodimenzinnalpnon »ito-—

storu ne vaii. Ledutim, ona vaZzZi u najem beskonadénem ililberiovom

prostoru iy na osnovu dobijenih rezultata u glavi IT 1 11T,



- 112 -

SUULIHICHANILIAT PABPTE 10CTh ABCTPAXTIIOTO. OMLIITHIECIOrO

u .I.J.J."u-

- TITNG BTCPOTO TIOPANKA B T mb“ﬂfﬂozaza IPOCTPAHCTIBE

D pafcTe mocTaUCOLCHA  CIeNYIOHGH Janaua. LA Hojyoc [Q&G})

PG CLIATT I LO0TCH JUCTpauT:oC 21 an;huc CKOG ypapieiuic BTOPOTO IIOPFIKG:

o e .
‘ . du -
(1) RERES R U
| el d
dt° v
.0 MOUGIDHMEIT GRLHEMH . o
~Y A N . ﬁﬁ
(2) | u(G) U, &41.."(.90
Pne Ty HILIAST u(t) wus rnnmﬁepToBa.npoc pchTBa' H, a <I::x11_e-1,_garfQ.-p_;,ﬁ-'B_.;_‘.=
C Z al.
B ﬂaH“Oﬁ nadore TOMICCTBH. paapemeua cnenymuaﬁ M3 TPEX 3anau&i
I. ﬂomaaaqo, 4TO 3ajaua (1) (2) TWCW Lu £ paﬁpemnﬂa H?
- 0 0
TpOCTDAHCTERE H“ = ﬁ(O OO s H ). To;om, c HOMOMLM Teopemu l l rn.II

EIOE{D_EELI-IG‘ i~ITC}' ,ILOCT"L'].O‘CIHO TJELCC‘I#IELTPI’IB&E‘T..: :YpaBHE.’HI’IO

42 * -
-4 Cu = 0,

4t° -
Iowonoo BIIOJIIIC paSPGMHBaGTCH B nepBOM rHaBe.

Ii. oxasano,y uTO pemcﬂwe  u(t)-U(L)u noﬁyrpynna hnacca C

III [oKA3AKO , uTo Imo*a.ec'rﬂo pemednﬁ {u(t)’s MHueeT CBOHCLBO Buy-—a_;

f)f"‘IICIi I{OE‘IHQ.I”TIIDCTFI, 'I' (3. MO,;]\.OT HPI"IMOHIIB&TCH TGOPGI‘IEL | CDPE].I‘MCHCL -

-

- ﬁn*ﬂeﬂema; 31T0 nonaaano T TpeTem rnaBo. L ;;[i

Itamoncn, nqnor?’nm, UTO pepHa Teope 18, :;-.4 bcp:mnra, mm fﬁ;, H'rcu,'ii“-i,

?II&T-IC 1115 I{OLO*)I.IE: JIO;Lf.lT B UGCKOHOHHOMGPIIOM IIPOC.LT?&HCTEQ,_T&

1{8.011

uTO OHa n oﬁmcn cnyqae ne pepHa B GOOKOHEQHOMCDHOH HpochmncTBe.

I.H



- 115 -

Nodio o 15.10,1944 ,zod. u selu Junik, Opéting Dadone, o4l
Fosovo,u siromainoj seoskoj porodici. Osnovnu Slolu zavreiio n radnes
mestu, 8 pimnasiju u Peéi. Diplomirao na temu: "Evadratne Jolnoddae
50 Jednom nzpornatom’ . . |

“kolske pmodine 1965/66 upisao se na Filozofski falnltsh n -
“tini, ne Qdselu za matematiku. Fo zavrsetku prvog stepena pomcriio ]
fakulteta radin koo nastavnik matematike, '

Zatim, “kolske godine 1969/70 nastavio drugi ste?en Pilonoeol -~
skog fakulteta, na Odseku : za matematiku, i isti zavesio 197/1..od.

1 junskom rcku. Od poletka septembra 1971 podeo raditi kao oni toab
matematile no Prirodno-matemstickom fakulﬁetu Univerzitehtna v ol ind

kolske rodine 1974/75 upisso se na postdiplomske stilijo o
ratedri za Imnkcionalnu analizu, Prirodoslovno-matematickos folualbeio,

"
siare

b4

padkog sveudilifta, da bi magistrirao 198l.sodine s Tomoiis

)
A

{
(D

"Diferencijnine JjednediZbe u Lanschovom prostoru "

ﬂprilﬂll?EQ izabran je za predavaéa Hatematidlie analige TIT -
Cdgelow 22 mabkenotiku Irirodno-matemstickog fakulteta u rriliing,
dopunon norme iz batemotike za studente Poljopriveednog folmliobw

Univerziteta osova u Pristini, gde 1 seda radi.
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