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Uveod

Funkcionalni sistem je formalizacija sledecde realne si-
tuacije. Glavni objekt matemati®ke kibernetike je pojam upravlja-
ckog sistema. On predstavlja za sebe neki objekt koji izgraden iz
prostijih objekata kao iz elemenata uz pomo¢ nekih pravila. Bitna
su dva momenta: 1. sta "umeju' da rade elementi, a 3ta sam objekt,
i 2. kako se on materijalno realizuje. Prvi uslovno mozemo nazvatl
funkcionisanjem, a drugi moZzemo uslovno nazvati shemom. Ta dva mo-
menta i odraZavaju pojam funkcionalnog sistema; u funkcioralnom
gsistemu funcija ima'ulogu elementa, a operacije pokazuju, kako se
slozeno konstruise iz prostog (t.j. u ulozi sheme se pojavljuje
term, izgraden iz funkecija uz pomod operacija). U toj interpreta-
ciji shema nas interesuje kao nesto, 3to zadaje funkeije, tj. nas
interesuje kako ona funkcioniSe. Znadi, funkcionalni sistem mozemo
shvatiti kao par (P,Q), gde je P skup funkcija, a Q skup operacija
nad njima.

Za upravl jacke sisteme karjaktristif::na su dva precblema.
Prvi je problem analize, drugi - problem sinteze. Zadatak analize
se sastoji u poimaniu kako funkcionise shema ako je poznat nadin
funkcionisanja njenih delova, a prﬁbiem sinteze se sastojl u toma
da imajuci elemente i znajucdi kako oni funkcionisu, a takode ra-
spolagajuci sa skupam operacija uz pomo¢ kojih gradimo slozeni je
objekte, po zadatom funkcionisanju ustanovljavamo da 1i je moguce

izgraditi odgovarajucu shemu. S pojmom funkcinalnog sistema, f.s.,
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upravo je povezan problem sinteze, Problem izraziveosti, t.j. pro-
blem potpunosti, - to je drugim recima problem sinteze za upra-
v]jajuce sisteme, no prenet na funkecionalne sisteme. Taj prcblem,
kao sto smo ved primetili, aktuelan Je u slucaju kada rec¢ ide o
konstrukciji novih upravljajucih sistema iz zadatih, sistema koJji
poseduju jade da tako kaZemo funkcionisanje od funkcionisanja 2le-
menata. Preciznije. Problem izrazivosti se sastoji u cpisu za dati
skup ¥, McP, svih takvih elemenata iz P koji se dobijaju 1z ¥ uz
pomo¢ operacija iz Q. Specijalan slutaj problema izrazivosti Je
problem _potplmosti. Problem potpunosti se sastoji u opisivanju
svih takvih podskupova ¥ skupa P koji generisu uz pomoc operacija
iz Q &itavo P.

Sadrzajno najinteresantniji su sledeci slutajevi fun-
kcionalnih sistema:

a) kada je Q skup automatnih operacija, a P skup svih
funkcija prebrojivo-znac¢ne logike. Takav funkcionalni sistem se
naziva istinostnim funkcionalnim sistemima, i.f.s.

b) kada je P skup funkcija nad rec¢ima konadne azbuke.
Dolazimo do pojma uzastopnih funkcija, a samim tim i do pojma
uzastopnog funkcionalnog sistema.

Primetimo da je problem izrazivosti i potpunosti kara-
kteristican za "bogate" funkcionalne sisteme. Ipak, pored ova cva
problema postoji celi niz drugih problema za funkcionalne sisteme=.
U primenama, u prvi plan istupaju cesto problemi izra@unavanja i
prebrojavanja. Prakti¢ni probleml se pojavljuju u sluéaju kada le-
va komponenta funkcionalnog sistema vise nije tako bogata. Ona se

moZze sastojati iz skupa konstanti, a teziste se pomera na ilzucava-
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nje desne komponente - operacija na tim konstantama. Tako dolazimo
do sustinski nove situacije: nasa paZnja je usmerena na cperacije
i mi 1zulavamo njihovo ponasSanje na skupu konstanti ili brojeva,
odnosno kodova nekih pojava. Te konstante mogu biti izraZsne na
razne nac¢ine, 111 su to neki simboli, ili su to, $to je veoma Sest
sludaj, rcéi napravl jene od ograni®enog broja simbola.

Jedan od prvih zadataka takvog tipa je prebrojavanje re-
¢i koje pri obradi sa automatskim cperatorima dovode ra®unad u ta-
kozvano zavrsno stanje. Raduna¢ raspoznaje te rec¢i koje poseduju
neko za nas interesantno svojstvo. Pri tome, pretpostavija se da
se u automatu-racunadu odﬁija proces samokontrole i samoobudava-
nja. Sam raduna® kao da iterativno radi sa tim rec¢ima: on uzima
"prvo slove neke reci, gleda na rezultat posle obrade slova i odlu-
cuje ée kako ¢e u daljem radu postupati sa sledesim slovom reci.

Uvezi s tim moZemo pomenuti pionirski rad Klinija u ko-
jem se automat-raéunaé pojavljuje kao klasifikator skupa ulaznih
reci. Konalni automat klasifikuje celu ulaznu polugrupu rec¢i na
odgovarajudu i na neodgovarajudu grupu rec¢i. Problem je nastao u
biologiji i uzrok njegove pojave bio je slededéi. Bilﬁ Je primeceno
da odgovarajud¢i nizovi uzbudenja/ neuzbudenja dovode nervni sistem
u stanje stresa 1li to ne &ine. Znac¢i, u ulozi ulazne polugrupe
pojavlijuju se nizovi ugbudenja/neuzbudenja, u datom slu®aju =za
nerwmi sistem, a u ulozi zavrsnih stanja prelaz u stresno stanje
ili neprelaz. Tadnije, zavrdnim stanjem demo smatrati prelaz u
stanje stresa. Neophodno je bilo videti kako su izgradene rec¢i uz-
budenja/neuzbudenja ulazne polugrupe, to jest rec¢i tipa "da/ ne",

koje dovode nervni sistem u stresno stanje.
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Klini je modelirac tag problem na neuronskoj mrezi i do-
kazao svoju znamenitu teoremu da Je skup regularnih rec¢i, i samo
on, taj skup koji dovodi u stresno stanje neuronsku mrezu. To je
bio velikli rezultat primenjene matematike 530-tih godina, ali je o-
digrac 1 odredenu negativnu ulogu, Jjer Jje na neki na®in stavio
tadku na taj problem: regularni i samo regularni dogadaji dovode
nervnl sistem u stanje stresa. U stvari, pokazalo se da je postav-
ku tog problema mogude prosiriti. Pod ulaznim slovima mozemo shva-
titi ne samo redanje prijatnih i neprijatnih situacija, ved daleko
Siri krug dogadaja. Nggfﬂimer, takvim slovima moguce je kodirati
slike 1 lavirinte. Tako néﬁrimer, u sludaju lavirinata imamo isti
takav problem: kada automat-racuna¢ iterativno racdec¢i nad ulaznim
re¢ima s takvom interpretacijom kao Sto je lavirint, prelazi u za-
vréno stanje, t.j. prihvata svaku ¢&eliju lavirinta, koja je slovo
ulazne re¢i, t.j. dolazi do nje. U terminima Klini neke opise talk-
vih rec¢i, t.J). odgovarajucih lavirinata imamo. U gecmetriskim ter-
minima mi ne shvatamo kako su napravl jene ulazne rec¢i koje su ko-
dovi lavirinata koje obilazi dati automat. U vezi s tim bice i
problem postojanja automata-radunada koji obilazi sve lavirinte,
t.j. sve ulazne rec¢i s takvom interpretacijom kao sSto je lavi-
rint.

U jednom od glavnih problema danas, pri prilazu, kada mi
hodemo izufavati operacije, dobija se model u kome je levi deo
funkcionalnog sistema degenerisan, néprimer, to je skhup konstanti,
kao 3to smo primetili, uzetih u vidu-reéi u nekoj konadnoj azbuct,
a desni deo, naprimer, konatni sistem racdunaca, svaki od kojih ¢e

raditi s tim recima iterativno. Njihov rad &e odgovarati kretanju
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automata u ravni po lavirintima, &iji kodovi su date resi,

Problem ima mnogo sadrzajnih interpretacija. To je, na-
primer, problem konstrukcije robota sa ograni®enim megucncstima
kretanja. Imamo naselje u &ije kude robot ne moZe uéi, a njegov
zadatak se sastoji u tome da iz zarafenog kvarta iznese sve po-
stradale. On mora obic¢i sve ulice zaraZzenog kvarta i saopstiti na
centralni pult da je zadatak izvr3en: da je on obigao ~ceoc kvart i
pokupio sve postradale.

To moze biti slucdaj, kada robot-ploter sa autoncmnim
upravl janjem mora resiti takav zadatak: naneti na sliku odgovara-
Juc¢i crtez. Nacrtati, naprimer, shemu koja ¢e biti realizovana u
vidu ¢ipa za racunsku masinu. To Je automat, koji mora prosto re-
8itl problem poklapanja realne slike sa tom koja bi trebala biti,
tJ. on uporeduje istiniti dokument sa predlozenim.

U vezi s tim vazno je ispitivati funkcionalni sistem bas
u drugom aspektu - aspektu analize ra®unskih mogudnosti automata-
~-racdunada. Na takav nadin mi imamo dva gledi3ta na funkcionalni
sistem. U prvom slucaju mi imamo bogate leve delove i proizvoljre
desne delove 1 izudavamo kako bogats£v0 levih delova utide na pro-
blem izrazivosti u funkcionalnom sistemu pri dovoljnc siromasnim u
odnosu na levi deo desnim delom, a moZe biti takode obogadenim
desnim delom. Drugim rec¢ima, izu®avamo uzajamni odnos leve i desne
strane, to jJafajuci levu, a siromaseéi desnu, ili obrnuto. Ali, u-
glavnom, drzimo levi deo dovoljno bogatim.

U drugom slucaju mi svesno slabimo levi'deo-i_ljjpotpu-
nosti se prebacujemo na ispitivanje mogucdnosti desnog dela. A levi

deo, iako osiromasen, ima vaZnu praktiénu interpretaci ju.



Nastala dva modela su u odredenom smislu polarna. U
prvom sludaju mozemo imati veoma mocne klase funkcija u levem delu
funkciénalnog sistema, naprimer, klasu funkeija prebrojivo-znalne
logike (sa sadrzajne tacke gledista bogatiju klasu u matematic:,
izgleda, nema smisla posmatratilu takom Sirckom aspektu)}, a u dru-
gom sludaju levi deo sustinski osiromasujemo, to su samo kenstante
regularno obrazovane, prosto, obrazovane. To su kona®na slova u
konaé¢noj azbuci, a desni deo je automatski, najprostiji medu upra-
vljackim sistemima, medu tima, kojima je dozvoljeno imati neko
vreme za razmigljanje i neku ograni®enu pamet {to je najprostiji
objekat u kibernetici s ogranicenom pamecu). A prvi objekat je,
grani®no sirok po levoj komponenti i suZen po desnoj, no takode
dirok, jer razmisljanja u opstem sludaju mogu biti beskonadna, jer
iako je shema automatska azbuke su beskonacne. Na taj na¢in, izu-
davaju se dve polarne pojave za funkcionalne sisteme na dva osnov-
na modelna cobjekta: prebrojivo-znadna logika s automatskim opera-
cijama zatvaranja i model konadnih red¢i nad kona¢nom azbukom s ko-
nactnim automatskim operaciljama.

Osnovni rezultati ovog rada sastoje se u slededem.,

U prvom delu rada izudava se 1i.f.s. (PN,QCB}, odnosno
par (PN,JCE), gde Jje Qcp - skup svih slobodnih operacija, P,’v’ -
skup svih funkcija prebrojivoznadne logike, a J.p - operator aA-za-
tvaranja JQCB. Poznato je [1] da je svaki 1.f.s. oblika {PAchaJr
a medu njima i (PNcha)r kona¢no generisan, i da se klase J.g{d) 1
Mec poklapaju; Y. je klasa svih kvaziselelttornih funkeija. Na ta)
nadin, par (P#’JCB) je pravilan, t.j. kao kriterijalni sistem za

par (P, ,Jcp) moZemo uzeti skup svih predpotpunih klasa. U vezi sa
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ovim, u radu je pokazanc da per {Percs) ima tadno Zﬁ‘ predpotyu-
nih klasa. Takcde se istrazuju neka svojstva resetie svih zatvore-
nih skupova u {PN,QCB}. Pokazuje se da Jje Sirina i vieina te re-
getke Jjednaka 2R‘ , a isto tako da se svakc parcijalno uredenje
(L,<) takvo da je |L|<R, mocze izomorfno potopiti u tu resethu. Da-
lje se pokazuje da u (PN,JCB) vazi da svi kriterijalmi sistem:
koji prepoznaju svojstvo da 1i je neka funkecija jedne promenljive
Saferova ili ne imaju mo¢ jedrnaku kontinumu. Opisuje se klasa svih
Seferovih funkecija jedne promenljive i pokazuje se da u (Py,JCB)
za svaki prirodan broj k postoji kontimum razlicitih baza modi K.
U radu se dalje razmatraju rekurzivne funkeije 1 odgovarajuci slo-
bodni operatori, kod kojih su skupovi zavrsnih stanja rekurzivni.
Ustanovljava se algoritamska nerazreSivcst problema potpuncsti za
podskup od PN’ kontinualnost skupa predpotpunih klasa i1 formulisu
se odgovarajuca analogna svojstva za rééetku zatvorenih klasa tog
i.f.s. Osim toga, pokazuje se algoritamska nerazredjivost svojstva
da 1i je funkecija jedne promenljive Seferova ili ne, i dokazuje se
fakt da je skup indeksa svih Seferovih funkcija jedne promenljive
produktivan.

U drugom delu rada uvodi se pojam sistema interagujicih
regularnih pesaka i p-lavirinta i izutava se problem postojanja
wnmiverzalnog sistema automata, tj.sistema koji cbilazi sve lavi-
rinte. Dat je elementaran, bitno skraden i konstruktivan dokaz po-
znate &injenice da za konacan sistem automata postoji univerzalna
klopka. Za automate sa malim brojem stanja bpisane su njihotve mo-
gutnosti prebrojavanja. Osim toga, izuden je problem obilaska la-

virinata sistemima automata i konstruktivno je dokazano da postoji



=11

sistem od dva automata, a isto tako sistem koji se sastoji od jed-
nog automata i dva kamena, koji obilazi proizvoljar rawvni laviri-
nat. Posebno se izudava problem obilaska beskonaénih lavirinata
pomocu automata i1 Konstruktivno, za razliku od ve# postojecez do-
kaza, 1 pregledno se utvrduje ranije poznati fakt pestojanja si-
stema, kojl se sastoji iz automata i 7 kamenova, koji chilazi sve
kona¢ne 1 beskona¢ne lavirinte.

Napominjem da su rezultati ovog rada izlcZzeni na semina-
rima Teorija automata (pod rukovodstvom V.B.Kudrjavceva) i Matema-
ti¢cki problemi iz kibernetike (pcd rukovodstvom S.V.Jablcnskog)
Moskovskog drzavnog univerziteta, a isto tako na Seminaru iz alge-

bre 1 logike u Institutu matematike, Novosibirsk.

{niverzitel n Beogradu
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Glava 1.

Neki osnovni pojmovi teorije funkcionalnih sistema

U ovoj glavi dademo neke fundamentalne pojmove teorije
funkcionalnih sistema i osnovne rezultate koji se odnose na te

pojmove [1], na koje <¢emo se pozivati u daljem radu.

1. Pojam istinitosnog funkcionainog sistema

Uvesc¢emo jedan od osnovnih pojmova - pojam istinitosnog
funkcionalnog sistema, i.f.s., koji predstavlja par (¥,0), gde
je M - neki skup funkcija, a - neki skup operacija nad fun-
kcijama iz ¥ sa vrednostima u A.

Prvo d¢emo razmotriti pojmove: <cheme, mreZe 1 logicke
mreze, 1 pokazati kako ti pojmovi dovode do pejma operacije nad
funkcijama.

Za definisanje pojma sheme 1 logiske mreze potrebni su
nam pomodni pojmovi elementa i sheme. Mi ¢emo razmatrati ele-
mente dva tipa: elementi F, (n=1,2,...) i element G (élementi
tipa F i tipa ¢ redom). Skup tih elemenata oznaCimo sa £. Ele-
ment F, ima n ulaza i jedan izlaz, a element G ima jedan ulaz 1
jedan izlaz. Pretposgtavlja se da =su glazi elementa tipa F ure-
deni sleva na desno. Iz elemenata, d¢emo graditi éheme { sheme

nad E), pri &emu jedan te isti elemenat moze biti koriscen pri



gradnji sheme vise puta. Shema se definise na sledeci nacin.

1. Svaki element Jje shema. Ulazi i izlazi tih shema su
redom ulazi i izlazi odgovarajuc¢ih elemenata.

2. Neka je data shema S sa nekim brojem ulaza i izlaza.
Izdvojmo u njoj kao nove izlaze neki prazan podskup izlaza she-
me S. Dobijamo shemu kod koje su ulazi svi ulazi sheme S, a
skup 1zlaza se podudara sa izdvojenim skupom.

3. Neka su date sheme S, i S,, koje nemaju opstih izlaza,
ulaza i elemenata. Shema S, kod koje su ulazi svi ulazi shema
S, 1 S,, a izlazi - svi izlazi shema S; 1 S, se naziva sumom
shema S, 1 S,.

4, Neka je data shema S. Slepic¢emo proizvoljna dva ulaza
ove sheﬁe, pri tome, uopsteno reteno, svaki od ulaza moze biti
slepljen i sam sa sobom. Kao rezultat dobijamo shemu s’ , kod
koje su ulazi svi ulazi sheme S razli&iti ot slepljenih, i bilo
koji (po izboru) iz slepjenih ulaza, a izlazi -~ izlazi sheme S.
Kaze se u tom siudaju, da je shema s dobijena 1z sheme S pomo-
¢u operacije lepljenja ulaza.

5. Neka su date sheme S, 1 §,, kﬁje nemaju opstih ulaza,
izlaza i elemenata. Slepimo proizveljni ulaz sheme S, sa proiz-
voljnim izlazom sheme S,. U rezultatu dobijamo shemu S, kod ko-
Jje su ulazi svi ulazi shema S, i S,, osim tog ulaza sheme S,,
koji je bic slepljen sa izlazom sheme S,, a izlazi - svi 1zlazi
shema S, 1 S,. Recdicdemo da je shema S dobijena iz shema S, 1 S,
pomocu operaci je zamene sheme S, u shemi S,.

6. Neka je data shema S, koja ima ne manje od dva ulaza.

Neka Je neki njen ulaz (slutaj a) ili izlaz {sludaj b) istovre-



meno ulaz, odnosno izlaz samo elemenata tipa G. Tada:

a) lepljenjem proizvoljnog izlaza sheme S sa uoCenim ula-

zom, dobijamo novu shemu S’;

b) lepljenjem proizvoljnog ulaza sheme S sa uoenim izla-

zom, dobijamo novu shemu S .

Ulazi shema S’ 1 S” su svi ulazi sheme S, osim slepl jenog

sa izlazom, a izlazi - svi izlazi sheme S, KazZemo da su sheme

-

s is dobi jene iz sheme S pomodu operacije cobratne sprege.

Ubuduce posmatrademo sheme koje imaju samo jedan izlaz,
Skup svih takvih shema nad E oznac¢imo sa $(£).

Mo¢ proizvoljnog skupa X ozna¢imo sa |X|. Neka je 4 neki
beskonat¢an ili konaCan skup koji sadrzi barem dva elementa 1
Uzs{u,,Us,.+.,U,,..+} azbuka promenljivih u,, koje uzimaju vred-
nosti iz A. Oznadimo sa Plj’l skup svih funkei ja f{uii,uiz,...

o

...,uin) s& vrednostima u A, gde je i;<ij, pri ,j<j' ;_ 1¢j,J <n;
n=1,2,... Te funkcije su preslikavanjz vida r:474, gde je
A“:AiixAizx... caoxds Aij=A, i zovu se ponekad funkcijama [A]
—-zna¢dne logike. Da bi smo izbegli slozena oznadavanja indeksa
promenl jivih, mi ¢emo upotrebiti u ulozi metacznaka simbole x,
¥:Zy+...; 8 takodje te simbole s indeksima. Na taj nac¢in, zapis
f{(x4:X5s..-,%X,) se shvata kao zapis funkcije iz P.«i’ koja zavisi
od promenljivih Ug 2Uy peeesly pri datom gore svojstvu nji-
hovih indeksa. Govoridemo da funkcija f{x,,Xo,cvesXiseeesXp)
sustinski =zavisi od promenljivih x;, ako postoje takve niske

F

(21582740 -385100.5a,) 1 (@4,85,..+585.7y @31@44q1+++d,), da Je

rJ

ai#ai 1 f‘ﬂl,&z: -9 ,Bi’ " c,&n)#f(&irﬂz, L ,ai_ilailal+1’ - b -an)'

Promenljiva x; u tom sludaju se naziva sustinskom za funkciju



f. Promenljiva koja nije sustinska se naziva fiktivnom. Da bi
smo ukazali ¢injenicu da mi imamo dve razne oznake g(yar«s.,¥yn)

i h{Z4y...,2,) za istu funkciju f(x,,...,x,) KoristiCemo znak

jednakosti =, to jest pisacdemo g{y,,...,¥q)=h{(24,...42,). Ozna-

&imo sa 3“:(&11,&12,...,&1 ) proizvoljni elemenat iz A" i sa
n

n ¥ . v . k_—i . f-in - . . .

(4')  skup svih red¢i oblika a*=a%aj...ay, t.J. konac¢nih nizova

: ) i X
duzine k u azbuci i™. Poneckad ¢emo kao zapis reci a® iz (47)

koristiti oznaku ak=zan(1)an(2)...a"(k).

Neka je F_ elemenat iz E. Numerisimo na neki nac¢in s raz-
nim brojevima il,iz,...,in njegove ulaze {(ovde je i‘_.j broj j-tog
ulaza elementa F_). Neka je f{ui1’uiz""’uin} funkcija iz PA'
Smatracemo nju pripisanu elementu F_ sa datom numeracijom ula-
za. U tom slu¢aju kaZze se da elemenat F, sa datom numeracijom
ulaza realizuje funkciju f i interpretira se to na sleded¢i na-
¢in. Uvodl se parametar t, koji se naziva vremenom. Pretposta-
vlja se da t uzima redom vrednosti 1,2,..., a "rad” elementa F_
se odvija u tim momentima. Smatra se da se ulazi 1 izlazi ele-
menata mogu nalaziti u nekim stanjima, koja u ukupnosti odre-
duju skup A. Ako se ulazi elemenata, s obzirom na numeracilju, u

momentu t nalaze u stanjima a; ,a , to izlaz elementa

1’ 13’

2 n

u tom momentu se nalazi u stanju f(aii,aiz,... ...,ain). Eleme-
nat tipa G "radi” u istim tim momentima i stanje b(t+1} njego-
vog izlaza u momentu t+l se poklapa sa stanjem a(t) njegovog
ulaza u momentu t, t.Jj. b{t+l)=a(t). U prvi momenat izlazu ele-
menta tipa G se pripisuje neko po&etno stange b{(1l), kojge

ucpstenoc refeno zavisi od elementa G kojli se posmatra. KaZe se

da u tom sludaju elemenat tipa G realizu)e operator jediniéne



zadrske.

Posmatrajmo sada proizvoljnu shemu S sa n ulaza. Pripisi-
mo na nekili nadin njenim ulazima promenljive uia’uiz""’uin’
gde jge ij<iJf pri j<j: a ulaze elemenata sheme S numerisimo na
nekl gore dati na¢in. Smatrademo, da su elementima iz kojih je
izgradena shema dodeljeni gore opisani operatori. "Rad" sheme S
se odvija u istim momentima t=1, 2,..., 1 sastoji se u slede-
¢em. Pretpostavlja se da se u datim momentima svaki ulaz i iz~
laz svakog elementa sheme moZze nalaziti u nekim stanjima, pri
¢emu slepljeni ulazi, a takode slepljeni izlazi i ulazi se na-
laze u odgovarajuc¢im jednakim stanjima. Smatra se da se u mo-
mentima 1,2,..., na ulazima sheme pojavljuju redom slova neke
rec¢i iz (A")*. U skladu sa zakonima funkcionisanja elemenata
sheme 18 obzirém na.to da su izlazi elemenata tipa G vec¢ defi-
nisani, davanje na ulaz sheme slova a™(1) odredice stanje svih
ulaza i izlaza svakog elementa sheme S u momentu t=1, a tim
samim 1 stanja svih izlaza elemenata tipa G u momentu t=2. Po-
java slova a7({2) u sledecem momentu dovodi do situacije koja je
analogna posmatranoj i.t.d. Na taj natin, izlaz svakog elementa
sheme S c¢e redom prolaziti neka stanja. Opisana "prerada’ reci
ak iz (A")* uz pomoe¢ sheme S i niza stanja, koja uzimaju izlazi
svakog elementa sheme S, se zove funkcionisanje sheme S, a sama
shema, ¢&ije funkcionisanje smo, upravo, definisali se zove lo-
g£idka mreza (l.m.).

Neka l.m. S ima n ulaza, kojima su pripisane promenljive
ui:’ui:"”‘uin’ 19€i4” pri l<l; 1 ukupno m elemenata tipa &

ili tipa F, €iji su izlazi numerisani brojevima Jasdasseerdme



Je<Jp” Ppri r<r’; m>1.

Izdvojmo u skupu AjixAjax...xAJn neki podskup Q, &ije
elemente nazovimo zavrénim stanjima, i posmatrajmo neku funkeci-
Ju f(uia’uiz""'uin) iz P, - Kazemo da l.m. S izradunava u od-
nosu na Q funkeciju f u tadki {ail,aiz,...,ain), ako su ispunje-
ni sledec¢i uslovi: |

1) postoji takvo kd1 da se pri preradi rec¢i ak=3@n(1)
an(2)...ank), gde je 3“(1):(&11,312,...,ain), 121,2,000 .oo,k,

izlazi elemenata l.m. S nadu u momentu k u stanjima koja obra-
zuju nisku (qji,qu,...,qdm) kKoja pripada Q;

2) izlaz l.m. S u momentu k je f{ail,aiz,...,ain};

3) pri k>1, za svako 1 takvo da je 1<k, pri preradi reci
a?=zn(1)a"n(2)...27(1), gde je &'“(r):(ail,aiz,...,ain), r=1,2,
cv.3l, izlazi elemenata l.m. S ¢e se naci u momentu 1 u sta-
njima koja obrazuju nisku (q}l,qu,...,q;m), koja ne pripada Q.

Re¢icdemo da l.m. S izradumava u odnosu na Q@ funkciju f,
ako l.m. S izradunava u odnosu na Q@ funkciju f u svakoj tacki.
Radi kratkode u daljem izlaganju ¢emo izraz "u odnosu na"” pone-
kad ispustati. Na taj na¢in, 1.m. S se pojavljuje u ulozi radcu-
na¢a funkei je.

Primetimo da jedna te ista shema S moZze zadavati razlidi-
te racunade, ako pretpostavimo mogudim variranje pripisivanja:
(1) razli¢itih promenljivih ulazima sheme, (2) razli¢itih bro-
jeva ulazima sheme (3) razlic¢itih funkcija iz PA elementima
sheme, (4) potetnih stanja njenim elementima tipa G, a takode
{5) izdvajanje skupa Q zavrsnih stanja.

Neka su u shemi S ulazima pripisane neke promenljive, nu-



merisani ulazi njenih elemenata, nekim elementima tipa £, a ta-
kode svim elementima tipa & dodeljeni su odgovarajuci operato-
ri, data su poCetna stanja elemenata tipa G i fiksiran je shup
Q zavrsnih stanja. Dobijeni objekat nazivamc mrezom S. Neka

elementima tipa F, oznadenim sa Fil,Fiz,...,Fi y nisu pripisani
m

odgovarajucli operatori. Pretpostavljajuci da je tim elementima

moguce dodeljivanje svake funkcije iz P, od odgovarajucih pro-

A
menljivih, moZzemo smatrati da mreza S zadaje neku parcijalnu
operaci ju w:(PA)iix(PA)izx...x(PA}im-..PA, koja J= definisana na

slede¢i nac¢in. Neka su elementima F; ,F.

r++esF;  dodeljene od-
1 2 m

govarajucde funkcije fiz’fiz" : .,fim; tada se shema S moze raz-
matrati kao l.m., t.j. racuna® neke funkcije iz PA. Ako takva
funkcija f iz PA_posto,ji, to se ona proglasava vrednosdcu m(fii,
fiz,...,fim), u proti;vncm, vrednost w“‘i;’f’iz"”’fim).se sma-
tra nedefinisanom. Operacija w, zadata mrezom S, kod koje ni-
kakvom elementu tipa F nije pripisana neka fiksirana funkei ja,
se naziva slobodnom operacijom; dati elementi mreze S, a takode
mreza S se, takode, nazivaju slobodnima. Operacije, mreze i
elementi kojl nisu slobodni nazivaju se povezanima. Operacije
zadate mrezama koje ili ne sadrze elemenat tipa F, ili kod ko-
Jih su elementi tipa F povezani nazivaju se konstantama.

Skup svih mreZa koje se dobijaju iz skupa ®(F), Uz pomoé
odgovarajucCeg pripisivanja promenljivih ulazima mreza, numera-
cije ulaza njenih elemenata, dodeljivanja funkcija iz PA ele-
mentima tipa F, izbora podetnih stanja elemenata tipa G i fi-

ksacije skupa zavrsnih stanja, oznadimo sa $(E,PA). Skup svih

operacija nad funkcijama, zadatim uz pomo¢ mreza iz skupa A,
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.\-’Efa{E,PA), oznacimo sa SYN). Neka je McP,, Mzd i fk_:Q(ﬁtE,Pq)},

A,
¥d; par (4,Q2) se naziva istinosnim funkcionalnim sistemom, 1i.

f.s., ako se pri primeni operatora w iz Q na elemente iz ¥ do-

bijaju elementi iz M.

2. Sistemi 1 operatori zatvaranja. Operator A-

zatvaranja. Problem potpunosti za i.f.s.

Neka je M proizvoljan skup 1 a(M skup svih nj)egovih pod-
skupova. Podskupove od @(I) nazivacdemo sistemima podskurova
skupa M. Sistem € podskupova skupa X se naziva sistemom zatva-
ranja ako: (1) Xe€ i (2) sistem € je zatvoren u odnosu na pre-
sek, t.g. NDeC za sve;ki podsistem 3xC.

Uvedimo sada pojam operatora zatvaranja na skupu, koji je
ekvivalentan pojmu sistema zatvaranja. Operator zatvaranja na
skupu Y Jje preslikavanje J skupa 3{(M) u sebe, koje ima sledeca
svojstva:

1) Ako je AcB, to je J(4)=J(B),
2} AcJ{(A),
3) JJ(A)=J(4)
za sve A,Bea(i).
Dokazuje se sgledeéa teorema,

Teorema 2.1. [2] Svaki sistem zatvaranja € na skupu # de-

finise operator zatvaranja J na M tako sto je
J(A) = N {ReC|AcB}.

Obratno, svaki operator zatvaranja J na M odreduje sistem za-



tvaranja

E={AcX|J(A)=A)
i tako dobijena korespodencija Gw-oJ izmedu sistema zatvaranja i
operatora zatvaranja uzajamno je Jednoznacna.

Elementi sistema € se nazivaju zatvorenim skupovima skupa
Mm, a J(A) se naziva zatvaranjem skupa A u M (jasno je da iz de-
finicije operatora J sledi da je J{4) zatvoren).

Neka je M neki neprazan skup i J neki operator zatvaranja
na tom skupu. U daljem izlaganju ¢e objekt nasSeg izucavanja bi-
ti par (M,J). Neka je MW, , <l M, Jje izrazivo preko M, u (I,J)
ako je McJ(M, ). Problem izrazivosti za (R,J) se sastoji u opi-
sivanju svih takvih parova (@, ,®,) za koje je M, izrazivoe preko
®, . Problem izrazivosti za klasu svih parova (M ,J), takvih da
Jje m'_cm i J(m )=m ,' pri pretpostavei da je u parovima oblika
(?,,M,) ispunjeno J(W, )=, i MeM,, ekvivalentan je problemu
potpunosti za parove.(m’,.f ), koji se sastoji u sledec¢em. Pod-
skup m skupa M se zove potpunim u (R,J) (ponekad radi kratkoce
samo "potpunim”), ako je J{M }=m. Problem potpunosti se sastoji
u opisivanju svih podskupova m potpunih u (M, J). Je;:lan od o~
snovnih prilaza res3enju problema potpunosti sastoji se u dobi-
janju kriterijuma potpunosti u terminima tzv. predpotpunih kla-
sa [3]. U tom prilazu jedan od osnovnih pojmova je pojam krite-
rijalnog sistema. Neka je €(M) sistem svih zatvorenih podsklipo—
va skupa WM. Jasno je da je C(M)zp. Podskup &, KE(M), se zove
kriterijalnim sistemom ako je svaki slmp'm’ ; m'gm, potpun tada
i samo tada, keda za sveko R, Tef, nije ispunjeno da je M ¢R.

Primer Kriterijalnog sistema je, o&ito, skup €(W)\{I}}. Isto ta-
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ko, Jjasno je, da ako je 8 kriterijalni sistem i za neke njegove
elemente N, 1 R, vazi ?<R,, to skup &\ {R,} obrazuje takode
kriterijalni sistem. Ako pri trazenju potpunih skupova izabere-
mo kao osnovni instrument kriterijalni sistem, to je prirodno
zahtevati, da on ne sadrzi i suviSne elemente, t.j. da bude
gveden. Struktura kriterijalnog sistema sa te tacke gledista
moze biti tadnije odredena. Kaze se da je zatvoreni skup ﬂf,
M eS(M), R *M, predpotpuna klasa u (®,J) (ili prosto predpot-
puna klasa), ako za svaki elemenat @ takav da je mEMRN , vazi
J(!]'EJU {m} )=M. Nije tedko videti, da ako je € kriterijalni sis-
tem, to se svaka predpotpuna klasa sadrzi u &; tim samim krite-
rijalni sistem se moze predstaviti u obliku K=&, U(&\&, ), gde Jje
g€, skup svih predpotpunih klasa. Pri tome, ogranicavajuci se po
mogucnosti na “svedene” kriterijalne sisteme mozemo, ocito,
pretpostaviti da se u drugom sabirku &\&,, koji oznac¢imo sa &,
ne nalaze svi takvi elementi iz R koji su podskupovi predpotpu-
nih klasa. U opstem slu¢aju konstrukcija odgovarajudih primera
[3] pokazuje da se moze realizovati svaka od sledecih logiekih
mogucnosti: &, #2¢ 1 &,=¢; K, #2¢ i &,#¢; &= i &, #P; &,=0 i &,=9.
Poslednja mogudnost je ispunjena, o®ito, u tom slucaju, kada je
u (}J) potpun prazan skup. Takode se mozemo lako uveriti, da u
slutaju, kada je &,2¢, za svaki elemenat T iz &,, postoji u g,
takav elemenat T , da Jje TR . Odavde, o¢ito, sledi da u datom
sluctaju uvek postoji takav podskup & skupa & koji sam obrazuje
kriterijalni sistem. Na taj na¢in, uvodenje pojma svedenog kri-
terijalnog sistema, kao sistema koji ne sadrzi prave podsisteme

koji su kriterijalni, dovodi do toga, da ako postoji svedeni
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kriterijalni sistem, to Jje on jednoznad¢no odreden 1, u slucaju
kada nije prazan, sastoji se od svih predpotpunih klasa. O2ito
je uslov postojanja nepraznog svedenog kriterijalnog sistema za
par (Mm,J) ekvivalentan uslovu da se svaki zatvoren skup razli-
it od M sadrzi u nekoj predpotpunoj klasi para (®,J). Oznac¢imo
za (M,J) svojstva postojanja nepraznog svedenog Kkriterijalnog
sistema, mogucnosti smesStanja svake zatvorene klase M < u neku
predpotpunu klasu i, to da je skup &, prazan i u isto vreme
skup &, neprazan, redom sa A, B i C. Dolazimo do istinitosti
sledecdeg tvrdenja.

Tvrdenje 2.1. Za par (®,J) svojstva A, B i C su ekviva-
lentna i pri ispunjenu svakog od njih skup m’gm Je potpun u
(M,J) tada i samo tada, kada on nije podskup nijedne predpot-
pune klase u (W,J). -

Zbog tvrdenja 2.1 problem potpunosti za par (®,J) koji
poseduje svojstva A, B 1 C postaje u odredenom smislu ekviva-
lentan trazenju svih predpotpunih klasa u (I},J). KaZe se da je
par (W,J) pravilan, ako on poseduje svojstva A, B i C. Rec¢icemo
da se u paru (WM,J)} skup M generise podskupom -m’_c_m, ako Jje
J(m’)ﬁﬂi. U slucaju, kada Jje m kona®an, govore da Je M ili
(In,J) kona®no generisan. Operator zatvaranja J na skupu I Je
algebarski ako za svako % i mem, iz meJ(%X) sledi da je
meJ{%,) za neki konaCan podskup ¥, skupa Z. Sistem zatvaranja
je algebarski ako i samo ako je odgovarajuéi operatof zatvara-
nja algebarski. MoZzemo pokazati da vazi sledeca teorema [2].

Teorema 2.2. Neka je € algebarski sistem zatvaranja u M,

i neka su %,,%,,% takvi podskupovi skupa Mda je Y& i YN ¥,=
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=%¥,. Tada € sadrzi element 3 koji je maksimalan u € u odnosu na
svojstva 3, 3 N £,=%,.

Iz ove teoreme direktno sledi sledece tivrdenje.

Tvrdenije 2.2. Konadno generisani par (W,J), kcd koga je

J{(¢)#*M, je pravilan.
Ako sad i.f.s. (PA’Q) posmatramo kao parcijalnu algebru,

to s njim na prirodan nadin mozZemo pnvezivati operator J o’ koji

preslikava skup P 4 U sebe. Ovaj operator se definise na sledecdi

nac¢in. Neka je .-*IEP%. Uvedimo po indukciji skupove #,, 1=1,2,...

Uzmimo da Je ¥=%, a Mg,, Jednako skupu svih takvih funkecija £
iz F’f11 koje 1li pripadaju 4, ili za koje postoje takve operaci-

O(F3,f 210 02f4)=f. Tada je J ()= U ¥p. Nije tedko uveriti se,
. 0=0C

da je (1) ;‘IEIQ(M), (12) JQ(JQ(H))zJ () 1 (3} ako Je M cM,. to

2

Je JQ(Hz)EfQ(?f;)' Na taj nac¢in, J_ je operator zatvaranja i zo-

Q

ve se ponekad automatnim zatvaranjem ili kratko a-zatvaranjem

Operator J_. ima vaznu ulogu pri izucavanju f.s.

Q
Nije tesko videti, da je u svakom i.f.s. (¥,Q) operator
JQ algebarski. Po&to ¢e nas interesovati i.f.s., prije svega, s

tacke gledista delovanja u njima operatora J moZemo sve poj-

o
move koje smo gore uveli za par (H,JQ) wnvest: i za i.f.s.
(M,Q2). Tada iz tvrdenja 2.2 direktno éledi sledece tvrdenje.
Posledica 2.1. Konatno generisan i.f.s. (#,0), za koji je
Jn(q;)#f, Je pravilan.
U daljem izlaganju de nas najvide interesovati "problem

potpunosti”™ za i.f.s. (¥,Q). U kontekstu sa vec¢ datim, taj pro-

blem shvaticemo, kao problem potpunosti za par {‘*I,JQ). Osnovni
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objekt nasih istrazivanja e biti i.f.s. (P,,Q(Ncg)), gde je

N-p skup svih slobodnih mreza iz (E,P,), a N skup svih nenega-

A

tivnih celih brojeva.

3. Neka svojstva A-zatvaranja

Oscbenosti resenja problema potpunosti za 1.f.s. (#,Q)
zavise kako od svojstva skupa M, tako i od klase operacija Q.
Oznad¢imo sa 1{: i I{A redom klase svih algebarskih zatvaranga 1
automatskih zatvaranja na P A" Vazi sledede tvrdenje

Teorema 3.1.{1] Klase K: i K se podudaraju.

Ta teorema pokazuje da, neobaziruc¢i se na dojam da su
operacilje defini:sane‘mrezama dosta jednostavne, generisani nji-
ma operatori A-zatvaranja obrazu,ju tako mo¢nu klasu, kao sto Jje
klasa svih algebarskih zatvaranja. Samim tim, pri resavanju
problema izrazivosti i potpunosti za i.f.s. u punoj meri se po-
Jjavljuju svi ti problemi koji su prisutni i u slucaju algebar-
skih operatora zatvaranja.

Dopunsku karakteristiku radunskih mogu¢nosti mreza daje i
to kakve se funkcije iz P. mogu "izradunati” uz pomo¢ slobodnih

4

mreza, t.j. od kakvih funkcija se sastoji klasa J_, (D).
(Ncp)

Funkcija. f(X44X2,...,X,) 1z PA Je kvaziselektorna ako postoji
takav kona¢an podskup At.gA i takvo i, 1<i<n, da je 2za svaku
nisku (a,,85y «.¢183.4:133:83441+-+:32,) ispunjen barem jedan od

sledecih uslova: (@3,83) 0005832018358 3401+:185)€4, ili

(81,805 ++038429)83:845491-18p)=a;. Ako funkcija f uzima pri
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tome beskonadno vrednosti, to. se uodena promenljiva naziva
indikatornom. O¢ito da kvaziselektorna funkcija nema fise od
jedne indikatorne promenljive. Skup Af kvaziselektorne funkcije
f se naziva njenim sobstvenim skupom. Klasu svih kvaziselektor-
nih funkcija ozna¢imo sa #gc. Nije tesko videti, da pri [4] (g,
vazi da je P 4“Mkc+ Imamo sledec¢a tvrdenja.

() i Mpc se podudaraju.

Teorema 3.2.[1] Klase JQ(NCB,

Posledica 3.1.[1] Jednakost J )=P, vazl tada 1 sa-

a¥eg) P Fa

mo tada, kada je |A[<Rq.
Dalje mozemo pokazati da vazi sledede tvrdenje.

Tvrdenje 3.1.[1] I f s. (PA,Q(NCB)) Jje konacdno Zeneri-

san.
Dokaz. Pokazimo da je J({s})= 4 gde je s{x)=x+1; odavde

¢e slediti dato tvrdenje. Uzmimo mrezu S datu na sl.!. U njoj

_x_:_l_ R _}_f_“ _______ elementu F je dodeljena funkcija
|s. Neka je f(X4s+++1%p)€P, 1 fun-

Gﬂ. Gn
F i keija f nije konstanta; pretposta-
vimo da su u S podetna stanja iz-

- TGn-l-:I.

G4z T laza elemenata G .4y Gpae2 1 Gpaeo
Gpesn l Jjednaka 0. Ocigledno, postojace
Sl.1. niska (a,,...,2,) takva da je

f(ai,...,aﬁ)#O. Uzmimo da su po¢etna stanja izlaza elemenata
Gy, 3=1,2,...,n, jednaka a;. Izaberimo, kao skup Q za S, skup
svih niskl (@3:92+:++19n1Tne1:9n+2:9n+3:Tn+4)» 8de Je gq; stanje
izlaza elementa G;, i=1,2,...,n+3, a qn;.., stanje izlaza elemen-

ta F, takvih da je f{(g4,92,++-:9,)5qn+3+ Nije tesko videti, da
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mreza S izradunava funkciju f. Posto saglasno sa teoremom 3.2.

sve konstante leze u JQ(NCH)((IJ), to je JQ(NCB)([S”:PN'D



Glava 2.

O redetki zatvorenih klasa funkcionalnog sistema

(P, o+ Oc)

Kao 5to smo ve¢ rekli jedan od najvaznijih problema za
funkcionalne sisteme je problem potpuncsti. U vezi s tim, prije
svega, namede se problem nalaZenja procedure koja bi po datom
podskupu odredivala da li je on potpun ili ne. Osobito je inte-
resantan slucaj kada je ta procedura data preko kriterijalnog
sistema. Nazovimo takve procedure k-procedurama. Ako se ograni-
¢imo sluc¢ajem k-procedura to za svaki funkcionalni sistem po-
stoji barem takva téivijalna procedura: kao kriterijalni sistem
moZemo, prosto, uzeti sve zatvorene sopstvene podskupove datog
f.s. S druge strane, jasno je, da ako zatvorenih podskupova ima
vige od prebrojivo mnogo da postojanje takve procedure S pra-
kticne tacke gledisdta nije od nikakvog znalaja posto je ona ne-
efektivna. Na srecu, ponekad, u nekim veoma vaznim slucajevima
(npr., slucaj konafno-znacne logike), skup svih predpotpunih
klasa je konad&an i obrazuje kriterijalni sistem.

U vezi sa slucajem beskonadno-znac¢ne logike, o:snbito su
interesantni rezultati dobijeni u [4]. U tom radu se posmatra
funkcicnalni sistem-(PN,Q{P_ICB)], gde je N.p skup svih slobodnih
mreza &ije su odgovarajuce sheme dobijene bez primene operaci je
povratne sprege. Pokazuje se da i najbolja k-procedura, ako ona

postoji, nije bolja od trivijalne, t.Jj. u [4] se pokazuje da je
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mo¢ skupa svih predpotpunih klasa te i.f.s. Jjednaka moc¢i skupa
svih zatvorenih skupova, jednaka hiperkontinumu. A kakav bi bio
odgovor ako bi smo progirili skup Q(N.g), i, naprimer, ako bi
smo posmatrali kao desnu stranu i.f.s. skup Q.p svih slobodnih
operatora? Prirodno je za o&ekivati da se broj predpotpunih
klasa u takvom f.s. smanjio. No, u ovoj glavi je pokazano da 1
u slucaju i.f.s. {PN,QCB) dobi jamo isti takav odgovor, t.Jj. po-
kazuje se da je mo¢ skupa predpotpunih klasa u (PN,QCB) jednaka
hiperkontinumu. Takode se istrazuju neka svojstva resetke svih

zatvorenih skupova u (P,,Qcs) .

1. Osnovni pojmovi i rezultati

Objekt naseg izu®avanja bice istinitosni funkcionalni si-
stem (PN,QCB), t.j. par (PH:Jés)- Ovde je Qg ~ skup svih slo-
bodnih operacija, ¥ - skup svih nenegativnih celih brojeva, a

Jeg — operator A-zatvaranja J U [1] je pokazano da je svaki

Qep’
i.f.s. LEA,QCB), izmedu ostalog i {PN,QCB), kona¢no generisan i
da se klase J.g(d) i My poklapaju, gde je M . klasa svih kva-
ziselektornih funkcija. Na taj nac¢in, par (P,.,Jcg) Je pravilan,
t.j. kao kriterijalni sistem za par (PE,JCB) mozemo uzeti klasu

svih predpotpunih klasa. Na8 cilj je dokaz sledede dve teoreme.

Teorema 1.1. Par (P,,Jcp) ima tadno 2 predpotpunih kla-

52,

Oznatimo sa L, resetku klase 8 svih zatvorenih skupova u

8
(PH,JCB) u odnosu na relaciju podskup, a sa h(La)(b(Le)) visinu
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(sirinu) te resetke. Tada vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.2. Za {PN,JCB) je ispunjenc.

a) |M|=R, za svako Xe&.

b) AL )zb(L,)=2"",

8 o

v) Svako parcijalno uredenje (L,<) takvo da je |L|{R; mo-
zemo izomorfno utopiti u resetku La.

Pre nego Sto pristupimo dokazu ovih teorema dajmo defini-
ciju nekih pojmova koji ¢e nam trebati u daljem izlaganju.

Dat Jje par (ﬂLJj,_gde je J algebarski operator zatvaranja
nad skupom svih podskupova datog skupa M, i neka je A,Bcm. Par
(A,B) je simetrican, ako i samo ako:

1. postoji uzajamno jednoznacno preslikavanje F skupa
A na skup B8;

2. za svako-a€a, J({a,Fla)))=m;

3. za svako Scd vazi J(SUCB(F{S)))#E (gde Je CB{F(S))
komplement skupa F(S) u B).

Sa Fﬁi’ oznacimo skup svih funkcija od jedne promenljive
iz PN' Neka su £ i g dve proizvoljne funkcije iz Pﬁlj. KaZzemo
da se one jako razlikuju ako postoji k, keV, taltvo da  Je
F(x)#2q(x), kada je x>k. Oznac¢imo takav minimalan broj 4 za date
funkcije sa r(f,g). Shkup REP;}“ je regularan ako se za svako
f,gerR, r i g Jako razlikuju. Za proizvoljne f,,...,I,€R sa
F(fyy..+:f4) oznac¢imo minimalan broj za koji je fi{x)#f;(x) ako
je Xor{fy,...,f,); i#2j; 1,J=1,...,n. Ocito da ovaj broj uvek
postoji kada je R regularan skup.

Dalje ¢e nama biti potrebna takozvana kantorovska numera-

cija svih parova‘prirodnih brojeva ({5]1). Rasporedimo sve paro-
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ve prirodnih brojeva u slededi niz:
(0,0);(0,1),(1,0);(0,2)¢1,1},(2,0);(0,3),...
Sa c(x,y} oznadimo redni broj para (x,y) u tom nizu. Lako se
uveriti da je
cl(x,y)={(x+y)%+3x+y]/2.
Broj c{x,y) se naziva kantorovskim brojem para (x,y). 8Sa lin} 1
r(n) ozna¢imo levi odnosno desni ¢lan para sa rednim brojem n.
Za proizvoljnu funkciju f oznac¢imo sa Dom(f) oblast defi-

nisanosti funkcije f, a sa Ran{f)} - skup njenih vrednosti.

2. Dokaz teoreme 2.1.1

Pokazimo najpre tri pomodna. tvrdenja.

Lema 2.1. Neka je (WM,J) konadno generisan par, gde je J

algebarski operator zatvaranja; tada ako u (W,7) postoji sime-

| predpot-

tri¢an par {4,B), to u (M,J) postoji ne manje od ZIA
punih klasa.

Dokaz. Uzmimo proizvoljne X,,X,cA, X,2X,, 1 neka Je
Y1=CB(F’(X1)) 1 Y2=CB(F(X2)). Iz definicije simetri¢nog pare
sledi da je J(X,ur,)#m i J(X,uY,)#M. Posto je (MJ) konatno ge-
nerisan par i J algebarski operator zatvaranja, to je on pravi-
lan i iz toga sledi da postoje predpotpune klase 4, i A, takve
da je X,UY,ca, i Y,UY,ca,. PokazZimo da je A, #A,. Predpostavimo
suprotno, t.j. da Jje A ,=4,=4, Znadi, X,Ur,UX,UY.cM. No, tada
postoji aeX,uX,, talktvo da je F{a)eY,uyY,. Iz poslednjeg sledi da

je M=J{{a,F({a)})cs. Znacdi 4 ne moZe biti predpotpunom klasom i
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mi smo dos$li do kontradikcije, to jest A #4,. Cdavde neposredno
sledi da predpotpunih klasa ima barem toliko koliko i svih pod-
skupova skupa 4, sto je 1 trebalo pokazati.'

lema 2.2. Postojli regularan podskup skupa PIE,J} &1ja Je

mo¢ jednaka R, .

Dokaz. Uzmimo klasu svih podskupova skupa Péij, koji za-

dovoljavaju dati uslov 1 &ija je mod Xy, Jasno je da je taj
skup prazan. Uredimo elemente te klase saglasno relaciji "biti
podskup”. Iz leme Corna sledi da u dobijenom parcijalnom urede-
nju postoji barem Jedan maksimalni element R. Pokazimo da je
[R‘le. Pretpostavimo da to ne vazi, t.j. da elemente skupa R
moZzemo poredati u niz f,4,f5,... PokaZzimo da postoji f<R,
feP;r“, za koju skup RU{f} pripada uolCenoj klasi. Neka je,
m;=r{f,, ...,f13 ako Jje i>2 1 m,=-1., Pretpostavlijajudi da je
f(x)=F;i(x) ako Jje mi<x<m,,,, 1=1,2,..., dobijamo trazenu fun-
keiju £. No, tada, R nije maksimalni element, i mi smo dos$li do
kontradikeije. Znati, zaista je |R|=R;, Sto je i trebalo poka-
zati.O

Sada svakoj funkciji fepéij dodelimo funkciju gfeP‘§3
takvu da je gf(x)zc{x,f(x)) zZa sve XeN, 1 funkciju hf_za koJju

Je
Ix'+1, ako je xzc(x’,f{x'));
hf(x) =
10 u protivnom sludaju.
Lema 2.3. Za sve fEPcéj, JCB({gf’hf})=PN'

Dokaz. Posmatrajmo mrezu sa sl. 2 za proizvoljnu funkeiju

S(ui EERFL N )ePN, ¢iji su ulazi numerisani s leva na desno
1 n
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Ui U:_
i — 1 - 1_"'_ R — - — - t?I‘O,jEVima 11' ¥ oe o jin- POQtD JE‘
[
Ga LI‘J“ _{] JeplP) =My to moZzemo pretposta-
Fa [. G viti da s nije konstanta, odakle
o)
FZ; sledi da postoji niska (a,,..
l Gn"l'z ""an)' tfj_kva da je S{aljttv
1 Onea yo+o.a,)20. Kao podetno stanje
SL.2 zadrske G;, 1<i<n, uzmimo broj

@3, a zadrski Gg,Ghay 1 Gpez — broj 0. Elementima F; i F, do-
delimo redom funkcije s 1 hf. Izaberimo, kao skup zavrsnih
stanja za datu mrezu, skup svih niski (ygy...,Vne2:121,22), gde
Je yi,» 1£i¢n+Z2, - stanje izlaza elementa G;, a z,, 1<1¢2, -
stanje izlaza elementa F,, takvih da je S{¥aseeers¥n)=¥neqr Nije
teékoivideti, da data mreZza izradunava s, a odavde neposredno
sledi da je Jcaé{gfrbf})=3fr $to je 1 trebalo dokazati.n

Dokaz teoreme 2.1.1. Podto je |P

v[:ttl , to broj w predpot-

punih klasa nije vedi od 2":. Pokazimo, takode, da vazi i
ngR‘.

Uzmimo skup funkci,ja RCPN koji =zadovoljava lemu 2.2.2.
Posmatrajmo preslikavanje F:iu8 , F(gf}zhf, gde je Az{gflfeR} i
B:{hflfe}i’]. Saglasno sa lemom 2.1 dovoljno je pokazati da Jje
par (4,B) simetridan. Iz leme 2.3 sledi da u sustini treba po-
kazati da trec¢i uslov u definiciji za simetrican par vazi za
par {4,B). Da bi smo se uverili u. to, dovoljno je pokazati da
za sve M,cA 1 M,cB takve da je F(¥,)nM,=¢ vazi JCB(HIUHZ)#PN.

Z2a svako gfeﬂ1 i k22, keN, posmatrajmo skup

NfrszkU{C(trf(t))]t=u-



22

o

Neka Je P U P

Nyt = Ny E K e

gde je P :{f’eP,v[Ran(f")gN

N,f L,k f,k

[ ] * L]
Ozna¢imo sa M, skup U__ P, .. Takocde za svako h_.eM, posmatraj-
g fE:"I , N, f f

mo skup T kojem pripadaju sve funkcije £ (X310003%,) 1Z P

y,f,k A

za koje postoje i, 14i<n, 1 t_.-e¥ takvi da je £ (x5,X5,.0.,%,)¢

f

<x;, ako Jje x;>t_.- 1 x;=c(t ,f(t )) za neko t e¥, a f (x4,...

f'

ceerXp)€E, U protivnom sludaju. U datom sludaju x; nazovimo in-

dikatornom promenljivom =za £ . Jasno je, da funk~ija £ moze

imatl vise od Jjedne indikatorne promenljive. Neka je T, £
Ny

¥ ‘ ¥ ¥
= 1 M, = . ‘ i je M. cM. 3 A
kLizTst:k 1 M, hfe;‘szN,f Primetimo da Jg M, CM, 1 M,cM,

Uzmimo sada proizvoljnu slobodnu mrezu S i pokazimo da
ona odreduje operator g, koji je zatvoren na skupu a‘rzﬂxcuf“!fwf:.
Pokazimo da z2ko je o definisan za tacku (f‘;, .o ,f;), to funkci-
Jja 7\:0(1“;,...,;";’) pripada skupu M za svako f;,...,f;..e..‘f. Da bi
smo to pokazali kredimo se po mrezi S pofev od njenog izlaza.
Neka je E, prvi elemenat mreze S do kog dolazimo. Ako je taj
elemenat zadrska to se krec¢emo dalje kroz ulaz tog elementa;
ako Je tom elementu pripisana kvaziselektorna funkcija koja ima
indikatornu promenljivu ili funkcija iz #., to krecimo se dalje
kroz ulaz tog elementa kome odgovara indikatorna promenljiva; u
svim ostalim sluGajevima se zaustavljamo. Ponaviljajuc¢i tu pro-
ceduru mi na kraju krajeva u slucaju da se nismo zaustavili do-
lazimo do ulaza mreze ili do ve¢ uzetog elementa. Na taj nadin
dolazimo do niza €:E,,Es,...,E., r>1. Mogudi su sledec¢i sluca-
Jjevi:

a) Elementu E. u S dodeljena je funkcija g.eP No,

v,F,k°

tada elementi E;,1¢i¢r-1, su ili zadrske, ili su njima pripisa-
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ne funkeije iz M ¥,. Neka su Eii,...,Ei , 1511<...<1n15r, -
ny

sve zadrske u e, E'ja."”’E-j , Igj1<...<,jn25r, ~ elementi iz e

n2

kojima su pripisane funkcije iz Mg., a Eni,...,EQ , 1<, 4<0 .,
n3

...<lnagr, - sve funkcije iz e kojima su pripisane funkecije iz

X . . .
M,. Sa a,, oznalimo poetna stanja zadrski E; , 1<m¢n,, sa f, -

m 4.

funkeiju iz Myc dodeljenu elementu £ , 1<m¢n,, gde je A, njen
m
gsopstveni skup i, napokon, sa h_. , h,. €T y, — funkeciju iz
fo.! f, N, K,
3 . . . . .
M, koja Jje dodeljena elementu E, , 1<m¢n,. O&¢ito, da ako je
13 ]

n,#0, to je f#f; za svako i,1{i<n,. Neka je 1, =max{0,a,,...

ceerap ) 1 1,smax(( U%A,) U {0}]. Moguca su dva slucaja.

i=1

1) n,=0. Tada je jasno da je APy p e l{’=max[ll,1,.k].

2) n,>0. Neka je dzr(f‘,fna), d,_=max({c{t,f(t))}:=1) i
1,max{l,,1,}.  Oznac¢imo sa q i p,;,1<i¢n,, redom brojeve
max{l,,d, k} i max{lg,kna_i,,,i}, 1¢i<n,, 1 uzmimo skup ‘.’=EVD,
Vo=max{q, Py -+ yPn_} - Tada je Ran(A)cV, i, znaci, AeMyc.

b) Elementu E_. i S pripisana je kvaziselektorna funkcija
koja nema indikatornu promenljivu. Tada, kao i gore, mozZemo se
uveriti da je A€M, ..

v) Ulaz elementa E. je ulaz mreze S. Koristicemo oznake
kao u slutaju a). Posto iz n, =0 sledi, neposredno, da je ie¥,.,
to mozemo pretpostaviti da je r,>0. Neka je po= max , p;. Tada

1{i<n,

X
je AeT <M. .
J N:fa Po °

d)E,._,,lEEio, za. neko iy, 1<ig¢r. Tada je jasno da nijednom
elementu iz e nije dodeljena funkcija iz skupa HT. Neka je
wozm*c[ki,...,knagll,lz}. Pokazimo da se na izlazu elementa E,

ne moze pojaviti broj ved¢i od wg. Pretpostavimo suprotno, t.J.
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da se na izlazu pojavio broj ygdwg. No tada ili u tom 111 u
proslom momentu na izlazu elementa £, se morac pojaviti broj
v,, takav da je yj2¥g. Nastavljajuci na takav na¢in, mi Cemo
dobiti rastuci niz Vgsyir.-. (posle elementa E. ponovo posma-
tramo elemenat Ein)' No posto je 1,<y;, i=0,1, 2,..., toO dola-
zimo do kontradikecije. Znacil, A€Myc.

Napokon, primetimo da funkcija f(x)=x+1, Xx€¥, ne prilpada
skupu M. Odavde sledi da je Jcg(M UM, )SIcptM)=M#P,, dto je 1

trebalo pokazati.d

3. Dokaz teoreme 2.1.2

Dokaz teoteme 2.1.2. Tvrdenje a) sledi iz toga da svaki

zatvoren skup sadrzi kao podskup skup Jcgid)=#, a |y |=C-
Proverimo svojstvo b). Jasno Jje da Je h(Le),b(Le)gZRI.
Ne jednakost b(Le)Q_ZR‘ sledi iz toga da je broj w predpotpunih
klasa u (P,,Jcp) Jjednak M1 oOstaje nam da pokazemo jos da je
z"?(.f.,'a)zzm’L . Posmatrajmo klasu 4 iz dokaza teoreme 1.1 1 uzmimo
proizvoljne skupove #,,M,cA, #H,#M,. Pokazimo da Jje Jcal(¥,)#
#Jep(¥,). Pretpostavimo suprotno, t.j. da je Jep(M V=T cpld, )=
=M;=PN. Posto vazi M,#M,, mozemo pretpostaviti, naprimer, da
postoji feR takvo da Je greﬂz\;‘f“ Iz gfeﬂngCB(Hz) sledi da Je
ngJ(MI). No, posto je JCB(.‘I,.U{hf})#PN, a iz leme 2.3 i 1z
gf.eJ(Ml) sledi da jJe Pﬁﬂ.ca({gfrbf])EJCB(“HU{hf})r to dolazimo
do kontradikcei je. Znaei; zaista je Jeg(M,)2Jcp(¥,). Dalje, ako

je M,cM,(M,cM,), to Jje jasno da je Jeg(¥,)ctcally) (Jegli,)e
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cJeg(¥,)). Sada uzmimo skup Q, svih funkcija oblika f:W-[0,1],
gde je W potpuno ureden shup, koji ima ordinalni broj w,, t.j.
|W]=r,, 1 izdvojmo podskup Q, skupa Q,, koji Jje odreden svim
funkcijama f za koje postoji xg €W takvo da je F{x)=0 pri x>x,.
Skupovi 4 1 Q, su ravnomoéni. Dodeljujuc¢i elementima skupa A
elemente skupa Q,, kao u tvrdenju 4.1.4 iz [1] mozemo pokazati
da je h((2%,2))22"1, 8 odavde da je m(L)32 .

Pokazimo, napokon, tadnost tvrdenja v). Kao i gore, mo-
zemo pokazati da ako su M, 1 ¥, neuporedljivi, t.j. M,ud,, to
je takode Jep(M,)Jcp(M,). Iz toga i gore dokazanog sledi da
korespodencija M-Jcg({M),Mcd, odreduje izomorfno potapanje re-

setke (ZA,E) u resetku L_. No, podto je |A]|=R; to neposredno

9
odavde sledi da je tvrdenje v) zadovoljeno.O

Napomena 3.1. Pri dokazu teoreme 1.2 mi smo pretpostavili
da je kontinum-hipoteza talna.

Napomena 3.2. Mozemo lako pokazati da ako uzmemo potpuno
ureden skup L, koji ima ordinalan broj w,, t.j. |L|=2"*, to se

to uredenje ved ne moze potopiti u Le. Na taj nacin sledi da

tvrdenje v} teoreme 1.2 nije mogude poboljsati.



Glava 3.

Bazisi funkcionalnog sistema (P,,Qcg)

Pokazujemo da svi kriterijalni sistemi u {PN,QCE), koji
raspoznaju ''Seferovost” svake funkecije iz PN imaju mo¢ jednalku
kontinumu. Ne obaziruci se na to Sto problem postojanja mini-
malnog takvog sistema ostaje otkriven, mozemo rec¢i da ake takav
sistem postoji to procedura raspoznavanja sSeferovosti svake
funkcije iz Py bi bila neefektivna. Zatim opisujemo klasu svih
Seferovih funkcija jedne promenljive i pokazujemo da u (PN,JCB)

za svaki prirodﬁn broj k postoji kontinum razlic¢itih baza moci

k.

1. Osnovni pojmovi i rezultati

Neka je f proizvoljna funkcija iz PN' keja nije funkeilja
Sefera, i neka je Z, proizvoljna predpotpuna klasa u (P,,Jcs)
koja sadrzi tu funkciju. Tada sistem z§={zf.|fePN,JCB{.{f})#PN}
raspoznaje 'Sseferovost” svake funkcije iz Py t.Jj. P}‘,\UZQ je
skup svih Seferovih funkcija u (Pl yJop)e Iz teoreme 1.1 sledi
da i.f.s. (Py1Qcp) ima ne manje od hiperkontinum tih sistema.

Odito da svako Zé ima mo¢ ne vedu od kontinmum. Zapravo vazi

sledeca teorema.
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Teorema 1.1. Moé¢ svakog Eg u (PN,JCB) je jednak N,.

Nadalje ¢e nam trebati neke definicije 1 pojmovi teorije
grafova {[6]). Pod multigrafom se podrazumeva par G=(X,I), gde
je X - skup ¢&vorova ,a mnogoznacno preslikavanje I':XaX odreduje
skup orjentisanih grana multigrafa G. Uvedimo na G kvaziurede-
nje ¢ na slede¢i na¢in; za dva &vora x i y pisemo x(y, ako Jje

x=y ili postoji put iz x u y. Sa I'x ozna¢imo skup {yeXix¢vl, a

sa T(V), veX, skup U I'x. Skup BcX je baza multigrafa G=(X,T),
xeV

ako on zadovoljava sledece uslove:

1) b,eB,b,eB,b,#b, - nije b,<b,, nitl Jje b,<b, (b, b, )]

2) x€B - postoji takav &vor beB, da Jje x<b.

Vazi sledec¢e tvrdenje

Teorema 1.2. Funkcija feP§13 je funkcija Sefera u
(Rﬁ,Jﬁg) ako i-éamo‘ako multigraf (~¥,f~1) ima konadnu bazu.

Multigraf G=(X,I'}) je induktivan ako svaki njegov put
m={x,,%;,...] dopusta majorantu, t.j. ako za svaki put m po-
stoji ¢vor z, takav, da je x,<z, n=1,2,...; I-ogranicen je ako
postoji takav ceo broj m, da je |I'x|<m za svako xeX; progresiv-
no ogranicen ako za svako xeX postoji takav ceo broj m(x), da
duzina svakog puta koji pocinje u x nije veca od m{x). Mozemo
pokazati da ako multigraf G ima kona¢nu bazu B, to je on indu-
ktivan. Iz teoreme 1.2 sledi tadnost sledecdeg tvrdenjd.

Tvrdenje 1.1. Za svaku funkciju f Sefera jedne promenlji-

ve u (FEJJCB) multigraf (A,f~%) je induktivan, I'—ogranicen 1
progresivno ograniden.
Takode pokazimo tad¢nost sledece teoreme.

Teorema 1.3. Za proizvoljan prirodni broj k postoji u
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(PV,JCB) kontinum razli¢itih baﬁé moci k.
Neka je A proizvoljan podskup skupa ¥. U dal jem izlagangju

sa Py ozna¢avacdemo skup [fePNIRan(f}sA].

.
Neka je S proizvoljna logicka mreza, i neka se u njoj u
momentu t na izlazu pojavio broj yo. Posmatrajmo niz elE,,...
cee3En, 21, elemenata mreze S takav da Je izlaz elementa E, u
jsto vreme i izlaz od S i da je izlaz elementa E;,, slepl jen sa
nekim od ulaza elementa E; za svako i, l¢i¢r-1. U momentu t ili
momentu t-1 (a to zavisi od toga da li je elemenat E, zadrska
ili ne) stanja ulaza elementa E, odreduju izlaz yq od E;. Uzmi-
mo ulaz od E, koji je slepljen sa izlazom elementa E,, 1 neka
je njegovo stanje u tom momentu - V,. Nadal je, postupajudi, kao
gore, sa elemen;om E,, dobijamo broj y» i.t.d. Zaustavl]jamo se
kad dobijemo broJ y;__l. Dobijeni niz vg,¥ass«+1¥r-1 S€ 2Z0VE
predistorija izlaza ygo mreze S u odnosu na dati niz e njenih
elemenata. Ako je jedan od ulaza elementa E,. ulaz mreze S, to
uzimajusi taj ulaz, kao i1 gore, mozemo dobiti Jjos 1 broj ¥..
Takode ako je za neko r', lgr'<r, E_=E_-, to posle elementa E.
mozemo posmatrati ponovo elemenat E.’,,. U poslednjem slulaju
taj proces se mora zaustaviti zato sto poslednji ¢lan dobijenog
niza MVor¥arerer¥r r{r,, odgovara podetnom momentu funkcio-
nisanja mreze S. I u prvom i u drugom slu¢aju dobijeni niz n se
naziva potpunom predistorijom izlaza yg u odnosu na niz e ele-

menata mreze S.

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matemati¢kl fakultetl

MATEMATICKI FAXULTET
BIBLIOCTEKA

)
Broj____ . _.2&m
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2. Dokaz teoreme 3.1.1

Za proizvoljnu funkciju f iz Péi} posmatrajmo funkciju

c(t+l,f(t+1)), ako je x=1 1 y=c(t,f{t));
c{t,f{t)) , ako je x=2 i y=c(t,f(t));

- o
hf{x,y) = ¢, ako je xzy 1 y=c(t,f(t));

0 za ostale x 1 y,;

Py ————

gde je sa f(t) ozna&en proizvoljan broj razli¢it od f(t).

lema 2.1. Ako su £, i f, jako razlic¢iti, fl,fzeP§13, to

Je ch({hfl,hfz})=PN.

Dokaz. Posmatrajmo mrezu S datu na sl.3. Neka je
f(xi,xz,...,xn)eﬁw. Posto sve konstante ieZe u Jegld), to mo-
semo pretpostaviti da f nije konstanta i da postoji niska
(@4,82,+++98,) takva da jJe F{ay,83s.+.33,)#0. Uzmimo da je po-
detno stanje izlaza elementa Gy, j=1,2,...,n, broj a;, a kao
potetno stanje zadrski Gn,z: Gaez: Gnea i Gueg Uzmimo broj 1,a
zadrdki Gnaqs Gnser Onea + Gpes - broj 2. Elementima F, 1 F,
pripidimo funkeiju hfl, a elementima F,, Fy, 1 Fg funkciju hfz.
Posto se f, 1 f; Jako razlikuju, to se mozZe nad¢i konadan broj m
takav da je md>r(f,,f,). Kao podetno stanje zadrske G;, lg¢igm+l,
uzmimo broj i-1, zadrske Gy - broj 0, a zadrski Gn+s i Gpsao —
broj c(m,f,{(m)). Kao skup zavrsnih stanja za mrezu S uzZmimo
skup svih niski (ylg...,y“+1°,zg,...,zm+1, Way--. Wg), gde je
vy, 14i¢n+10, - stanje izlaza elementa G;, z;, 1¢jsmtl, - sta-
nje izlaza elementa G;, a wg, 1¢1¢5, - stanje izlaza elementa
Fo, takvih da je f(¥4,¥2s+++1¥n)=2g. Nije tesko videti, da mre-
>a S izracunava funkciju f, a odavde, neposredno, sledi da jJe

JCB({hf s Ap })=P,, Sto je i trebalo pokazati.O
L 2 N
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Neka je f proizvoljna funkcija 1z P}fr”' Oznacimo sa ¥,,
¥, i ¥, sledeca preslikavanja skupa ¥V u SKup 2V,
¥, (x)={clx ,F(x )),x 2x},
¥, (x)={c(x ,§ ) |x max{0,x-1} i v #2F(x )}
i
[letxsy) |x2max{0, 1{x)-1} 1 y2f(x)}, ako je r{x)=f(1{x));

¥,(x)=
1 ¢& u protivnom sludéaju.

Kaze se da je x, XeN, oznaka tipa «, ako je x=c(t,f(t)) za neko
teN, u protivnom x je tipa $#. Uzmimo proizvoljan broj a§ i kon-
atruisimo beskonatno drvo kod koga na O-om nivou lezi samo je-
dan &vor sa oznakom a$ na slede¢i na¢in. Neka su ¢vorovi i-tog
nivoa oznaleni brojevima a}, 1<{j¢m;. Posmatrajmo proizvoljan od
njih &vor P, i neka je on oznaden brojem ajo, 1<jo<m;. Tada
ako Jje a_-}o tipa:®, to na i+l-om nivou pravimo ¢vorove q}a, qga
i qgo, kojima pripisujemo redom oznake ajgj, a_gz’ i a_’;::-;’ takve
da je ajé’e?l(aﬁﬂ), aﬁi’e?z(aﬁo) i agg’e*lfa(agn) i povezujemo ih
orjentisanim granama sa &vorom Ps, ( Pj, je potetni &vor tih
grana), koje oznadavamo redom sa slovima ¥, ¥, 1 ¥,. Ako Je
a}o tipa B, to postupamo kao gore, ne uzimajusi u obzir samo
&vor qgn. Uradivsdi taj postupak za sve C:x}orove i-tog nivoa mi
dobijamo i+l-vi nivo kod koga su &vorovi oznaceni, posle prei-
menovanja, brojevima ai*‘i,...,ai‘;il(sl.“. Odito da d:r'\-'o koje
se moze dobiti na ovaj nadin nije jedinstveno, t.j. broj a$f
odreduje beskonatnu klasu drveta Lf(a‘}) .

Lema 2.2. Neka je LeLf(ag), gde je a%, a$»2,” proizvoljan
broj tipa B i neka su aﬁ, 1<j<m;, oznake &vorova njegovog i-tog

nivoa; i=0,1,2,...; mg=1. Tada je a$-1<i{a}) ako je a} tipa B,
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t.j. a3<l(al) ako je ai tipa w; specijalno je al<ai za sve i,j;
i=1,2,... 5 1<j¢my.

Dokaz. Primetimo najpre da u drvetu L ne postoje susedne
grane oznafene sa ¥,. Jasno je, da za sve &vorove prvog nivoa u
L tvrdenje leme vazi. Pretpostavimo da je tvrdenje leme ta®no

za sve a*, gde je i<k, i pokazZimo da je u tom slucaju tacno i

3
za sve ¢vorove k+l-og nivoa. Uzmimo proizvoljano a§+1 i pretpo-
stavimo da je a%*! tipa B. Tada postoji al- takvo da je ili
aktlev,(a%-), ili a¥*le¥,(a% ). Znadi:

a)ag*leQE(agf). No tada je a%*z=c(a,b) za neko b, b2f(a),
i a, aaf’-1. Iz induktivne hipoteze i iz toga da je a¥X -1
>1(a% ), sledi da je I(aE*i)zaZI(aEI)gag-l.

b)ag*iewg(?gf). Tada je a¥-=c(t,f(t)) za neko te¥ i pri
tome postoji agﬂ; takvo da je a% e¥ (a%”3), odakle sledi da je
t>a%”1. Takode je I(a%*2)>t-1, t.j. 1(a%*1)2ak73-1. Ako je k=1,
to o¢ito dobijamo traZzeno, a ako je k>1, to tvrdenje leme sledi
iz induktivne hipoteze, t.j. I(a%*?)a%”?-1>a%-1.

Predpostavimo sada da je a%*? tipa a. Tada postoji a¥-
takvo da je a§+16?3(a§f), odakle je I(ag*i)zagf. No, kako je
agfgag, to je I(ag*l)gag, 8to je i trebalo dokazati.p

Lema 2.3. Neka je LeLf(ag), gde je a3 proizvoljan broj >3
tipa «, i neka su al, 1<{j¢m;, oznake &vorova njenog i-tog ni-
voa; 1=0, 1,...; mg=1. Tada je I(a§)-1¢l(al), akc je a} tipa B,
t.j. {(af)<i(a}), ako je a} tipa a«; i=0,1,...; 1<j¢m,.

Dokaz. Uzmimo proizvol jan &vor a} drveta L. Pretpostavimo

da se do a} moze dod¢i od korena drveta L samo preko grana ozna-

¢enih sa ¥,. No iz toga kako mi pravimo drva iz Lf.(ag) i iz
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[(a)<a, aeN, sledi da je [(a@)<#{al). Pretpostavimo sada, da se
do aj moze do¢i preko grana grafa koje su oznadene tako da je
samo poslednja od njih ozna®ena ili sa ¥, ili sa ¥,. Neka Je

&vor aj};i potetak te grane. Iz gore pokazanog imamo da je

I(a?)gl(aﬁ;l). No posto za proizvoljno a'e¢2(a)U?3(a) vazi
1(a‘)>1(a]-1, to Je I(ag)-lgi(aﬁ). Napckon, pretpostavimo da se

do a§ moze doc¢i preko &vorova sa oznakama koje nisu sve tipa .

i neka Jje atz2"? potetak grane

Ozna¢imo prvi takav &vor sa a} 52

2
2
za koju Jje kraj u &voru a%g. Iz I(a§§‘1)3a§23 i 1(&}5)2
gl(agg'l) -1 sledi, da Jje agggl(a§§“1}+l. No, posto je aj% tipa
B8, to iz leme 2.2 sledi da je zcag-)zaggq. Zna¢i, I(ai)
21(&%3'1)21(32). Odavde neposredno sledi tvrdenje date leme.(

Lema 3.2.4. JCB({hf})tpw za svaltu funkeciju f iz PV'

Dokaz., Poématréjmo sve moguce funkeije h(xl,...,xnch})ePﬁ
za koje pestoje i, 1<i<nth), i k, ke¥, takvi, da ako Je
I[h{x)]1>3, to ili Jje h(x)<k, ili I[h{x}]}-1<{(x;); ovde Je
X=(X4,+00,Xncnsy/0zZnac¢imo skup svih takvih funkcija sa H. Neka
je dalje, T, =N\{c(x,y),x>k}, keN, i WEREOPHiTk. Oznadimo sa M
skup HeUWUH. Jasno je da Jje M#P,. Ako pokazemo da Jje
JCB({Af})EH, to ¢e odatle neposredno slediti tivrdenje date le-
me.

Odredimo niz skupova X,,Y,,... na sledec¢i nac¢in..Nazovime
promenl jivu y funkcije Af indikatornom promenljivom za Af. Neka
Je Xlz{hf} i pretpostavimo da je skup Y; ved izradunat. Uzmimo
proizvoljnu slobodnu mrezu S. Dodelimo svim slobodnim elementi-
ma mreze S funkciju iz X;UM,. i ozna¢imo dobijenu logicku mrezu

A

sa S . Izdvojimo u mrezi S neki njen dec na sledec¢i nacin.
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Kretademo se po mrezi s pofev od njenog 1zlaza u suprotnom
praveu od odgovarajude izlazne strelice. Neka je F; prvi eleme-
nat do koga dolazimo. Ako je E, zadrdka, to prolaze¢i kroz nju
idemo dalje po njenom ulazu, a ako je tom elementu pripisana
funkcija 1z MUY, to se kredemo dalje po njegovom ulazu koji
odgovara njegovej indikatornoj promenljivoj (ako takav ulaz po-
stoji). Ponavljajud¢i tu proceduru mi na kraju krajeva dolazimo
ili do ulaza mreze S ili do ved posmatranocg elementa ili do
elementa kojem je dodeljena funkcija iz My. koja nema indika-
tornu promenljivu. Na taj nacdin mi dolazimo do niza elemenata

@B ,.004E., T21. Aka smo doSli do ulaza mreze S nazovimo taj

ulaz indikatornim. Sve takve funkcije koje izratunavaju takve

O

mreze S daju skup X;,,. Neka je Y= U X;.

i=1

Posmatrajmo pdﬁovo proizvoljnu slobodnu mrezu § nad sku-
pom V=M, JJIWUX. Izdvojimo neki deo od S na nacin koji je analo-
gan gore opisanom. Neka je E,, kao i gore, prvi elemenat do ko-
ga dolazimo. Ake je E, zadrska, to prolazed¢i kroz nju kredemo
se dalje po njenom ulazu, a akﬁ Jje tom elementu pripisana fun-
kcija 1z Mg ili iz X, to se kre®emo po ulazu koji odgovara in-
dikatornoj promenljivoj (ako postoji); u svim ostalim slucaje-
vima se zaustavl]jamo. Kao i gore, dobijamo niz elemenata erf,,
+«+3En,r2]1 date mreze. Neka su E; ""’Ein ' 1g11<...<in15r, -

1 a

sve zadrske u e, Ej ,...,E; , 1¢j,¢...<j, ¢<r, - svi elementi
ul ‘an = 2"

iz e kojima su pripisane funkcije iz My o, a Eﬂi,...,EQn sy 1<14¢<
3

...<ln35r, -~ svi elementi iz e kojima su dodeljene funkcije iz

X. Sa a, ozna¢imc poletno stanje zadrske E;, , 1<m¢n,, sa f_, -
m

funkciju iz My koja je dodel jena elementu £ , 1<m¢n,, sa 4, -
m
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sopstveni skup funkecije f,, 1<m<n,, i, napokon, sa g, - funkci-
Ju iz Y koja je dodeljena elementu E, , 1<m¢n,. Dalje, sa S,
m

ozna¢imo mrezu koja izradunava funkciju g, 1<m¢n,, i neka je

nk N2 Kk
m=max {1({a%}gl; U { ElAg))};

gde su aX, l<s¢<nk, potetna stanja svih zadrski iz Sy, 1<k<n,, a
Ai, 1¢s<n¥, sopstveni skupovi svih funkcija iz ¥y, koje su do-
del jene elementima iz S, . Mogudi su slededi glucajevi.

a) n,=0 1 f_ ¢W. Tada je SeM.cV, gde je § funkcija izra-

El"
S&unata mrezom S.
b) Elementu E. je dodeljena funkecija iz W. Pretpostavimo

najpre, da je n,=0. Neka je mg=max{m,ky}, gde Je

n2
m=max {1((1U1Ai) U {a;}5-4}.
Ovde je kg, takav ‘broj-za koji je r.. €P (f - funkecija do-
E."N, Ty~ E-
deljena elementu E_). Tada oc¢ito da je 8€P, r <W. Sada posma-
I~ m
o

trajmo slucdaj kada je n,>0. Uzmimo broj m;=max({mi}§gl) i pret-
postavimo da se na izlazu mreze S pojavio broj vg, Vo233 takav
da je I(y°)>m;+1. Iz toga kako smo izabrali y, sledi da su sve
mogude predistorije tog izlaza u odnosu na e opisane nekim pod-
skupom skupa svih prostih puteva drva klase Lf{yﬂ) sa podetci-
ma u njihovim korenima. O¢ito da ovde mozemo misaono zamenjiva-
ti elemente kojima su dodeljene funkcije iz X logickim'mrezama
koje ih izracunavaju. Koristec¢i leme 2.2 i 2.3, dolazimo do za-
klju¢ka da se tada u jednom od prethodnih momenata na izlazu
elementa E_ pojavio broj yf takav da Jje I(y')g gl{yo)—l}m;.

Znad¢i, dosli smo do kontradikcije, t.j. 8eP cW.
Nlrma+1

v) E.=E; 2za neko i, 1<{i¢r-1. Tada Jje Jasno da nijednom
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elementu 1z e nije pripisana funkcija iz W. Kao i gore, moZemo

W, gde je mgznﬂx{m,ml,...,mna}+1. U

pokazatl da je §&eP
N Mo

y 1
gtvari, ako pretpostavimo da se na izlazu mreze S pojavio broj

Vas ¥a23, taks. da Jje I(yu)>m; to ¢e njegova potpuna predisto-

rija ygs¥4s:.+., biti beskona¢na posto iz lema 2.2 i 2.3 sledi
da je I(y;)>my-1 za svako i, i=0,1,..., t.j. mi dolazimo do
kontradikei je.

g) Elementu E£. je dodeljena funkcija iz My koja nema in-
dikatorne promenljive. Tada je Jjasno, kao 1 gore, da je

S cW.

EPN’Im;
d) Ulaz elementa E. je istovremeno ulaz mreze S i n,>0.
Za svako g,, l<m¢n,, postoji i, takvo da je ngXim. Uzmimo
ic,:m%x 1, Tada ge Jjasno da je gmeﬁ’iaﬂc}f.
Primecuju¢i na kraju da iz lema 2.2 i 2.3 sledi da je
X<H, dobijamo to Sto se i trebalo dokazati.O

Dokaz teoreme 3.1.1. Uzmimo regularan skup funkcija

RePy?? moci R, (lema 2.2.2) i posmatrajmo skup R ={\.|feR]. Iz

leme 3.2.4 sledi da za svako hf postojli predpotpuna klasa m.,
koja nju sadrzi. Neka je f,, f, proizvoljna funkcija iz R,
f,#f,. Pokazimo tada, da nezavisno od izbora predpotpunih klasa
vazl da je M. #M_. . Predpostavimo suprotno, t.j. da je M. =M. =
£, f, £, °f,

=M. Tada koristec¢i lemu 3.2.1 imamo da je Pvz.fcg({hf ";'r‘ } yem,
* 1 -4
t.J. dolazimo do kontradikcije. Posto je |R|=®,, to za svako s
vazi da je |.2§|2R1. No, iz oc¢ite nejednakosti |Zg|1:'_:'~<t1 sledi da

je |Z4]=®,, 8to je i trebalo da se dokaze.n
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3. Dokaz teorema 3.1.2.1 3.1.3

Dokaz teoreme 3.1.2. Pretpostavimo najpre da multigraf

(¥,f~1) ima kona¢nu bazu B={b,,...,b,} 1 pokazimo da je tada
funkcija f funkcija Sefera. Razmotrimo takode i multigraf
G=(N,f) 1 primetimo da iz definicije baze sledi da Jje u tom
multigrafu ;'(szﬁ. Uzmimo mreZzu S datu na sl. 5. U njoj ele-
mentu F, je dodeljena funkcija f. Neka Je g{xl,xz,...,xn)ePN.
OCtito da mozemo pretpostaviti da g nije konstanta posto Je
Jeg(®) =My . Uzmimo kao potetna stanja zadrski Ga,...,Gp i Gz
redom brojeve b,,...,b, i 0, a kao podetna stanja zadrski
G:,...,G; brojeve bq,;...,b,. O&igledno da postoji niska
(aqy+..5a,) takva da je g(a,,...,3,)#0. Umimo kao po&etno sta-

nje izlaza elementa- Gy 1<j¢n, broj a Takode, uzmimo, kao

50
skup Q zavrsnih stanja za S, skup svih niski
(Yarerer¥ns¥ns10ZarevcsZmearWare s osWyl,
gde je y; stanje izlaza elementa Gj, 1{j¢n; ¥n.1 — stanje izla-
za elementa F,; zZ; - stanje izlaza elementa G;, 1<j<m+1, i Wi -
stanje izlaza elementa G;, 1<js¢m, takvih da je g(yq,s...,¥n)=
=¥Ym+a+ Nije tesko videti, da mreza S izraCunava funkciju g. Iz
proizvol jnosti izbora funkcije g sledi da je f funkcija Sefera.
Pretpostavimo sada da je JCB({f})zPN. Posmatrajmo multi-
graf G=(N,f). Pokazimo da G ima ne vise od kona¢nog broja vi-
sec¢ih ¢&vorova iz kojih izlazi po jedna grana. Pretpostavimo su-
protno, t.j. da G i1ma beskonacdan broj takvih ¢&vorova; oznadimo

sa Ngo skup svih tih &vorova. PokaZzime tada da f nije funkeija

Sefera. Neka je
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Py vwg eP, | (3keN) (k22 A Ran(f )sl(M\Wg)UE D)} .
Jasno Jje da je fEPN,N\HD i JCB(PN'N\NO):PH’N\NOUHRC#PN. Odavde

,

.je JCB‘ {f} )CJCB(P"J,N\MD

Pretpostavimo sada da G ima beskonadan broj komponenti

}#P,, Sto se i trebalo pokazati.

povezanosti. Ozna¢imo sa ¥4,i=1,2,..., te komponente i neka je

47{¥;}5-,. Tada za proizvoljno @ iz K(4), gde je K(A)={T |B <A

A {ii' lma}, uzmimo skup
p;,m;{f“<x1,...,xn)|(ake{1....,n})(vxi,...,xnew1(v1ew)

(XJENJ_—lf, (Ki, . ,Xn)E.'fiU(U"B))} »

4

Sa P oznadimo skup U P Lako se mozemo uveriti, da je

N,A fB':-K(A) Nrﬁ
'ICB(PN,A}=PN,A' No posto Jge fEPN,A i PH,A;t
tradikcije, t.j. dobijamo da G ima kona¢an broj komponenti.

P dolazimo do kcn-

h—f

Pretpostavimo, napokon, da postoji niz ({x i}o_.-;l takav da

: i
je x;=F{x444), i=1,2,... Razmotrimo odgovarajuce kvaziuredenje
¢ u (N,f-%) (paragraf 3.1.). Sa A, oznatimo skup {4cN]]|A|®Rg}.

Neka je T= U P_ % i

A€A, N, f(4)
p&:{f’(xl,“.,xn)epN|(aje{1,‘..,n})(aAeAJ(Vxl,...,xnew}
{f’ (Xgye0esXn)CXy V £ (X500 ,:{n)e;(.-i)}}.
Ozna(’:fimo sa M skup IUP;‘,. Primetimo da je fe¥ i1 Mp~cM. Ako sada
posmatramo slobodnu mrezu S, to, izdvajajué¢i u njoj deo, kao i
u dokazu teoreme 1.1., i posmatrajucdi sve moguce slucajeve, do-
bijamo da je Jcg(#)=M. No, posto funkcija s(x)=x+1, ;:e.&f, ne
pripada skupu M, mi opet dolazimo do kontradikcije.
Primecujic¢i da u G iz svakog &vora izlazi tadma po jedna
grana, iz gore pohazanog sledi da ¢ ima konadnu bazu. Kao bazu
za G, mozemo uzeti skup N UV, gde je V,Vc¥, minimalan skup ta-

kav da je ]eri|=1 za svako N; iz 4, koje zadovoljava uslov da



38
je ¥Wo=¢.O
Svakoj funkciji fePf?? dodelimo funkeiju Fp takvu da je
gfzc(x,F(x)), xeN. Takode za svaki kona¢an niz funkecija £,,...

...,freP;1’ konstruisimo funkei ju

Ix+1, ako je x =c(x,f;(x}) =za svako 1,141<r;

hf f (311”':};;-)"
- L 10 u protivnom slucaju.

Dokaz teoreme 3.1.3. Iz teoreme 1.2 sledi da je tvrdenje

tacno za k=1. Zna¢i, mozemo pretpostaviti da Jje k>1.

Neka je 4 proizvoljan regularan podskup skupa P12 modi

A
i, {lema 2.2.2 }. Posmatrajmo skup

B:{gfirnt-,gfk_ighfll' }!

» -fk_i
gde 8U fa4y.+.:1fyg-4 proizvol jne funkcije iz A. Pokazimo da Je B

baza u (PN’JCB) v
Razmotrimo mrezu S datu na sl. 6. Elementima F,,...,F,_,

L]

i F, redom su pripisane funkcije Gp s+ 395 i bf £
1 k-2 13+ *f k-2

Uzmimo da su podetna stanja izlaza zadrdki G 44,Gna2 1 Gnpas

jednaka O. Neka je g{x,,...,x,)€P,. Posto je Jopl®)=My., to mo-

N
zemo pretpostaviti da g nije konstanta. Birajuc¢i nisku (a,;,...
.e.38n)y kao u lemi 2.1, lako se uveriti, da za odgovarajuci

skup Q@ zavrsnih stanja, mreza S izradunava funkciju g. Odavde

je JB(B)=PN, t.J. shup B generise &itavo PN' Iz dokaza teoreme

2.1.1 sledi da je Jca([Qf y see19p })#PW' Pokazimo takode da
1 ] =
vazi Jeg{B\lg, })2P, za svako i, 1¢ic<k-1. Neka jJe wi=u P ,
fi N : Q=1 N,l
Q=i
gde je

Pﬁ,l={f P, }(3J22) Ran(f )<Ng ;};

Nn,,={c(t:fn(t))}f;oUEr, r=2,3,..., 1<l¢<k~1. Posmatrajmo, tako-
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de, skupove :r:,'l, 1=2,3,..., 1<¢i<k-1, svih funkcija f(Xg,..-

) iz P_, za koje postoje i,., l¢i <n,., 1 teN takvi da jJe
F(Xqyaes 5% J¢<x. ako Je x, =c(t',fi(t’))>t za neko t’eN, 1
n. = i i
f f f
o0

f(X4y.+4,%_ )<l u protivnom. Sa Wl oznadimo skup U T} ,, a sa
l"lf =2 N l

M; skup MKCUWf‘UWi‘. Za fewi‘ odgovarajuce X, nazovimo indikator-
f

nom promenljivom. Tada zakljutujuci, kao u tecremi 2.1.1, mozZe-
mo pokazati da je J.g(Mi)2M;, 1<i<k-1. Posto je oligledno da jJe
Hs#P) s
ti. Odavde sledi, da je B bazis u (PN,JCB_). No, pcsto je A moci

to je JCB(B\{QF_]);'&P , 1<i<k-1, sto je i trebalo pokaza-
> 8

R, , to je broj takvih baza u (PN,JCB) jednak kontinumu.Q

Univerzitet u Beograds
Prirodno-matematicki fakniteld

EMATICK]I FAKULTET
MTBJB LIOTEKA

IBIDL-. - coctmonmrrren DIHR SN




Glava 4.

Rekurzivne funkcije i slobodne mreze

U prethodnim glavama mi smo razmatrali slobodne operatore
na skupu PN avih funkcija beskonac¢noznac¢ne logike, t.Jj. na shku-
pu svuda definisanih funkcija sa ¥ u ¥. Imajucl u vidu nas cilj
u vezi sa radom [4], 1 posto proéimjuéi klasu operacija mi
nismo dosli do zeljenog cilja, t.j. u tako dobijenom i.f.s.
(PN,J cp) mo¢ skupa svih predpotpunih klaéa je ponovo bila suvi-
3de velika, to se potpuno prirodno namec¢e sledece pitanje: po-
stoji 1i dovoljno bogata podklasa od PN takva da zajedno sa
skupom slobodnih ope_raci,ja daje i.f.s. kod kojeg bi moc¢ skupa
svih predpotpunih klasa bila prihvatljivija? U vezi s tim name-
¢e se i pitanje kak'av‘bi bio taj i.f.s. u slucaju nekih dovolj-
no interesantnih podklasa skupa P,. Mi se u ovoj glavi ograni-
¢imo, kao vaznim primerom, skupom % svih totalnih rekurziwvnih
funkcija. Jasno je, da se u takvom slucaju moramo ogranic¢iti i
skupoim J::B slobodnih operatora odredenih svim slobodnim mrezama
kod kojih su skupovi zavr3nih stanja rekurzivni. U paragrafu 1
razmatracemo neka opsta pitanja povezana sa sistemom (5,9::3) .
Prije svega, formulisacde se odgovarajuc¢i analogoni ;ezultata
dobijenih u prethodnim glavama. U takvom i.f.s. imace smisla 3
pitanje-algoritamske razresivosti problema da 11 je neka rekur-
zivna funkcija od jedne promenljive funkcija Sefera ili ne. Ne-

gativni odgovor na to pitanje sledi direktno iz teoreme Rajsa
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(teorema 1.2). Osim ovog trivijalnog za dokazivanje, no sa dru-
ge strane vaznog fakta, u paragrafu 3 se pokazuje, daleko ne
tako otita &injenica, da je skup indeksa svih Seferovih funkei-

ja od jedne promenljive u i.f.s. (;,Q;B) produktivan.

1. Neki osnovni rezultati teorije rekurzivnih funk-

ciga

Postoje mnogi prilazi ka izracunljivosti, no osnovni re-
zultat u teoriji izradunljivih funkcija Jje taj koji tvrdi da
sve te formalizacije pojma efektivne izratunljivosti dovode do
jedne te iste kl_ase izratmljivih funkeigja.

Koristicemo se. ovde MNR prilazom ka izracdunivosti [7].
MNR predstavlja idealizovani kompjuter sa neogranilenim regi-
strima. MNR sadrZi beskonad¢an broj registara R;,R;,R3,...; sva-
ki od kojih u svakom vremenskom momentu sadrzi neki -prirodan
broj; broj koji se nalazi u R, oznadimo sa r,. Niz tih brojeva
se naziva konfiguracijom, i to je moguce predstavitl na sledecil
nadin.

Ri R2 RS R% Rn

| ry Jrafralrea ] «oc lral ..

MNR moze menjati sadrza) registara kao odgovor na neku
komandu, ili instrukeiju, koju on moze prihvatiti. Konacan spi-
sak komandi obrazuje program. Neka je W neki MNR program. Ko-
mande imaju slededa d&etri oblika. Komanda anuliranja Z(n) za

svako n=1,2,3,... primorava MNR da zameni R, na 0, ne dirajuci

pri tome ostale registre; pod dejstvom komande S{n) MNR pove-
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cava r, na 1. Odgovor na komandu T(m,n} Je zamena sadrzaja u R,
brojem r_, koji se sadrzi u R_,. I, napokon, za sve m=1,2,...;
n=1,2,3,... i gq=1,2,3,... imamo komande J(m,n,q). Reakcija M\R
na komandu J{m,n,q) Je sledec¢a. Uporedujemo sadrzaje registara
R, i R,, no, oba registra ostaju neizﬁenjena. Pri tome, ako je
ro=r,» to MNR prelazi na q-tu komandu programa W, a ako je
ro#ra,, to MNR prelazi na izvrsenje sledec¢e kemande u W. Ako je
uslownl prelaz nemogud zbog toga sto je u W manje od q komandi,
to se MNR zaustavl ja.

Da bi vrsio izradunavanja MNR mora biti snabdeven progra-
mom W 1 pocCetnom konfiguracijom, t.j. nizom a;,as,asz,... pri-
rodnih brojeva koji se nalaze u registrima ®,,R,,R5,... Pret-
postavimo da se program W sastoji iz niza od s komandi I,,
IToy000, 1, W:Iliz...Is. Tada rad MNR po programu W mozemo cpi-
satl na slededi na¢in. MNR po®inje rad sa izvrsenjem komande
I,. Neka se u nekom slededem momentu izradunavanja MNR izvrsava
komanda I,. Tada posle njenog izvrsSenja MNR prelazi na slededu
komandu u izradumavanju koja se odreduje na sledec¢i naéin: ako
Ix nije komanda uslovnog prelaza, to Jje sledecda komanda u
izratunavanju komanda I,,.,; ako je I, =J(m,n,q), to je sledeca
komanda u izradunavanju I, ako je rn=r, i Iy,; u protivnom
slutaju, gde su r, i r, redom teku®e vrednosti registara R, i
Ry

MNR produzava da radi na takav nacin tako dugo dok je to
moguce; izradunavanje se zaustavlja tada i samo tada, kada nema
sledede komande, t.j. kada je MNR upravo izvrsila komandu i

slede¢a komanda u izradunavanju je I,, v>s. Konfiguracija koja
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se dobija posle zaustavljanja MNR se zove zavrsnom.

Neka je a,,az,ags... beskonadan niz elemenata iz N, a W
program; oznacdavademo 1 zapisivacdemo:

1) sa W(a,,az,az;+»+) izra®dunavanje pc programu W sa po-
cetnom konfiguracijom a,,az,23,:..;

2) W(as,az,a83,-.-)4 0znacava da se izrafdunavanje W(a,,a5,
asg,...) na kraju krajeva zavrsava;

3) W(a,,az,ag,..+}1 oznacava da se izradunavanje W(a,,a,,
ay, .-.) nikada ne zavrsava.

Neka je @,,23;..+:2, konacan niz prirodnih brojeva; ozna-
&imo sa W(aq,25...;8,) izradunavanje W(a ,az,:++,25,0,0,...).

Neka je f ne svuda definisana, t.j. parcijalna funkcija
iz N® u N. Pretpostavimo da je W program, & @,,8s,+.+,3n:D€N.

Izracunavanje W{a,,as,...:&,) konvergira ka b ako je
W(ay,az,--.:a,}4 1 zavrdna konfiguracija u registru R, ima broj
b. Ta &injenica se zapisuje, kao W(a,,a5,...,25) .

Program W MNR-izradunava f ako za sve @y38gy..9y@pm b VAZL
W{aq,ap,---58,)4b tada i samo tada, kada je (25, @z,...,34)€
eDom(f) 1 f(a,,a,++..,85)=b.

Funkcija f Jje MNR-izratunljiva ako postoji program koji
MNR izradunava f. Cesto c¢emo ubudude umesto termina MNR-izra-
aumljiva koristiti termin izradunljiva u istom smislu, a umesto
MNR-program mi ¢emo prosto pisati program.

Klasa MNR-izracdunljivih funkcei ja se oznacdava sa R, a kla-
sa MNR-funkcija koje zavise od n promenljivih sa R,.

Za svaki program W i n)l rezultat primene programa W na

potetne konfiguracije oblika aj,a,,...,2,,0,0,... je jedinstve-
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na funkcija od n premenljivih koja se izrafunava programom W 1
oznacava sa f§"’.

Program W=I,I,...I., ima standardni oblik ako za svaku
komandu uslovnog prelaza J(m,n,q) u W mi imamo q¢s+l. Jasno Je,
da insistiranje na standardnom obliku ne ograniCava opstost 1
da, ubuduce, moZemo pretpostaviti da su svi kenkretni programi
koji se ovde daju standardnog oblika.

Neka su X i Y programi standardnog oblika redom duzina s
i t. Konkatenacijom programa X i Y (u zapisu: XY) nazivamo
program Iayeeeqlgrlapqr-re1lgeer Ede Jje X=I4... ...1_., a ko-
mande I ,4,...,14,+, su komande programa Y kod kojih Jje svaki
uslowni prelaz J{m,n,q) zamenjen sa J{m,n,s+q).

Sa p{W) oméimo najmanji broj u, takav, da nijedan regi-
star R,, gde Jje v2u, 1:11je koriscten u izracunavanju po programu
W.

Nadalje <¢e nam biti potrebno neko efektivno kodirange
skupa svih MNR-programa skupom prirodnih brojeva.

Neka je X shkup kona¢nih objekata; Y se naziva efektivno
prebrojivim ako postoji bijekcija f:Xa¥ takva da su obe fun-
kecije f i-t“l efektivno izracunljive {u neformalnom smislu}.
Lako je proveriti, da su sledec¢e funkcije bijekcije:

ANV, m{m,n)=2m({2n+1)-1; NNV =N*V, n(m,n,q):n(n‘(m—l,n-

o
“1),q-1) i T U VRN, T{Xg, .., Xy )E2X042% g Kot 42X YRV 2,

k=1
. .+2!1+‘ e +Hk+k"1_1 .
Eksplicitno odredimo bijekciju g:KW, gde Jje K skup ko-
mandi MNR na sledec¢i nacin:

B{Z(n))=4(n=-1);
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B(S{n))=4(n-1)+1;

B(T{m,n) )=4n(m-1,n-1)+2;

B8(J{m,n,q))=4ni{m,n,q)+3;
m=1,2,...; n=1,2,...; g=1,2,.... Neka je ® shkup svih MNR pro-
grama. Odredimo bijekciju y:®-«V Koristecil bijekcije T 1 B na
sledeci nacdin: ako je W=I,...I_,, to je y(W)=T(B(I,;),...,R(I.)).
Jasno je, da su v b vy~ efektivno izra¢unljive funkcije. Odavde
sledi da je ® efektivnc prebrojivo. Broj vy(W) se naziva Kodnim
brojem, ili gedelovim brojem, programa W ili prosto indeksom od
W. Uzmimo da je W =y~ 1(n). Koriste¢i numeraciju y mczemo zanti-
merisati izracunljive funkcije, a takode oblasti njihove defi-
nisanosti i skupove vrednosti.

Za svako ae¥ i n»l sa f§™’ oznacdimo funkciju od n promen-
1jivih F&:} jzracunl jivu po programu Wy, sa W™’ - oblast defi-
nisanosti funkcije f§™?, a sa E§™? - skup vrednosti cd £§m2,
Pisacemo f, umesto f§37, W, umesto W§3> i E, umesto Eg*>.

Takode koristicdemo se slededim rezultatima teorije rekur-
zivnih funkci ja.

Teorema {(g-m-n - teorema) 1.1, Za sve m,n2l postoji to-

talna (svuda definisana) izraéunljiva funkcija sM(e,x) od m+l
promenl jive, takva, da je f§m+“’(x,y)=Fsch,H){y)-

Univerzalna funkcija za izratunljive funkcije od n pro-
menl jivih jelfunkcija P5™> od n+l promenljive koja Je odredena
sledec¢om relacijom

PSP (@4 X000 1 Xn)=FEM (X g0 005 Xg) .
Unmesto @51’ pisemo samo ;.

Skup 4 je rekurzivan ako je karakteristic¢na funkcija tog
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skupa

Il, ako je xe€a,
c (x)"
lo, ako je xea,

izracunl jiva., Takode predikat M(x)} .je razresiv akoe je funkcija

zadata formulom

Il, ako je M{x) istinito,
Y)'
lo, ako je #/x) lazno,

izratdunljiva. U slede®oj teoremi pod terminom problem mi ¢emo
ustvari imati u vidu odgovarajuc¢i predikat.

Teorema (teorema Rajsa) 1.7. Neka je ®cm, i $#¢h$1. Tada
je problem "f_ea” nerazresiv.

Skup A je rekurzivno prebrojiv ako je funkcija f zadata

formulom

Il, ako je xes,
f(x)=

lnlJe edredenc ako je xe€4,
Je parcijalno rekurzivna. Nama c¢e ubuduce biti potrebna jedna

od osnovnih teorema teorije rekurzivnih funkcija, koja pred-
stavlja uopstenje teoreme Rajsa. (U formulaciji te teoreme ko-
nacnom funkcijom zvademo funkciju kod koje je oblast definisa-

nosti konad¢an shkup.)

Teorema (teorema Rajsa-Sapiro) 1.3. Neka je a skup fun-

kcija Jjedne promenljive takav da je skup {x[fxu.) rekurziimno
prebrojiv. Tada za svaku funkciju od jedne promenljive £, fea
tada i samo tada, kada postoji konasna funkcija 6cf, takva, da
je 6ea,

Skup A se zove produktivnim tada i samo tada, kada posto-
Ji totalna izradunljiva funkcija g, takva, da iz W.c4 sledi da
Je gl(x)ed\W,. Funkcija g se naziva produktivnom funkcijom za

skup 4. Skup 4 je kreativan ako on nije rekurziimo prebrojiv i
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ako Je njegov komplement A produktivan.

Sa. f oznacimo funkciju koja nigde nije definisana. Tada

¢
vazl sledec¢e tvrdenje.

Teorema 1.4. Neka je 9 skup izradunljivih funkcija od

jedne promenljive takav da je f¢e$ i #22,. Tada Jje skup
B={x|f e»} produktivan.

Takode, ubudude, u dokazima cemo se koristiti hipotezom
Cerca, koja se u terminima MNR prilaza moze sformulisati na
sleded¢i nadin,

Hipoteza Cercda: intuitivmo 1 neformalno odredena klasa
izra®dunljivih parcijalnih funkcija se podudara sa klasom ® svih

MNR-izra¢unljivih funkecija.

2. Istinitosni funkcionalni sistem {%,Qqp)

Oznadimo sa %, ®c®, skup svih totalnih izracunljivih fun-
kcija, sa Qeg - skup svih slobodnih mreza kod kojih je skup
zavrénih stanja rekurzivan, a sa J;B -~ skup svih odgovarajudih
operatora. Tada vazi sledede tvrdenje.

Teorema 2.1, J;B(E)ﬁ.

Dokaz. Dokazimo ovaj falit ne koristed¢i hipotezu, Ceréa.
Neka Jje S proizvoljna mreza sa n ulaza kojima su pripisane
promenljive x,,...,x,. Skup zavr3nih stanja te mreZe oznadimo
sa Q 1 pretpostavimo da Jje Q rekurzivan skup. Sa F,,...,Fy
ozna¢imo sve elemente tipa F u S, sa G5,...,G, sve zadrske u §,

a sa a;, l<{iim, poCetno stanje elementa G;. Ne gubedi u opsto-



48

sti mozemo pretpostaviti da su izlazi elemenata mreze S numeri-
sani na takav na¢in da je izlazu F;, 1<i<k, dodeljen broj i, a
izlazu od G;, 1<i¢m, broj k+i. Za dva elementa F; i F;, 1«i,
J¢k, pisemo F;<F; ako je izlaz od F; jedan od ulaza elementa
F;. Pretpostavimo da su elementi tipa F u nizu F,,...,F, dati
tako da ako je i<j, 1<i,j¢<k, to ne vazi F;<F;. Neka je elementu
Fi,1<i<k, dodeljena rekurzivna funkcija f(xi,...,xni), koju
M\R-izraCunava program W;. Sa s ozna¢imo broj max {m+n,k+m,
p(Wi),...,p(Wk),p(ﬁ)}. Pretpostavimo da mreza S 1izracunava fun-
kciju f. Pokazimo da je ta funkcija takode rekurziwvma, t.j. po-
kazimo da postoji program W koji MNR-izradmava funkciju f. Za
svako F;, 1<i¢k, odredimo kona®an niz brojeva 13} ,...,lii na
slede¢i nadin. Ako je r-ti ulaz tog elementa izlaz od F 39
1<j<k, to je li=s+n+j, a ako je izlaz elementa Ggs 1<1¢m, to je
lzs+n+k+l; u protivnom sludaju r-ti ulaz od F; je v-ti ulaz

mreze S za neko v, 1{v¢n, i mi ¢emo uzeti da je 1li= =s+v. Tada
sa W; oznalimo program koji ima sledec¢i oblik:

T(1%,1)

T(11,2)

T(l%i,ni)

2(n;+1)

2(s)
Wi

T{(1l,n+s+i),

Za svako Gy, 1<{j<m, odredimo, na isti nac¢in, kao i gore,
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broj IJ. Sa W, ,, oznalimo program

T(11,5+n+k+m+1)

T(1,_,s+n+k+m+m)

T(s+ntk+m+1,s+n+k+1)

T{s+n+k+m+m,s+n+k+m).
Posto je Q rekurzivan skup, to je karakteristi¢na funkei-
Jja CQ tog skupa izracunljiva. Oznacimo sa W MNR-program koji

izradunava funkciju c_. Neka je Y:W;W; .,.W;Wk+1. Tada je lako

QI
pokazati, da program:

T(1l,s+1)

T(n,s+n)
S{s+n+k+m+1)

[S{s+n+k+1)1]

[S{s+n+k+m) ]
Y

T(s+n+1,1)
T({s+n+k+m,k+m)

Z{k+m+1)

2{s)
. ‘

J{1,s+n+k+m,q)



MNR-izradunava funkciju f. Odavde sledi da je J.g{(®)<®. Broj I
biramo na sleded¢i nac¢in. Ako je izlaz od S izlaz elementa F; za
neko i, 1<i<k, to je tada l=s+n+i, a ako je izlaz nekog elemen-
ta G; za neko j, 1{jim, to Je l=s+n+k+j.

Ostaje nam samo jos da pokaZzemo da je §EJ;B(§). Funkcei ja
s{x)=x+1, xe¥, je otito totalna rekurzivna funkcija. Uzmimc za
proizvoljnu funkciju f(x4,...,x,} mrezu sa sl.1. Kao skup za-

vraénih stanja Q uzmimo skup kod koga je karakteristic¢na funkci-

Jja oblika

ComSIFUT*3y) e BT (y))-UREE(Y))
Jasno Jje da ta mreza izraCunava £, i da je Q rekurzivan skup.
Znai zaista Jje
 Serla({sheTis(®),

Sto jJe 1 trebalo dokazati.(O

Ozna¢imo sa ¥,, n>l, klasu svih parcijalnih funkcija sa
N u N. Operatorom nazovimo svako preslikavanje oblika
\F:Efmix...x*}mk-&n. Posmatrajmo par (G,ng), gde je ¥ skup svih
parcijalnih funkcija iz ¥" u ¥, a JEB skup svih slcbodnih ope-
racija odredenih slobodnim mreZama kod kojih je skup zavrsnih
stanja rekurzivno prebrojiv. Primenom neke slobodne operacije
iz J;B na neke funkcije iz ¥ dobijamo u opstem sludaju neku
parcijalnu izradunljivu funkciju. Jasno je, da svaka slobodna

operacija odreduje Jedan operator oblika *szifm X 4o .xffmk—pﬂ’n. La~

1
ko je pokazati da je ta) operator rekurzivan ([7], 194 c.).
Odavde koriddenjem prvog dela teoreme Majhila-Seperdsona [7]

dobijamo sledecde tvrdenje.
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Teorema 2.2. Za svaku slobodnu operaciju w 1z J;B, koJga

odreduje rekurzivni operator ?mrwmlx...xﬁmkqﬁn, postoji totalno
jzratunl jiva funkcija h, takva da jJe
w(fzzij,...,fi:k3)=fﬁ?gl_...’Ekj.

Imajusi u vidu da je skup izracunljivih funkcija prebro-
jiv, moZemo analognim nac¢inom, kao u glavi 2 i 3, pokazati da
vaze slede¢a tvrdengja:

Teorema 2.3. Par (i,J;B) ima tadno Mo predpotpunih kla-

s5a.

Teorema 2.4. Za (E,J;E) Je ispunjeno:

a) |M|=Rg, za svako ¥e€6.
- —oMo
b) h(Le)—b(Le)-Z .
v). Svaki parcijalni poredak (L,¢) takav da je |L|<Ro mo-
guce je izomorfno potopiti u resetku La.

Teorema 2.5. Moc¢ svake Z; u {E,J;B) Je Ng.

3. Problem Seferovosti u (E,Q;B)

Mi smo ve¢ posmatrali Seferove funkcije koje zavise od
jedne promenljive. Posto ovde mi posmatramo totalne rekurzivne
funkcije, t.j. skup %, to se potpuno prirodno namede problem
postojanja efektivne procedure koja bi za proizvoljno fxéa od-
govarala na pitanje da 1i je fx'funkcija Sefera ili ne.

Sa Ay oznacimo skup svih Seferovih funkcija od jedne pro-
menljive i.f.sistema (E,Q;B}. Tada je direktna posledica teore-

me Rajsa slededa teorema.
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Teorema 3.1. Problem "fxeaﬁ”, t.j. da 1i je f, funkcija

Sefera ili ne, je nerazresiv.
Poslednje tvrdenje ustvari znad¢i da je skup
A§={x[fxeai}
rekurzivan. Posto kona¢na funkcija, t.Jj. funkcija sa konadncm
oblascdu definisanosti ne moze biti Seferova, to iz teoreme 1.2
sledi da skup Aé nije rekurzivno prebrojiv. Kako je taj fakt 1
direktna posledica sledede teoreme, to ga nedemo posebno isti-

cati.

Pre nego sto damc sledecu teoremu odredimc funkciju (x),

na sledec¢i nac¢in:

Istepen broja p, u razlaganju x na proste <¢inioce, ako je x,y>0,

(x)y-
l0, ako je x=0 ili y=0,

gde je p,, - y-ti prosti broj (uzimimo da je po=0). Jasno je, da
Jje funkcija (x)y izradunl jiva.

Teorema 3.2. Skup Aé Je produktivan.

Uzmimo proizvoljan skup W,. Neka je 2 neki indeks funkci-
Jje s(x)=x+l, xeN. Sa P, oznad¢imo program koji MMR-izradunava
funkeiju f,, ¢ija je oblast definisanosti skup W,. Posmatrajmo
funkeiju
‘) Iy, ako je P (y){ za ¢ koraka,

g{x,¥,
1& u ostalim sludajevima.

Uzmimo da Jje E(x,y)=g(x,(y)1,(y)z). Jasno je, da je g totalna
izradunl jiva funkcija i RanfE):Ran{g)=WiU{a}. Posmatrajmo izra-
dunl jivu funkei ju

wix,y,z)=g, (g(%,5),2),

gde je ¢b.univerzalna funkcija za sve izracunljive funkcije od
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Jedne promenljive, Iz s-m-n~teoreme sledi da postoji totalno
izratunl jiva funkcija k(x), takva da je

FE2) (y,z)=wix,y,2).
Neka Je h{x)=max {p(PL{%),),2}, xeN. Za svako xeN posmatrajmo

sledec¢i program Q,:

I, T{1,h{x)+1)
) S{h{x)+3)
I, S{h(x)+4)
I, S(h{x)+4)
Ig S{h(x)+6)
Ie T(h{x)+2,1)
I, T(h(x)}+3,2)
Ig Z{3)
Inexaes  2(R{(x))

Pkch
Tqea S{h(x)+2)
Ige2 T{(1,h(x)+5)
AN J{(1,h({x)+3,q+8)
Iqeas T{h(x)+3,h(x)+5)
Iq+s T(h{x)+4,h(x)+3)
Tq+s S{h(x)+4)
Iqez J{h{x)+8,h(x)+8,q+10)}
) P T(h{(x)+4,h(x)+5)
Iqss S(hi{x)+4)
J(h(x)+1,b(x)+5,q+13)
J(h{x)+6,h(x)+7,q+15)
Iqe12 J(h{x)+8,h(x)+8,5)
| N S{h{x)+T7)
Tqe1a J({s+8,s+8,5).

Tipicna konfiguracija pri izradunavanju po tom programu

Jje slededa:
IR S
- h¢x) - hCx>+2 hCx>+2 h(x)+3 h(x)+4 hCx)+5 h(x)+6

Za svako xeN mozZze se efektivno nac¢i odgovarajuci program
P, sa indeksom x, izradunati koliko komandi ima taj program i
efektivno nac¢i suma kodova svih njenih komandi. Iz posledenjeg

koris¢enjem hipoteze Cerca sledi da su I(x) i a(x)z=p(I¥)+...
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o #B{Ifcxy)s gde Jje P.=If...1{cx;s 1izracunljive funkcije, a
takode je jasno da je gore odredena funkcija h{(x), takode,
izractunljiva. Indeks x{x) programa Q, tada moZemo izracdunati po
slededoj formuli:
x(x)=2a1+zal+az+l+..'+2a1+...+ath}+5+h(x)+4+2al+...+ah(“,+5+h(x)+4
k(x)+251+...+ahc“J+5+a(k(x)]+I(k(x))+h(x)+4

+1 ...+aq+14+14]’

(2%a+a*i, | 42%as?
gde Je a;=g(I1;), 1¢j<q+14. O¢ito je da je x{x) izradunljiva to-
talna funkcija.

Pretpostavimo sada da je dato neko W, takvo da Je WkgAé.
Posmatrajmo niz ig,i4,... ({(¥)). Podto je u tom sluCaju za pro-
izvoljno yeN funkeija Wy,y{Z)zw(x,y,z) izradunljiva totalna
funkecija, Jjasno je, da se taj niz prirodnih brojeva moze kon-
struisati i na slede¢i nacin. Neka je i1i4,=0. Uzmimo kao broj i,
najmanji prirodan broj razlic¢it od i, i w(x,0,i,). Pretpostavi-
mo da smo ve¢ nasli brojeve ig,...,i,. Broj i,,,; odredimo kao
najmanji prirodan broj koji se razlikuje od brojeva igy... i 1
wix,n,i, ). PokaZzimo da se u nizu i,,i,,... nalaze svi prirodni
brojevi {(*x), Uzmimo proizvoljan prirodan broj m i pokazimo da
on lezi u nizu ig,i,,... Primetimo najpre da za beskonacno vre-
dnosti ny, j=0,1,2,..., vazi

w(x,n,inj)=s(inj)=inj+l.
No, tada postoji j, Jj=0,1,2,..., takvo da je n;>m, a odavde ne-
posredno sledi da konadan niz in:--'rinj+1 sadrzi broj m. Uzmi-

mo sada neki proizvoljan broj t. Za broj t ¢e postojati J,Jev,
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takvo da je i;=t. Uzmimo da je v, {t)=i;,,. Posto svako i, moze-
mo efektivno naci, to i za svako t moZzemo efektivno nasi vred-
nost v, (t) (niz ig,iy,... se pravi dok ne dobljemo kroz konadan
broj koraka 1i; koje je jednako t i kao v, (t) izaberemo 1;,,).
Odavde sledi iz hipoteze Cerda da je v, totalno izracunljiva
funkcija. Iz definicije funkcije v,, 1z (¥x) i 1z teoreme 3.1.2
sledi da je v, funkcija Sefera za svako xev., Ustvari, konstru-
kcija funkeije v, je bila nidta drugo do konstrukcija na drugi
na®in funkcigje fx(x)’ kpju definiSe program Q,, t.J. fx(x)zv“'
Sledstveno, ako Je W,Gdy to je fx(x) funkcija Sefera, t.J.
x(x)eaé. Ostaje jos da se pokaze da za svako xeV takvo da Je
Wngg, x{x)eW, i, sledstveno, x(x)eAé\Wx. Pokazimo, ustvari, da
je za svako feW,, f#fxix). Pocgto je f(z)=w(x,n,z) za neko ne&v,

to je f (in)éw(x;n,in)=f(in), i mi dobijamo traZeno. Odavde

x(x)
gsledi da funkeciju x mozemo uzeti kao produktivmu funkeiju za
skup Ag» i, znac®i, zaista je skup Ag produktivan, sto je i tre-
balo pokazati.

Posto je produktivan skup za nas od interesa uglavnom,

kada on obrazuje komplement nekog rekurzivno prebrojivog skupa,
to se potpuno prirodno namec¢e pitanje da 11 Je E;'kreativno 111

ne. Iz teoreme 1.4 sledi direktno da je Zg, ustvari, produktiv-

no i mi imamo sledece tvrdenje

Posledica 3.1. Skup I; nije kreativan.
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Automati u lavirintima

Dacemo osnovne pojmove sa kojima demo operisati u daljem
radu. Dacdemo pojam sistema uzajamno dejstvujuc¢ih, ili interagu-
Juc¢ih, regularnih pesaka i pojam p-lavirinta, a takode razmo-
tri¢demo odnos tih pojmova ka veé postojedim pojmovima lavirinta
i automata-mida [8]. Takode, sformulisademo i neke poznate re-
zultate koji se odnose na konadne automé.te u lavirinatima na
koje demo se pozivati u daljem radu. Osnovni pojmevi teorije
kona¢nih automata, kao i .osnovne oznake, kojima c¢emo se kori-

stiti, a koji nisu definisani ovde se mogu nac¢i u [8] i1 [9].

1. Sistem interagujuc¢ih automata u

p-lavirintima

Za svaki skup 4 sa Pg(4) oznac¢imo skup svih njegovih ne-
praznih podskupova. Ako je AcZ? to sa pr;{4) oznac¢imo projekci-
Ju skupa 4 na Z u odnosu na i-tu kordinatu; i=1,2. Ozna¢imo:
e=(1,0), s=(0,-1), n=(0,1), w=(-1,0), e={e,s,w,n}, éﬂz{U}Ua,
Qo={9e1T¢19w1@n}; 0=(0,0). Sa w~ i n* ozna¢imo redom odgovara-
Jjuée cikliéne permutacije (e,s,w,n) i (e,n,w,s). Takode pretpo-
stavimo da je eze~2=zw,w=w-3=ze,s=s-1zn, n=n-21=s.

Neka su a=(a,,a,) i b=(b,,b,) proizvoljni vektori iz Zz,
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tada jJe Ha-—bll:[(ai—bi)zﬂaz-bz)z]i/z. Kazemo da su a 1 b (slabo
sugsedni) susedni ako je (ua—bn<25ua-bu=1.

Neka su a,b proizvoljni vektori iz Z%, Niz pg=a,pgys-.

., Pm=b se naziva (slabim) lancem koji povezuje a s poljem b
ako su polja p,_, i p; (slabo) susedna za svako i, 1¢i<m. Skup
v, vez®, je {slabo) povezan ako za svako a i b iz V postogi
(slabi) lanac u VvV, koji ih povezuje. Komponenta {(slabe) poveza-
nosti skupa V je svaki maksimalno (slabo) povezan podskup shkupa
V.

P-lavirint je svako preslikavanje c, c:zz_.Ez, takvo da Je
Pc=c"-({1}} povezan skup. Neka je pq proizvol,jno polje iz P
Par (c,po) Se naziva p-lavirintom ¢ s potetkom p,. P-lavirint
je (konatan) beskonacan, ako je skup Pc {konatan) beskonadan. U
sledece dve glat;re pod p-lavirintom c¢emo podrazumevati konacdan
p-jl_:»s,virint. Rupom p—]:avirinta ¢ nazivamo proizvoljnu komponentu
slabe povezanosti skupa Zz\PC. Jasno je,-da za svaki p-lavirint
postoji samo jedna beskonadna rupa. Za proizvoljne p-lavirinte
¢, 1 ¢, pisemo c,¢c,, ako je P_<P_ .

€1 €2

Neka je ¢ proizvoljan p-lavirint. Posmatrajmo graf Gcz
:(Pc,xc), gde Jje PC skup &vorova, XC skup grana, i p, je pove-
zano sa p, granom iz X tada i samo tada, kada su p, i p, su-
sedna polja; p,,p,<P_. U sluctaju ako je G, drvo, p-lavirint c
ge naziva linearnim. Takode, sa proizvoljnim p—_l.avif-intom c
povezimo i oznacdeni orgraf EC. Taj orgraf, takode, kao svoje
évorove ima skup P_ i iz &vora p, polazi grana ka &vora p,,
oznac¢ena simbolom wef{e,s,w,n}, ako je p,=p,+w} p,,p,€P _.

i

Neka je ¢ proizvoljan p-lavirint i w jedna od ciklickih
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permutacija n~ i w'. Za proizvoljne 4<8, Med, 1 wel sa nﬁ(u)
. . d

oznac¢imo elemenat oW, gde je dosmin{deN {0} |w (w)eN}. Neka

je takode 9(p)={aee|p+ae}’c} i Py o =p+(®, ,&,) za proizvoljno p
1 ry2

i {a,,n,) 12 z2,

Neka su dati inicijalni automat %;=(4;,Q;,B;,®;i ¥ir19io0) 1

—y

niska Vi={p§,...,pf§i) nenula vektora iz 7% za svako i, 1{1<n.

Pretpostavimo da je automat A; takav da Je Bicb’;:{U,pi,...
.,pgi}, i 4; skup svih

at=(agat, .. ah €L, 1UPol U ((i1x@y) 117"

3=

koji =zadovoljavaju uslov: ako Je a{:QG{O,l}, 1=1,2,3, to Jje
prl(af;:l)n r'lprl(af,;z)ch i Iaﬁsn{j}xQ”sl za svako Jj, 1¢j<n; O<k,,
k,,k,¢ <ng, k,#zk,; 1<i<n. Dopustimo dalje da za proizvoljno
qeQ,, ako je ai#0 i w;(g.a)=pi za neko k, O¢kini, to jJe ai#z0;
pi=0; 1ci¢n. Sistem A=(Az,...,q,) koji zadovoljava gore date

uslove se naziva sistemom interagujuc¢ih regularnih pesaka, a

-

niska V;, 1<i¢n, vidnim poljem pesaka %;. Specijalni slutnj si-
stema interagujucih regularnih pesaka je taj kada se on satoji
od samo Jjednog elementa. Tada demo goveriti prosto o regularnom

pedaku. Jasno je da ako je A=(4,Q,B,¢,¥,gp} regularan pesak 1

—

V=(pys+++s1Pn) Vidno polje tog pesaka, to Je A=(Ez)n

Neka je A, A=(¥p,...,%",), proizvoljan sistem interaguju-
¢ih hpesaka i a, a=(ao,ai,...,ani), proizvoljan elemenat skupa
Ay za neko i, 1l¢i¢n; Ay, 1¢i¢n, - skup ulaza pesaka %;. Sa a
cesto ¢emo oznadavati nisku (a;,...,a;i)é[lo,l}]ni+1, takvu da

Je a3=0 ako Jje a;=0, 1 a:,=1 u protivnom; 0¢j¢n;. Takode ako je
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—

za pesSaka U; niska Viztpi,...,pgi) vidno polje i pi=(a},a?),

—p

0<Jj¢ny;, to pod a1 2 podrazumevamo ay; py=0.
Jr=J

Neka je ¢ proizvoljni p~lavirint, i 23, 1<i¢n, proizvolj-

na polja 1z Pc' Tada ponasanjem sistema pesaka 4 u p-lavirintu

. ' - - - - — —
¢ nazivamo niz mA4;c,2g): (Zg,80:P0:90) s (Z1:21:D4,G4) ..., gde
. - _, 2 n -+ _._ 2 n - o J
JE’ Zt-{Zt'iii,Zt), dt—(at,---,at), at-(dtoj -;‘-,atnjjﬁ-lj

(1¢j<n), By=(bi,...,bY), bieB; (1cjn) i Je=lyi, ...,q9D), giea,
(1¢j<n), takvo da je Zy,.=74+B,, bi=y;(qi,al), ql.i=eitql,ai),
a

0, pri zf;+ pﬁePC;

ag,=11, pri z%-zﬂ#pﬂ za svako 1%j,1<1<¢n, i z§-+pﬂ€PP;

_{(j' ,q{ ) |z{—zi=pﬂ,,j"¢j,lgj' {<n} u ostalim slutajevima.
Ako je dat sistem interaguju¢ih regularnih pesaka

A=(Uyy...,%,) 1 njegovo ponasanje n(,i;r:,-z'o): (Eorgorgglao)i

('2'1,31, Bl,'q'l),..., to za svako i, 1<i<n, 1 svako t, t=0,1,...,

kazemo da se u momentu t regularni pesak %; nalazi u stanju gi

i lezi na polju zi. Jasno je, da je za svako t, t=0,1,...,

s —

'ftePz'. U daljem ¢emo uvek uzimati da je V;=V, i B;=8, za svako

i, 1<i<n, gde je

;;3:((1,—1),(1,0),(1,1),(0.—1),(0.1),(-1,-1),(—1,0),(—1,1))..
Ako posmatramo ponasanje takvog sistema u p-lavirintu ¢, to
¢emo uvek pretpostaviti, da je zc,:z;:...:zg. Znaci, dai,je ¢emo
govoriti o ponasanju sistema interagujuc¢ih regularnih pegaka
A=(Uqy 043 A,) u p-lavirintu (c,z,), zoeP'C. Takode u daljem pod
sistemom pedaka se podrazumeva sistem interagujuc¢ih regularnih

pesaka. Neka je
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0

Int{4;0,2z5)= U { lj 23).
i=0 j=1
Skup
Fr{A;c, zo)zPC\_Int( AsC,Z4)
se naziva krajem za sistem 4 u (c,z5). Ako je Int(Aj;c,zg)=¢, to
kasemo da sistem A obilazi p-lavirint c; ako poslednji uslov
vazi za svako zg€P , to sistem A jako obilazi c.

Napckon, dajmo neke konvencije kojima c¢emo se koristiti
ubuduce.

Za proizvoljnog pesSaka U Cesto ¢emo sa AQI’ QQI i B‘H ozna-
savati redom njegov skup ulaza, skup stanja i skup izlaza, a sa
q;u i Py redom njegove funkcije izlaza i prelaza.

Neka je A=(%,,..-,%,) proizvoljan sistem interagujucih
pedaka i ¢ proizvoljan p-lavirint. Pretpostavimo da Je pesSak U
u stanju q; i 1;21 na polju py; qieQ‘H ; piEPC; 1<i<n. Odredimo

i

ulaz 20 (p;) pesaka %; ,1<i<n, na sledec¢i nalin:
i

0, pri py+ (al,az)ePr;

[aui(pi)] 1, pri py-pi#(a, &, ) za svako j#i,1<{j¢n, 1 pi+(0¢1,&2}EPC;

&, ,012-

._{(.j' yq 57 ) lpj'—pi=(o:,_ y Xy ) ,.j,#i,lg,j’ <n} u protivnom;

(or.“&z)eV;. Jasno Je, da a  (p;) zavisi od 4 i od razmestaja

Uqj
pesaka tog sistema, t.j. od {p;}j-,. No, posto ¢e uvek biti
jasno iz konteksta o kakvom se sistemu radi i gde se pesaci tog

sistema nalaze, to ¢emo se koristiti tim oznakama bez posebnog

naglasavanja istih.

2., Automati-misevi i ravni lavirinti
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Svi pojmovi i rezultati u ovom paragrafu su uzeti iz [8].
Pojmovi regularnog pesSaka 1 sistema interagujuc¢ih pesSaka su na
neki nadin uopstenja pojma automata-miéa iz {8].

Neka je %=(4,Q,B,p,¥,q,) proizvoljan konatni automat i
?IJ=(B,Q’ ,A,(p*,tp’,q;) inicijalni kona®ni automat Mura, t.j. au-
tomat kod kojeg funkcija izlaza ne zavisi od ulaza, w' -'-ll" (q' ).
Interakcijom automata %« i % nazovimo niz (qn,q;,aa,bg) '
(92:G2123:03) 540+, takav, da je a5=¥ (9o)s bo=¥(Q0r20)s Gias®
=p(g4ra;), q;-u:(P’(q;rbi)r ai+1=¢,(q'i+1), 1 byea=¥(gis11@547)-
Taj niz, kao S8to nije tesko videtl, opisuje ponasanje sistema
koji nastaje spajanjem izlaza od % sa ulazom od % i ulaza
automata % sa izlazom automata ¥ . Primetimo da Jje pri takvom
vezivanju neoph&:lno da Jje jedan od njih, u nasem sludaju ar ;
automat Mura.

Pri razmatranju interakcije dva automata prirodno se na-
mec¢e sleded¢i pojam upravljanja. Neka je Scd. Kazemo da automat
A S-upravl ja automatom % ako se u interakeciji tih automata na
izlazu automata % u nekom momentu poJjavi signal iz skupa S.
Automat % se naziva S-upravljivim ako postoji reé BEB*, takva
da je q; (q;, B)eS. Mogude je pokazati da je interakeiju automata
o i A mogude predstaviti kao proces kretanja automata % po ne-
kom lavirintu, a upravljanje automatom oM kao trazenje s auto-
matom W izlaza iz tog lavirinta.

Neka su A 1 B konadni neprazni skupovi. Nazovimo orjenti-
sanim (A,B)-lavirintom kona¢ni orgraf L, sa izdvojenim &vorom O

i izdvojenim podskupom Sc4, za koji su ispunjeni sledec¢i uslo-
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Vi

a) svakom &voru v dodeljen je simbol p(v)e€A;

b) svakoj grani je dodeljen simbol iz B, pri ¢emu razli-
¢itim granama su dodeljeni razlie¢iti simboli;

v) skup 8{v) oznaka grana koje izlaze iz &vora v jedno-
znadno se odreduje po oznaci a tog &vora: 8(v)=vy{a);

g) postoji put od ¢vora 0 do ¢vora koji je oznafen simbo-
lom iz S.

Cvor 0 se naziva poCetkom lavirinta; svaki ¢&vor oznacen
sa simbolom iz § se naziva izlazom lavirinta L.

Kazemo da je kona®ni inicijalni automat U=(4,Q,B,p,Y¥,g94)
dopustiv za lavirint L ako je ispunjen uslov da je

Vq_eQ vaeA (Y(g,a)ey(a)).
Ako je automat %o élopus:tiv za orJjentisani lavirint L, to se po-
naSanjem YA u L naziva beskonatan niz oblika (gq,vgr20:P0)
(@21Vas@3,04)5..., gde je vg=0; a;=plvi); bi=¥(g;,a3); G347
=p(gi,ai) 1 Vi,4 Jje &vor ka kome od v; polazi dgrana sa oznakom
b;. Ako je bai'em Jedan od &vorova v; u tom nizu izlaz iz L, to
kazemo da ¥ izlazi® iz L.

Dodelimo proizvoljnom upravljivom inicijalnom automatu
Mura‘ u’:w,a' ,A,cp',Lp’ ,q;), sa izdvojenim podskupom S izlaznih
simbola, orjentisani lavirint L(QI') koji se dobija iz dijagrama
Mura automata % ako u njemu kod svake strelice ostavimo samo
oznaku ulaznog signala i svakom d&voru pripisemo odgovarajuci

izlazni signal. Pocetak tog lavirinta je &vor koji odgovara

1Lnnesto rec¢i obilazi iz [8)] ovde upotrebljavamo re¢ izlazi,
zato Sto smo rec¢ obilazi upotrebili ve¢ u vezi s regularnim
pesacima u nesto izmenjenom smislu.
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stanju q;, izlaz - svaki &vor sa oznakom iz S. Ocito da se in-
terakcija svakog automata % sa automatom o podudara sa ponasa-
njem automata % u lavirintu L(‘zf ), pri Cemu U S-~upravl ja auto-
matom A tada i samo tada, kada o izlazi iz lavirinta L{% ).

Obratno, ako je dat neki orjentisani (A,B)-lavirint L, to
njemu dodelimo automat Mura EI‘=(B,Q‘ ,A,cp',v.p’,()) ¢igjgi Jje skup
stanja Q skup ¢&vorova L; cp' (g,b) se odreduje, kao &vor u koji
iz q polazi grana sa oznakom b ako je bef(g) i (p’ (7,b)=q u pro-
tivnom; q:’(q) je oznaka &vora ¢ i 0 je poCetni &vor od L. O&i-
gledno da svaki automat koji izlazi iz L, S-upravlja automatom
o i za svaki automat koji S-upravlja automatom o0 Je lako na-
praviti automat koji izlazi iz L. Na taj nac¢in, problemi kon-
str'ukcijé automa;ta koji upravlja datim automatom i1 automata
koji izlazi iz datog‘ lavirinta su u odredenom smislu ekviva-
lentni.

Neka je B={w,s,e,n} 1 neka je A skup svih parova oblika
(M,p), gde je M neprazan podskup skupa B i wue{0,1}. Nadalje
¢emo razmatrati (A,B)-lavirinte koji ispunjavaju sledec¢e uslo-
ve:

1) ako iz &vora v, polazi ka ¢voru v, grana sa oznakom x,
to iz v, ka v, polazi grana sa oznakom x~31;

2) ako Jje skup oznaka grana, koje polaze iz &vora v,
8{v), to oznaka tog &vora v je oblika (é(v),u);

3) S Jje skup oznaka oblika (M,1), pri ¢&emu u lavirintu
postoji Jjedinstven ¢&vor ozna¢en simbolom iz S. Taj &vor ozna-
¢imo sa T 1 nazovimo izlazom iz lavirinta.

Lavirint L se naziva ravnim ako su njegovi &vorovi tacke
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ravni sa celobrojnim kordinatama; pri ¢emu grana koja polazi iz
nekog ¢&vora (i,Jj) se moze zavrd3avati samo u Jjednom od <&vorova
(i+1,3), (i-1,J), (i,j+1) i (i,j-1), i1 ima, kao svoju oznaku,
simbol w odgovarajucteg pravca, we{w,s,e,n}. Neka je x{i,J)=
={{(1,j),(i+1,3),(i,j+1)},(i+1,j+1)}. Ako za svako k{1,J) koje Je
podskup skupa svih &vorova lavirinta L iz toga $to tri para
grana sa oznakama ¥ 1 x~1, xe{w, s,e,n}, koje povezuju neke od
&vorova iz x{i,j) leze u L sledi da i Cetvrti par pripada L, to

lavirint L nazivamo kvadratnim. Jasno je, da za svaki p-lavi-

rint ¢ oznaceni graf Ec (zajedno sa cxjgoﬁra,juéim oznalkkama Cvo-
rova) je ravan lavirint, t.j. ako pod p-lavirintom podrazumeva-
mo njegov odgovarajud¢i oznadeni graf, to je klasa svih p-lavi-
rinata podklasa klase svih ravnih lavirinata. Sa druge strane,
jasno je, da ako je neki ravan lavirinat L kvadratni, to je taj
lavirint (bez oznaka njegovih &vorova) oznaceni graf nekog p-
-lavirinta Z(L).

Ravan lavirint je pravilan, ako pcstoji put, koji ide po
granama celobrojne resSetke i podinje u T, koji se ne sece sa
&dvorovima i granama iz L i koji se udaljava u beskonacnost. Au-
tomat dozvoljen za lavirint razmatranog oblika se naziva misem.

Neka Jje ¥ neki mis, % - neki regularni pesaly sa vidnim

-

polJjem Vv, a L - neki kvadratni lavirint sa poCetkom u z4. Sa
MW L,z5):  (Qoi1Ves@01Dol) 1 (@asVasaqs,by),ee. i ‘IT(‘ZI’;Q(L),ZO):
(Por@o01ba190)s (P1s@ssbysq4)s++., 0zZnadimo redom ponasanje misa
A u L 1 ponasanje regularnog pesala A u L{L). Kazemo da Jje ¥«

slican sa % nad L ako je za svako i, pij=v;; i=0,1,... Neka je
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L neki kvadratni lavirint. Tada .je Jjasno da za svakog misa U

postoji pesak or (on u opsdtem sluCaju nije jedinstven) sa vid-

-

nim poljem V=(e,n,w,s), koji je slican sa % na L.

Vazi sledeca teorema.

Tecrema 2.1. Za svakog misa W postoji pravilni lavirint
1z koga taj mis§ ne izlazi.

Dokaz te teoreme se moze na¢i u {10], a u bitno uprosce-
nom obliku u [8]. Nama ¢e nadalje biti potrebna neka tvrdenja
koja u [8] prethode samom dokazu teoreme 2.1. Primetimo, tako-
de, da iz dokaza ove tecoreme u [8] sledi da za svakog misa mo-
zemo pretpostaviti da u odgovarajucoj njegovoj "klopki" oznaka
za njegovu pocetnu tacku 0 ima oblik ({e,n,w,s},0).

Ozna¢imo sa R skup svih nepraznih reé¢i p=x,...x, nad B,
takvih da je zaiz svako i, 1<idn-1, x4,,#x371. Uzmimo da je
p~*=xg*...x3%. Konacan orgraf L sa izdvojenim &vorovima 0 i T,
¢ijim su granama dodeljene re®i iz R, nazivamo kvazilavirintom
ako su ispunjeni slede¢i uslovi:

a) reé¢i dodeljene razli¢itim granama koje izlaze iz jed-
nog <¢vora podinju sa razliditim slovima;

b) ako iz v, u v, polazi grana kojoj je dodeljena rec D,
to iz v, u v, polazi grana kojoj je dodeljena rec'p‘i;

d) postoji put od &vora O do &vora T. Kac i u sludaju la-
virinata, 0 se naziva podetkom, a T izlazom iz L.

Neka u kvazilavirintu L od é&vora u ka &voru v ide grana

ozZnacena sa p=X,...X,,; gde je n>l., Tada od v ka u ide grana oz-

nadena sa redju p~i=x;?..x31. Udaljimo iz L te dve grane i



66

umesto njih prisajedinimo kvazilavirintu 1. lanac wy,...,wq_4
novih &vorova takvih da od w; do w;,, ide grana x;,,, 2 od w;,.,
do wy grana x;il; We=U; W,=v; 1=0,1,...,n-1. Uradivsi tu opera-
ciju za sve grane od L, a, takode, dodelivsi swakom &voru vaT
oznaku (8{v),0)}, a &voru T oznaku (6(T)},1), dobijamo neki lavi-
rinat koji oznadimo sa Y(L). Oc¢igledno da shkup ¢vorova Y(L) sa-
drzi skup ¢&vorova od L. Neka je niz (sg,Vgs&g:bgl)s (S3,Va,
ay,b4),... ponasanje misa A u lavirintu ¥(1.). Tada ponas.an,]em
miga % u kvazilavirintu L nazovimo podniz toga niza koji odgo-
vara ¢vorovima v; kvazilavirinta L (ono moze biti 1 konatno).

Neka je p,geR 1 A miS. KazZemo da su recl p i g U-ekviva-
lentne ako za svaki kvazilavirint L 1 svaku njegovu granu sa
oznakom p zamenom oznake p sa ¢ (a, takode, istovremenom zame-
nom oznake p~% déa g~1) ponasanje % u L se ne menja. Tada

Tvrdenje 2.1. Za svaku re¢ p iz R 1 svakog misa A postojl
takav prirodan broj 1 da su sve rec¢i oblika p?3; i=1,2,... 2
—ekvivalentne.

Za zadatog misa ¥ primenimo tvrdenje 2.1 na rec¢i e,n,w,s;
uzmimoe najmanji opsti sadrzalac odgovarajucdih vrednosti 1 i oz-
nadimo njega sa 1 . Oznadimo: e=ze? , w=w? , n=n? , s=s% ; B={g,
E,;,g} . Kvazilavirint, kod kojeg svaka dodel jena red nekoj nje-
govoj grani je re¢ nad B, je %kvazilavirint. Dve re¢i p i g
nad B su sli®ne ako se jedna iz njih dobija iz druge zamenama
oblika x+xx (xeB). Ako je Wkvazilavirint L, dobijen iz M-kva-
zilavirinta L, zamenama oznaka grana na slifne njima oznake, to
kazemo da su L, i L, sliéni. O¢igledno da su ponasanja M u L, i

L, Jjednaka.
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Kvazilavirint L je ravan ako je lavirint ¥(L) ravan. %U-
-kvazilavirint L zovemo planarnim ako postoji slican njemu ra-
van kvazilavirint.

Pretpostavimo da je svakom ¢voru v %-kvazilavirinta L do-
del jena uzajamno jednoznaéno tacka ravni ¢{v), a grani koja po-
lazi iz v ka v izlomljena linija koja se sastoji od horizontal-
nih i vertikalnih odsecaka koja povezuje o{u} 1 @(v), pri Cemu,
ako je grani dodeljena re¢ p i p=x;...X,, to je prvi odsecak te
izloml jene linije usmeren u pPravcu X,, drugi u pravcu x, 1.t.d.
Neka se takode (izuzev podetaka i krajeva) razlicite izlomljere
linije ne presecaju. Obrazovanu svim tim izleml jenim linijama
figuru nazivamo potapanjem od L. U [8] se pokazuje da je M-kva-
zilavirint L planaran tada i'sém@ tada, kada postoji neko nje-
govo potapanie u ravri. Ako je to potapanje takvo da su njego-
vidvorovi E_temenima celébrojne resete sa korahom.lq a izlo-
mljene linije idu po granama te resetke, to se to potapanje na-
ziva l-potapanjem. Iz rezultata dobijenih u [8] sledi i takvo
tvrdenje.

Tvrdenje 2.2. Za svakog misa postoji planarni %-kvazila-
virint L i broj 1, takvi, da za svako i, i=1,2, ..., svako nje-

govo il-potapanje je klopka za datog misa.



Glava 6.
O strukturi univerzalnih lavirinata-klopki za konacan
skup automata 1 automati sa malim brojem stanja u

lavirintima

U ovoj glavi se i1izuCava problem postojanja univerzalnog
sistema automata koji obilazi sve povezane lavirinte u ravni. U
radu [11}] Jje ustanovljeno da ne postoje takvi konadni sistemi
uopstavanjem glomaznog algebarskog dokaza-iz [10], za sistem od
jednog automata, na opsti slucaj. U [8] dokaz nepostojanja uni-
verzalnog sistema od jednog automata je dobijen na bitno pro-
stiji nac¢in. Ovde cemo na elementaran nac¢in dokazati nepostoja-
nje konadnog univerzalnog sistema automata vec¢ zz klasu tako-

zvanih p—lavirinata.

1. Osnovni pojmovi 1 rezultati

Ogranic¢imo se sludajem sistema keji se sastoji samo iz
Jednog inicijalnog resgularnog pesaka ﬂao. Talkode, za pesalka ﬂﬁﬂ
posmatrajmo 1 odgovarajud¢i neinicijalni automat A, koji se u
tom sludaju naziva neinicijalnom regularnim pesakom. Drugim re-
¢ima, ako je W proizvoljnt neinicijalni automat, to ¢emo njega
nazvati neinicijalnim regularnim pedakom, ako za neko ¢,€Q, au-

tomat ﬂho Je regularan pesak. Ovde cemo, kao i gore, pretposta-
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-

viti da je B=8, i, kao vidno polje uzecemo V.

Neka je C proizvoljna klasa p-lavirinata 1 % proizvoljni
neinicijalni regularni pesak. Ako za svako quu, ceC 1 pePﬁ,
pesak ¥, obilazi p-lavirinat (c,p), to se taj pesak naziva uni-
verzalnim za klasu C. Oznadimo sa Un{C) klasu svih takvih pesa-
ka. Karekteristiénim  brojem  klase C nazivamo broj

Char(C)= min ]Qﬂl .
NeUn (C)

Ozna¢imo sa €, klasu svih konacnih p-lavirinata bez

konadnih rupa.

—

Neka je ¢ proizvoljni p-lavirinat i V=(p;,pz,+.::Pn} Pro-

-

izvolina niska vektora 1z Z*%. Za proizvoljno p iz Z*® sa Vip)

oznadimo nisku (p+py,D+Pas ... p+Py) . KaZe se da je p-lavirint ¢

—p

b
v-lokalno kopovezan, .ako je (Zz\Pc)m’(p) ili prazan, ili pove-

-t

zan skup za svako p, pepP . Sa ¢, ozna¢imo klasu svih Vg-lokalno
kopovezanih p-lavirinata bez konadnih rupa.

Za proizvoljan p-lavirint ¢ pod Nb{c¢) se podrazumeva skup
svih polja iz ZE\PC koja su susedna sa barem jednim poljem iz
P Odredimo klasu p-lavirinata C,; na slede¢i na¢in. P-lavirint
c pripada klasi C, tada i samo tada, kada postoji p-lavirint ¢
iz C,, takav, da je PC\Nb(c’ )=P_+, i u shupu PCantc’) nema su-
sednih polja.

Vazi sledec¢a teorema.

Teorema 1.1. Char(C,)=1i, 1i=2,3,4.

P-lavirinat ¢ se naziva slabom klopkom za neinicijalnog
pedaka W ako postoje pgePl i qoSQy takvi, da pesak Aq DE obi-

lazi p-lavirinat (¢,pg); v sludaju da pogljednji uslov vazi za
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svako po€P_ 1 go€Q rec¢icemo da je p-lavirinat klopka za %€. Na
analogan nacin se moZe definisati pojam klopke i slabe klopke
za inicijalnog regularnog pesaka.

Neka je M klasa inicijalnih regularnih pesaka. P-lavirint
c se naziva slabom univerzalnom klopkom za klasu M, ako postoji
Por Po€P, takvo da svaki pesak iz ® ne obilazi p-lavirint
{c,p). Ako poslednji uslov vazi za svako p 1z Pc’ to se ¢ nazi-
va univerzalnom klopkom za klasu M. Kraj klase pesaka M u p-la-
virintu (c,p) Jje skup

Fr(M;c,p)= N Fr(W™W;c,p).
UM

Ako je Fr(wm;c,p)#¢, i ako postoji beskonac¢an |inearan p-lavi-
rint ¢ takav da Jje PCHPCf(tcp)gFr(m;c,p), to se p-lavirint
(c,p) naziva pravilnom klopkom za klasu .

Moze se dol{azaifi sledec¢a teorema.

Teorema 1.2. Za svaku konacdnu klasu M regularnih pesaka

postoji pravilna klopka.

Posto je klasa svih p-lavirinata, u stvari, podklasa svih
ravnih lavirinata, a automati-pesaci "imaju bolje vidno polje”
nego odgovarajucdi "automati-misevi”, to iz teoreme 1.2 direktno
sledl tyrdenje sledede teoreme.

Teorema 1.2% Za proizvoljni konadan skup miseva postojil
pravilan lavirint iz koga svaki ponaosob od njih ne izlazi.

Vazi takode sledeca:

Teorema 1.3. Za svaku konadnu klasu M regularnih pesaka

postoji univerzalna klopka.

Posledica 1.1. Za svaki neinicijalan pesak postoji klop-
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Za dati graf G obrtanje ¢&vora a grafa G je orjentisani
ciklieki poredak (ili ciklicka permutacija) svih grana koje su
incidentne sa a ([12]). Cbrtanje o grafa G je obrtanje svih
&vorova grafa G. Zapis (G,0) ¢e oznacavati graf G sa nekim obhr-
tanjem o. Neka je ag ¢vor incidentan grani v, u grafu G sa obr-
tanjem (G,0). Napravimo u grafu G zatvorenu marsrutu ag,v5,84;,
V31825V2) 000 gde v, i=1,2,..., sledi za granom v;_, u obrta-
nju ¢vora a;, koje je odredeno obrtanjem ¢o. Marsruta se zavrsa-
va tadno u momentu kada se ponovo mora ponoviti par ag,ve. Ta
se zatvorena marsruta naziva ciklom, generisanim &vorom ag 1
granom Vg, 1i.induciranim obrtanjem o. Obrtanje koje inducira
ta®no Jedan cikl se naziva kruznim obrtanjem. Vazi sledec¢e tvr-

denje.

Tvrdenje 1.1. Ako je graf G drvo, to je proizvoljno obr-

tanje grafa G kruzno.

2. Dokaz teoreme 6.1.1

Dogovorimo se da ako Jje Jjasno o kakvom p-lavirintu ¢ se
radi, to se polja iz PE nazivaju oznadenima.

a) Char{C,)=4. Ako uzmemo p-lavirint (cg,,pq) dat na sl.7

(u stvari na sl.7 je dat skup P ), to je Jjasno da nijedan pe-
e

sak koji ima vide od tri stanja

! L _
Po I ne obllazi taj p-lavirint; odav-

de je Char(C,)>4.

Sl1.7. Pokazimo sada da vazZi i re-—
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lacija Chﬁr(c‘)gfl. Op.ié.acemo univerzalnog peéaka A" klase C,,
kod kojeg Je Q?p:Qo' Neka je ¢ proizvoljni p-lavirint iz Cj.
Pravei koje pesak #* moZe izabrati, u zavisnosti od tipa vidnog
polja, su dati na sl.8. Ovde su oznacCena polja ozna®ena sa 1, a
polja, koja mogu biti oznadena 1li ne sa 2; pri tome At se moze

kretati samo u pravcima koji su dati strelicama na sl. 8.

1 2 2 2 2 2 0 2 2 1 2 2 0 2

T T T

1l =1 &5 2 0 1 - 2 1 142 l -1 =22 1] 1

$ + $

1 2 2 2 2 2 1 2 2 0 2 2 0 2
s]1.8.

Konkretni pravac pedak 2* bira u zavisnosti od stanja u kome se
nalazi. O®evidno je, da je p-lavirint ¢ kojeg "vidi" pesak ut
linearan. Naime, posto A* moze i¢i u praveima n i s samo ako se
levo (gore, nasr;ram ili dole) od polja na kome on lezi nalazi
neoznadceno polje, to ako bi graf GC-' bio drvo, ¢ bi bio p-lavi-
rint sa rupom. Odredimo pesaka u*, w=(4 ,Q ,8 ,cp’ ,Llf ), Q =Qp 4
na slede¢i nadin. Pretpostavimo da se %" nalazi u stanju .,

wed, i lezi na polju p p-lavirinta c. Jasno je, da a?r,(p') odgo-

vara jednom od tipova ";o-okolina" datih na sl. 8. Sa M ozna-
éimo skup svih pravaca datih strelicama na slici tog tipa;
M <6. Neka je M:Bc(p)nﬂr. Tada Jje !.l; (qw,au.,(P)hw’ i
cp' (qw,awtp) )=qwf , @ =ﬂl;(-t;1) . Neka se posle nekog vremena o 130—
novo nasac na polju p. Posto je Gcf drvo, prvi put, kada se to
desilo, pegzk ‘zr"ée biti u stanju w . Znadi, mp'(qm,aw(p)]:
=n§(5' )= r‘;(n‘*(a)). Koristec¢i tvrdenje 1.1, dolazimo do zakljud-

ka da je %*, zaista, univerzalan pesak za klasu C,.
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Po¢injucéi od ciklicke peml.;tacije nT mozemo, kao 1 gore,
pokazati da odgovarajuc¢i pesak U~ je, takode, univerzalan za
klasu C,. Takode iz teoreme 1.2. je jasno da postoji p-lavi-
rint, koji ne pripada klasi C,, kojeg ne obilazi nijedan pesgak
sa manje od pet stanja.

b) Char(C,)=2. Posto je jasno da je Char(C,)>2, to poka-
zimo samo jo$ nejednakost Char(C,)¢2. Opi$imo pesaka #,, uni-
verzalnog za datu klasu C,, i takvog da je Qazz{qu,qd} . Neka je
¢ proizvoljni p-lavirint iz C,\L, gde je L skup svih p~laviri-
nata ¢ kod kojih P_ 1ima oblik domina forme 1x2. Pedak %A, se
ponagsa na ¢ saglasno sa sledec¢im pravilima:

(t)=q,

1)Fq (t+l)=q, A Za25 43

A
o, A
2)9%“):‘?@ AFy qﬂz(t'l']-):‘;d AN ZazZg, .33

3)quz(t)=qd AF3 Acl(zg 4)=1 5 q  (t+l)2g, A Zazg ,;

€4
4)q912(t):q" AFqg Ac(zg 4)=0 4 qﬂz(t+1)=q“ A Z2Zg _4;
(t)=g, A Fp > qaz(t+1)=qd A Z4Zg _13

- qﬂi(t+1)=qd A ZaZa i

T)QQE(t)=qu A fz A Fs A Fg *'QMé(t+1)=qu A KSNS,

Ovde je: quz(t) - stanje pesaka %, u momentu t diskretnog
vremena; z - polje datog p~lavirinta ¢ na kome lezi Wy, Fog -
peSak %W, lezi na granici p-lavirinta ¢ (lezi na polju skupa PC,
koje je slabo susedno s nekim poljem iz skupa ZZ\PC);'KSNS -
pesak %, se krece duz granice saglasno sa negativnim smerom ro-
tacije (to je moguce zahvaljujudi tome. 3to ¢ pripada klasi
Co\L). Napokon, gore pretpostavljamo, da je

Fq 824,450V 25,450 v 2, _,=0,

Fa

23,070 A zg _3=1 A z, _,=1
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Fga = (2, 430V 245 420) A 2z, o=1.
Ako jJe Cel, to je cp,uz(q,a%(z)):q i tl:ﬂz(q,auz{znzu(z) zZa,

svako qu‘ZIZ; 8{z)={w(z)}. Lako se uveriti da je %, univerzalan
pesak za klasu C,. Znad¢i, zaista je Char(C,)=z=Z2.

v) Char(C,}=3. Opisimo pesaka %,, univerzalnog za klasu
C,, kod kojeg je ijaz{q“’q;’qd}' Neka je ¢ proizvoljni p-lavi-
rint iz C,. Pesak ¥, "se pona%a” na c saglasno sa sledecim pra-
vilima:

1)Fq (£)=qy, g - q%(tﬂ):q; A Z=Zg 1}

A
“u,
2)[F, A qﬂ,(t)=qd] \' [qﬂa(t)=q“’q“ A Fsl qﬂa(t+1):qd A
ZoZg, -1
3)qy (t)=qq A Fa(0) - g, (t+1)=q, A Z-Za o
3 - ] 3
4)@;@[3(4;):@;,,l A T(Fy A Fel0) A cl(2g 4)=1) v (Fe(l) A
c{z,,0)=0)} = Ty (t+1)=q; A ZoZq 4;
3
S}QQI (t)=gqq A F;3; A 1?'4(0) A cl{zg 4)=0 A c(zg .3)=1 =~
3
"qu (t+1)=q; A ZoZg -4

3

6)[qy, (t)=qy Vv (g, (t)=g, A Fge(l})] A Fqa A Fu0) =
3 E ;

qus(tﬂ):qd A Z4Z4 o;
7)q%(t)=q; A Fgl(j) - qﬂ!{t-l-l):q; A z=z,0¢343;
B)Fg(J) = qua(t+1)=qu A Z—'Z,j+43:0:<..i$3;

- - 3 ’ ,
9)g, (L)=gy A Fg A Fa AFy3 A ~(V Fgl(j)) = g, (t+l)=q, A
u?l J=0 2‘3
ZZH:
, _ - 3 _ 3 _
10)qu (L)=gu A Fo A Fo AFg A~V F(J)) Vv ~(V Fg(j)) =
3 J=0 J=0
Tox (t+1)=q, A Z=z+w.
3

Ovde je,

F‘(J‘) = ZJ=1 A ZJ+i(ZJ“Z)=O FAN Zj—j.(ZJ—ZJ=0



Fglj) = z4=0 A zj+*1=0 A zj+42=0; 0<Jj%3;
i - imaginarna Jjedinica (elementi skupa z% se posmatraju kao
odgovarajuci kompleksni brojevi); zg=zi g» Z3%Zg,3s Z25Z2_.1, 0>

Z4=Zg, -4- Takode, :ﬁﬂs ,(Z)(E), gde Je ¢ p~-lavirint takav da
o

je PC‘-:PC\[ZEP%](ajeEi}Fs(j)], a z - proizvoljni elemenat iz
B\Bcf(z) {jasno Jje, da ® ne zavisi od izbora E). Ostale oznalte
u datim pravilima se poklapaju sa datim u b). Lako se uveriti,
da Jje pesak A, zaista univerzalan za klasu 4, 2znadi,
Char(C5)¢3. Ako uzmemo "dovoljno velike" p-lavirinte c, kod ko-
Jjih skup Pc ima 1l1i formu figure sa sl.9 ili figure koja se iz
nje dobija rotacijom za ugao w/2, to je lako pokazati, da ne

postoji nijedan pesak sa manje od tri stanja koji obilazi fte

L B W F T T Y
-
»
»
1
e
[

'|I r
" ‘ L}
o L] -
A .
.
i 1

v # |
C T T L '
il bl i - - = = J—

Sllgl

lavirinte. Odavde je Char{(C4)>3, t.j. Char(C,)=3, sto se 1 tre-

balo dokazati.O

3. Dokazi teorema 6.1.2 1 6.1.3

Dva proizvoljna p-lavirinta ¢, i ¢, se nazivaju ekviva-
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lentnima, c¢,=c,, ako se translacijom skupa P u Z° moze dobiti
‘~2

skup PCI; sa TE: ozna®dimo tu translaciju. Ako Jje neko polje p

p-lavirinta ¢ oznadeno sa w to smaatramo da je za svaki p-lavi-

F

rint c , takav da je c =c, polge Tg (p}, takode, oznaCeno sa w.
Nadalje ¢e objekt naseg istrazivanja biti niske oblika
(CiFqyeeeyp), gde 8u ¢ 1 Iy, 1<i<n, proizvoljni p-lavirinti,
takvi da Jje rj<c za svako Jj, 1<j¢n; n=1,2,... Oznadimo skup

svih takvih niski sa . Neka su 01=(‘3?"‘1:'-*rf’n1) i

ag,=(c ;rl,...,rnz) proizvoljna dva elementa iz ¥. Pisemo o,=0,,
, ) e Ti .

ako je: n,=n,, <S¢ 1 r;s=ry, a TC =Tr:i za svako J, 1<Jj¢n,. Uve-

dimo na £ binarne parcijalne operacije i+,j’ i,j=1, 2,..., na

sledec¢i nadin:

UI ij"j 02=* {C ;.Pi,..-,}"nl, Fig.--,FJ_1,FJ+1,.-',Fnz),
ri ri
zd je¢ P ~=P UT (P - i wzl (P - 1<k<n # 3 e
e J C er(c) f“ka“j(f‘k)’ <k¢n, (k#j), ako J

1<i¢n,, 1<j¢n, i ris=r;; o, o, Je neodredenc u protivnom.

.t .
1,J
Par (o,,0,) se naziva (i,j)-normalnim ako je r;=r; za neke 1i,J,
s
r

i
1¢i<n,, 1¢j<n,, 1 T -(P )P =P _ . Ako je za sve i1 i j, za koje
ry c c ry

par o,,dJ, {(i,j)-normalan rec¢icemo da je par (o,,0,)

je ri.=rj,
normalan i pisacdemo o,10,. Neka je o;=(c;;ri,...,rg ), 1<i<l,
i

proizvoljna niska iz I, i pretpostavimo da je izraz

(--t(ai + Uz) + - a0 + Uﬁ)zci + UE + . - + GQ
139Ja 1l2sd2 1lp-asJdap-2 1g9Jdy d2sdp 1g-1:Jdg-1

za neke i ‘i j, iz N, 1¢s¢l~1, odreden i ekvivalentan niski
o={Cirqy.+osrp). Tada kazemo da je p-lavirinat ¢ oblika

Z(Cqs+4+2Cq)-

Posmatrajmo p-lavirinte ¢; i ¢3, ¢iji su skupovi P_ i
1



P dati na sl.1l1, gde unutar pravougaonika k; skup P ima

pz i

proizvoljan oblik; 1i=1,2. Neka su &, k,, k5, &k, p-lavirinti

K, I takvi da P’fe' Pkw, Pksi Pknim,ju
'}‘L“ Ko Ke oblik "krstova" ozna®enih na sl.

‘. _%"—E-—t:,— 11 redom sa K_,K,,, Ko 1 K,,, a t,,
T Pcz tys ts 1 t, su redom oznake od-
K:—i"_ :‘DC1 govarajuc¢ih centralnih pclja tih
S1.11. "krstova". Neka su dati A,=(c,;

koskg) 1 ?x,:(cz;kw,ke).‘. Sa A ozna¢imo 1zraz Aj . 2-:-1 Ni 2 3-1-1

. rtl Ai s gde jJe A, 35Ny Za svako J; 1<Jj<r; i=1,2. Pretpo-
stavimo da su p-lavirinti c, 1 c, takvi da je h?’-.l.?xf" 2 za svako
1,,1,e¥. Neka je QIqO=(A, Q,B,9,¥,9,) proizvoljni pesak. Kon-
struisimo automat ?Iqu(?\l sAp )= =(A;Q:B;(p;w:qu) dopustiv za ravne
lavirinte na slededi nadin; Q’ =Q; B'=B; A - skup svih nepraz-
nih podskupova od B . Uzmimo proizvol jno a:{ui,...,msf}esl',
155154 i q@', a takode funkcije w i v, w,v:64{1,2}, takve d=

Jje

J’l, ako je we{s,n} J’l, ako Jje we{s,e}
y=

|J.,({:J , .3, v(u):

]_2, ako je we{w,e} ]_21 ako je we{n,w}

Neka je

(Cikorkareeskyr) hp.iwg,) vl'wilfv(wz) v(w)fﬂws*’) }'u(wg')’

gde je kiEkwi, 2¢i¢s , a kv{wi)-—l':‘kai i knozkwi; Io={viwg}-2].

Postavimo sada pesaka ﬂqn na polje t['.:- p~lavirinta kv(w )1 iu
1 /"

stanje g. Kredtud¢i se kroz p-lavirint ¢, pesak exqo se u Jjednom

momentu, po prvi put, nade na jednom od peclja tm ,...,tw N
1 S

-lavirinata .l:ng,kz,. ..y Kkg° (ako poslednji uslov ne vazi, to uz-

mimo da Jje q:.' (q,a)zqo i l[J’ (q,a)=x za neke qc,eQ' i x€a). Pretpo-
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stavimo da se peSak ?Iqo nalazi. u tom momentu na polju tu y
| i
o

lgiogs', i u stanju q‘; tada je (p'(q,a)=q; 1 Lb’(q,aJ:uio.
Vazi sledece tvrdenje.

lema 3.1. Za proizvoljnog pesaka ?Iq0=(A,Q,B,(p,w,qo)

postoji pravilna klopka oblika T(A;,A;).

Dokaz. Posmatrajmo automat ¢ =‘21q0(7\1 sA, ). Iz teoreme
5.2.1 sledi da postoji pravilni lavirint L 1z kojeg A ne
izlazi. Iz tvrdenja 5.2.2 sledi da moZemo predpostaviti da L
lezi na celobrojnoj resetki sa korakom k#*l, gde ke¥ moZemo

slobodno birati. Neka je d{?h):l‘”t - i d(r,)= =|v, -v
n

t t l

€ L

Vt_sl

(v ; ,u€d, - celobrojni vektor koji odgovara polju p-lavirinta
¥ |

?\Mtu) oznaCenom sa t,). Pretpostavimo da je k=d(A,)*d(A,)*k,,

gde je k,, k,e¥, takvo da se A,(A;) moze smestiti u vertikalnu

(horizontalnu) traku dirine ne manje od k,. Neka je dalje

e’ r;—:l. 1 e |
(Criknseeoskg)=Ry ZTI Az 3T1 tte dgtl hdz
i
otk e ko )EN2 . A2 4, ... +, AZ ,
B LTELIY ’ e) A7 oT1 "2 371 d1:1 d 4

gde Je dp=d(An)*lxk,, Af=A; 1 A3=A,; m=1,2; 1¢i¢d,; 1¢j<d,.

Stavljaju¢i umesto horizontalnih (vertikalnih) odseCaka date
resetke, koja se nalazi u L, p-lavirint c:lf(r:zf), dobi jamo

p-lavirint c(L;A;,A;), takav, da pesak QIqu ne obilazi

{c{L3AysA;),p) za neko pePc Odavde, 1 iz togd da je L

(Lixg o A,)°
pravilan lavirint sledi tvrdenje date leme.O

Neka je M proizvoljna klasa pesaka. Za pesaka uem sa oA
oznatimo odgovarajuc¢i neinicijalni pesak, a sa {2 =[A] - skup
svih inicijalnih pesaka koji imaju isti dijagram prelaza kao .

Inicijalnim zatvaranjem skupa M se naziva skup [Ml=u (%A}.
W
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Neka su dati proizvoljni pesak ¥ i proizvoljni p-lavirint
(c,p). Za proizviljno P, p€Int{¥;c,p) pisemo p, <(?1‘<' D) Pss
| A |

ako se p, pojavlijuje u m{¥;c,p) ranije nego p,.

Lema 3.2 Neka je M proizveljna klasa pesaka. Tada ako za
[R] posteji pravilna klopka, to za klasu M postoji univerzalna
klopka.

Dokaz., Sa (c,p) oznactimo jedan od p-lavirinata hkojti je
pravilna klopka za klasu {m]. Posmatrajmo p~lavirint - dat na

sl1.12, gde unutar pravougaonika K,

‘ | i k, se nalaze p-lavirinti (c,,p,) 1
I K,I I | K;I (c,,p;) takvi da je (¢,,p,)s(c,,p,)%

Hbe.12. =(c,p), a r je linearan p-lavirinat

koji sa C, i Ca ima opsta samo polja iz
Fr{m;c, sP» }UFr(‘llf;c:l,p,). Pokazimo da. je ¢ univerzalna klopka
za klasu M. Uzmimo proizvoljnog pedSaka A iz M i stavime ga na
proizvoljno polje p p-lavirinta c. Dopustimo da pesak & obilazi
p—labirj.nat (¢, p). Tada moZzemo pretpostaviti da je, na primer,
D, <(Q,I;r:} D) p,+ Neka je ¢ stanje pesaka % u momentu kada se on
po prvi put nasao pelju p,. No iz toga sto jJe () q<[R] sledi da
je P nP_ <Fr{(M g ic,»py )y t.j. peInt(Wc,p). Iz dobijene

1

kontradikcije sledi da vazi tvrdenje date leme.C

Dokaz teoreme 1.2. Uredimo skup pesaka iz M u konatan niz
oa:%ti,...?i,n. Konstruisimo po indukciji pravilnu klophku (c;,,,pm)
za dati niz «. Iz teoreme 3.1 sledi da je za pesaka U, moguce
napraviti pravilnu klopku {'c;,pi). Pretpostavimo da za peSake

Ways oo W, 1{t<m, postoji pravilna klopka {c;,pt) i napravi-
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-t ' #
___ pt ff_ mo p—lavirinat (Cy,41,Pe+4) Koji je pra-
—_F_ " Vilm kloma Zﬂ méake 211 I "ZIt’QIt"l »
r& K& ut . . . + t
| Uzmimo p~lavirinte ry 1 r; sa sl1.13, gde
se unutar pravougaonika k* nalazi p-lavi-
—P3 __
it rint (we,pe) s (We,De)2(Ce,pe); Uy - line-
S
kE r kE . _ ] .
e arni p-lavirintg takav da je Pw nPU (23)
t U
Sl- 13¢ CFP( {ﬂlg "o ,‘th} ;Wt ]p;) (poéto je p""la\"i"‘

rint (c;,pt)'pravilna klcocpka takav p-lavirint uvek postoji) i
ki=kt=kiskizkt. Jasno je da je [(ri;kt,kE)1%2L0(rg;ks,4%)1%2 2a
sve prirodne brojeve 1, i 1,. Postavimo pesSaka %,,, na polje p;
p—-lavirinta (wt,p;). Ako kredudi se po p-lavirintu (r},p;), pe-
Sak ¥Y.,, ne izlazi na polja pt i p¥, to moZemo uzeti da je
(ct+1,pt+1)5{r},ét’)f u protivnom, oznalimo sa p: to polje od
polja pf i p; na kojem Ge se U,,, ranije pojaviti. Neka je g,
stanje peSaka %.,, u momentu kada se on po prvi put nasao na
p:. Iz teoreme 5.2.1 sledi da postoji pravilni lavirinat
(Lesq:Preq)s 1z kojeg automat (m£+1(F},F§))qB ne izlagzi;
ri=(réhE,kE); ri=(r§ik%,kt). Mozemo pretpostaviti da je stepen
&vora pey, U grafu t{L.,,) jednak 4 (paragraf 5.2). Dopustimo
sada da je c;+1=c(Lt+1;F},F§) (lema 3.1), & kao p,,, uzmimo
polje p; "kopi je" p-lavirinta rt, koja je posle "smestanja" u
Lessa incidentna Etﬂ. Pri tome, ako je pzzpf-, to uzmimo tu

n

"kopiju.” koja se nalazi ispod polja p.,,, a akc je p:"-'p,_‘i to
uzmimo "kopiju" koja se nalazi iznad tog polja. Lako se uveri-
ti, da je (c;ﬂ,ptu), zaista pravilna klopka za pesake U,,...

vevsWpy Upyy- Odavde sledi da se moZze napraviti p-lavirint
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(C;“,pm) , 1 mi dobijamo tvrdenje.date teoreme.O
Dokaz teoreme 1.3. Tvrdenje ove teoreme sledi neposredno

iz teoreme 1.2 i leme 3.2.0



Glava 7.

O obilazenju kona¢nih lavirinata sistemami automata

U ovoj glavi ¢emo pokazati da postoje dva sistema uzajam-
no dejstvujucih regularnih pesaka, jedan od kojih se sastoji od
dva pesaka, a drugi od jednog pesaka i dva markera, koji obila-
ze klasu svih kona¢nih p-lavirinata [13]. Takcde cemo videti da

se ovaj rezultat moZze uopstiti na klasu svih ravnih lavirinata.

1. Osnovni pojmovi i rezultati

Neka je A={(U;, ..., %), Ws=(A;,Q4:B1,9i:Wi:9410) (1£i&n), -
sistem uzajamno dejstvujuc¢ih regularnih peSaka. Ako iz uslova
da jé ag=a; i a=a , gde su a=(ag,.+.,ag) i afz(a;,...,a;) pro-
izvoljni elementi iz A4;, sledi, da Je wi(q,a):wi(q,a!) i
¢E(q,a)=q&(q,a') za svako i, 1<i<n, i ¢€Q;, to se takav sistem
A zove sistemom slabo uzajamno dejstvuju¢ih pesaka, ili prosto

gs-sistemom. VaZzi sledece tvrdenje.

Teorema 1.1. Postoji s-sistem 4,=(%,,%,), koji sadrzi sa-

mo dva pe3aka, koji obilazi svaki konacan p-lavirinat.
NER& Su LlOéeni pEQHCi ‘uil,uiz,...,ﬂi | 1$i1<t--<im$n, u
m
A, koji =zadovoljavaju slede¢i wuslov. Prétpostavimo da Je

[Q1J|=1 i da za svako a=(ao,...,aa)eAij, ili je-qhd(qij,a)=0,
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ili ako je Lpij(qij,a):b#(], to'postoji S, s#rk, I<k¢m, 1 g,

qeQ,, takvo da je (s,qleag 1 wﬁtq,a,)=b; ovde je
a'={[aa\{{s,q)}]U{(ij:qid)}:&1:---:ag);

|Qij|={Qij}; 1¢j<¢m. Tada pesake Uy oWy oee oWy nazivamo marke-

rima u sistemu A.

Teorema 1.2. Postojl s~sistem .4;:(21';&:,&;), gde su §1 1

&, markeri u A, koji Jjako obilazi svaki konadan p-lavirinat.

Ocevidno da po analogiji sa s-sistemom pesSaka mozZemo
uvesti pojam uzajamno dejstvujuleg sistema miseva i govoriti o
njihovoy un}verzalnosti'u odnosu na klasu svih ravnih lavirina-
ta. Vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.3. Postoje dva sistema uzajamno dejstvuju®ih

miseva, jedan od kojih se sastoji od dva misSa, a drugi od jed-
nog misa i jednog maerra, koji obilaze svaki ravni lavirinat.
U daljem, pri konstrukciji pesSaka &esto ¢e biti opisan
samo deo njihovog dijagrama prelaza, koji na sustinski nadéin
utide na njihove ponasanje u proizvoljnom p-lavirintu; nebitni
deomeZEmo dodefinisati proizvoljno;vodeéi pri tome raduna da

ti pedaci pripadaju s-sistemima.

2. Dokaz teoreme 7.1.1

Neka je V proizvoljni slabo povezani podskup skupa Z*. Sa
Nb, (V) oznadimo skup svih polja iz Z*\V, koji su slabe susedna
sa barem jednim poljem iz V. Neka je A proizvoljni pozitivan

broj. Za svako peV sa th( p) ozna¢imo kvadrat stranice A sa
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centrom u ta&ki p (ovde se pretpostavlja da e 72 potopl jeno u

R%; R*® - realna euklidska ravan). Tada je CL (V)= U Kv,(p).
pev
Posto je V slabo povezan skup, ofito je Clh(_V), pri 1<, poli-

gon. Neka je L - skup svih povezanih -l2lova na koje kvadrati
Kv,(p), peNb, (V), razbijaju granicu od 015/4(‘?) . KreduZi se duz
granice od Cls/%“") saglasno sa pozitivnom orjentacijom poli-
njuti od Jjedinice i proizvoljno izabranog 1, le€L, numerisimo
sve elemente skupa L. Takode, svalkom p, peNb, (V), dodelimo skup
N{p) svih brojeva dodeljenih svim delovima iz L koji leze u
Kv,(p). Jasr:xo Jje, da Je 15|N(p) igﬁl za svakc peNb, (V). Neka je ¥«
- regularni pesak, ¢ - neki p-lavirint, a V - jedna od njegovih
rupa. Pretpostavimo da je Int(?l;c,po}=Nb1(V) za. neko polje pg
iz Nb, (V). KaZemo, da se ¥ pravilno okrede okc V u pozititmom
(negativnom) smelru pt:_:éev od polja pg, ako postoji broj m, meV,
i nizovi {n_,-_}?=0, {mi}'a;a talkvi da Jje n;eN(p;), N, nj+pog
(N, ,*nij—-n%;) 1 o3€{0,1} za svako i, 1=0,1,2,.... Kada takav
pesak o lezi na polju p; recicemo da je ¥ u poziciji n; rotaci-
Je.

lema 2.1. Neka Jje ¢ proizvoljni p-lavirint i V¥V jJedna od

njegovih rupa. Za svako p, peNb,(V), postoji pesak *U;(p)
("W, (p)), koji se potev od polja p, pravilno okrecde oko ¥V u
pozitivnom (negativnom) smeru, ako je V kona¢na rupa, 1ili u
negativnom (pozitivnom) smeru, ako je V beskonadna, i takav da
iz Ny =Ny, (nk:l,.nk2 -~ pozicije rotacije) sledi da je I, e, 1 i
iz n"‘:.m"z i nki,nkzeN(p’) za neko p;erl(V) da je qki#qkz
({(quu&i:bi)}igu - ponasanje peSaka *%, (p) (~A, (p)) u (c,p).

Dokaz. Konstruidime pesaka *%, (~%,), kod kojeg Jje
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Qooy Q4 (Q_?I =Q,) na slede?i na¢in. Neka *¥, (7%,) lezi na z,
1 1 .
zePc, i neka je u stanju 9.’ we; ¢ je proizvoljni p-lavirint.

Uzmimo tada da je

Ov (G saa (2))2q - = (o (g ,a_ (2))=q_, =)
Aq, T’ T, ne(z){w) AqA, ‘W YU, ne(z-)(w}

Brgg, (2r gy (21751 (©) (Yo (qpa-y (2))=1G ) ().
Neka je prvi, u odnosu na pozitivan (negativan) smer rotacije,
odsetak jednog od povezanih delova granice od 015/4(1?), koji
lezi u Kv,{p), usmeren u pravcu ug (w;); mg,w:-_,ea. Lako se uve-
riti da peéak‘

“'%I,_(p)=(*?11)q ("le{p)=(‘211)q )
Wy Wg
zadovoljava uslov date leme.

Primedba. U stvari, iz konstrukcije *o, (p) ("%, (p)) Je
jasno, da on u ,opéteﬁl sludaju nije jedinstven. No, neobazirudi
se na to, mi pod oznakom Y%, {(p) (¥, {(p)) smatramo jednog odre-
denog od njih. Kac *%, (p) ("%, (p)) uzmimo, na primer, toga, kod
kojeg je podetno stanje prvo u poredku (9.,GnsTu:ds)

Neka je 4=(%,,...,%,) - proizvoljan sistem regularnih pe-
saka, {(ft,gt,gt,ﬁt)]i=o ~ ponasanje tog sistema u datom p-la-
virintu (c,zg), 1 U eeosWp s 1¢r,<...{rién, - neki pesaci iz
A . Kazemo da pesaci ‘21,.1, . .,EI,.R markiraju neko polje pePc sku-

- : L U LS
pom A-A,.ix...xt\l_k, A,.jcaurj, 1<j<k, ako jJe p=z,"=... ...=Z24 1

r | :
(qt",...,qtk)e{\ za neko teN, t.j. ako postoji momenat diskret-
nog vremena t, u kome ti pesaci imaju na polju p susret.oblika

r r |
(qti,...,qtk), koji pripada skupu A. Skup svih polja, koje pe-

saci 21,.1, s ,‘ZI,.k markiraju skupom A se oznadava sa Mark{u,.l, co
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.,ﬂ,.k;A).

Neka je ¢ neki p-lavirint i V jedna od njegovih rupa. Po-
lja p,,p,€Nb, (V) se nazivaju poljima jednog te istog nivoa,
p,~p,, ako je p,-p,=(s,0) za neko seZ. Za proizvoljno p iz sku-
pa Nb, (V) neka je L, (p)={p eNb,(V)]|p ~p}. ﬁ

Neka su %=(4,Q,B,0,¥,qs) 1 ﬂfz(A,Q;Bjcp',z[;:q’o) dva proiz-

voljna automata. Za proizvoljno beB 1 (ql ,q;)eQJ «Q ,q;#q;, sa U

b
+ A oznacimo automat kod kojeg je A - ulazna azbuka, BUB -

Q;IQz
izlazna azbuka, Qﬂzaﬂl(b,q;) - skup njegovih stanja, gde je

Q;(b.q;)'-:{(q.q' )eQx(Q'\[q;})[(38&4)(3q169}(q=<p(q1 ,a) A b=ylg,,al))l};

q:u” i !.|J” su redom njegove funkcije prelaza i izlaza taxve da je

pl{g,a), ako .:ie'qea 1 P(qg,a)#b;
. |telgsa),q,),  ako je gea i wlg,a)=b;
¢ (t;h.a)=1 . , R .
(qzrq ), ako Je q=(qzrq ), a g =@’(q ,a)#qz:
92 ako je g=(g,,q ) i @ (g ,a)=q,;

I¢<Qla): ako Je gea;

. , P
4’ (qla)-1¢ (q ’a)’ ako .je qz(qz.rq >;

za svako qef.’z” i a€d; g, - poCetno stanje tog automata.

. X,s ¥,n Neka je ¢ - preoizvoljni la-
By qy— gr— g, J P J P
. - %¥,n - *¥,8 - virint, V -~ Jjedna od njegovih
B, q — q, g, ’ J nJesov
o~ x0T ~ x,0 ~ rupa, i p - proizvoljno polje
B’. ql___f__. qz g . q! ! p P J‘ po J

S1.14. iz Nb,{V). Uzmimo pesake B, 1
8,, ¢iji su dijagrami dati na sl.14 (sa *¥ je oznaleno proiz-

voljno vidno pelje tih pesSaka). Neka je

n S
‘m(p)=*u,(p) + B, *W(p)=*A,(p) ,+ B,
qd,:9; Q1iQ:

i ~{q 9, ) |we6}. Tada u (c,p) vazi tvrdenje sledece leme.



Lema 2.2. Mark(*¥; (p), " ®; (p)iA)=L, (p).

Dokaz. Oznacimo sa m,={(pd,qi,ai,bi)}iee, i=1,2, pona-

sanje pesaka *%Wi(p); p3=p3=p. Jasno je da mny, i=1,2, kao podniz

sadrzi ponasanje pesaka *W, (p). Podto se *Y,(p) pravilno okrece

<

oko V, to sledi da je 1_.l:l_‘:,pi‘.:=l‘1'l::1(I«'),.k i=1,2., Korakom pesaka
*wi(p), i=1,2, se naziva svaki prelaz tog pesaka u Jjedno od
stanja iz skupa stanja Q5. U zavisnosti od toga u kom pravcu se
pri tome krede pesak *ui{p), i=1,2, ti koraci mogu biti c¢etiri
razli¢ita tipa. Neka je p' - proizvoljno polje skupa Lvip}.
Jasno je, da se *ui(p), i=1,2, pre nego 8to se vrati u podetno
stanje 1 na podetnc polje p, mora pojaviti barem jedanput na p,
i, pri tome, biti u jednom od stanja iz Q,; sa T; oznacd¢imo mo-
1;1enat, kada se 1‘10 prvi put desilo. Broj koraka raznih tipova
uradenih pesakom *%3({ 1.9) , i=1,2, do momenta T; oznac¢imo redom sa
1,,1.,1, i 1,. Tada je jasno, da je T,=1,+1 431 +1_ i T,=1,+l +
+1 +31,. No, 1z p~p sledi da je 1.=1g,t.j. T4=T,=T. Jasno je,
das je taj susret iz A. Znadci, p'eMark(""ZI{(p),*'Zl'f(p);m, t.3.
L, (picMark(* (p), "W (p);A) .

Uzmimo sada proizvoljno p{ iz Mark(* (p), 22 (p):A). Lako
se vidi da se moZe pretpostaviti, da c¢e dati pesaci markirati
polje pf skupom A pre nego sto se oni opet nadu u po¢etnim sta-
njima na polju p. Neka su tskav susret desio u momentu T. Pos-

matrajmo pesake

n
W (p)Eta(p) v B,

~

* BRrRe EN

S
W (p)=tu (p) o+ B,
91195
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{(sl.14), 1 njihovo ponasanje u (c,p). Jasno je, da je
Mark(*20 (p), *%2 (p) ;A)=Mark{*2t (p),*® (p);A)

1 da ¢e pesdaci *ﬂ{'(p) i "?If, {p) imati susret iz A u istom mo-
mentu kada c¢e pesaci *%W(p) i *W(p) imati isti takav susret.
Odavde sledi da ¢e pesaci *® (p) i *E'I";J(p) u momentu T na po-
1ju p’ imati susret iz A. No, posto se *QI{J(p) i "'?If'(p) pra-—
vilno okredu oko V, to moZemc pretpostaviti da su neki brojevi
n, i Py, redom njihove pozicije rotiranja u momentu T. Iz leme

1

2.1 1 iz toga kako je izabran skup A, sledi da je n, =ny, =n.

2 f2
Primedujuc¢i da je n u stvari broj uradenih koraka pesaka *u}(p)
i *®(p) do momenta T, dobijamo da je 1, +1.+31_+1_=1_+1_+1_+
+31lg, toj. 1,21, 1 sledstveno p-vp’. Poslednje zajedno sa vise
'dokazgnim daje Mark(*®}(p),*W(p);A)=L (p), Sto je i trebalo

.
i

dokazati.n
Umesto peSaka *@W(p) 1 *W(p) mogu se posmatrati pesaci

W (p) i "W (p), gde je

n
W p)=Tw, (p) + B
d:19;5
i
S
“dqip)=tu (p) 4+, B,
d1:95

Tada u (c,p) vazi sledece tvrdenje.

lema 2.2. Mark{-m (p);'ﬂf(p);:\):LV(p).

Neka je c¢ proizvoljni p-lavirint i V jedna od njegovih
rupa. Posmatrajmo poligon Cls/*(V), koji moze biti ili ograni-
Gen ili neograni¢en. Dodelimo svakom temenu tog poligona broj 1
ili -1 u zavisnosti od toga da li je odgovarajuci ugao u tom

temenu Jjednak m/2 ili 3n/2. Sa Varg(V) ozna®imo sumu svih tih
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brojeva. Vazi sledecde tvrdenje. .

Tvrdenje 2.1. Ako je V kona¢na rupa p-lavirinta ¢, to Je

Varg{V)=4; u protivnom je Varg{V)=-4.

Neka je V proizvoljna rupa datog p-lavirinta (c,p),
A=(Uyq, ..., UW,) — neki gsistem pesaka, i p’ - proizvoljno polje iz
P_. Kazemo da sistem 4 u p-lavirintu (c,p) (A,A';il,...,in)
-potpuno otkriva neko svojstvo a rupe V ili polja p’ , ako: (1)
pesaci u*z"”'uin’ 1<1<n, imaju susret iz MAA na poliu p; (2)
prvi takav susret je iz A, kada vaZi @, a u protivnom je 1z h’;

A,A mﬂiix-..tauia l mA =¢-

Uzmimo pesaka *%U, (p)={(4,Q,B,9,¥,;qo(p)) i konstruisimo pe-
saka *M(p)=(4,Q,B,@:¥:qalp)), Q =ax{0,1,2}, na slede¢i nacin.
Za Iﬁroizvoljne w,m' 0 ga-d{u,m’) oznadimo njihovo rastojanje u
odnosu na cikli:’:-ki poredak m (na primer, di{n,e)=1, d{e,n)=3,

. ). Neka je

I1, ako je d(w,w )€{0,1};
0, ako je d(w,w )=2;
12, ako je d{w,w )=3.
Tada za proizvoljne q:-(qw,x)eQ' ,x€{0,1,2},we8, 1 aec4i, np’ {g,a)=

riw,w )=
p |

(g ,X+gr(w,w )), gde je g, =#lg, a), 2 W (g,2)=Plg ,a); Tolp)=
(go{p),;0). Sa &2 oznacimo marker koji uopste ne deluje na pe-
Saka +?I;(P); Qﬁ;={q°}-

Tvrdenije 2.2. Neka je ¢ - proizvoljni p-lavirint, V -

jedna od njegovih rupa i p - proizvoljno polje iz Nb, (V). Tada,
sistem Al (p)=(*W (p),&2) u (c,p) otkriva potpuno svojstvo ko-
natnosti rupe V; pri ¢emu se- "W (p) okrete cko ¥ u pozitivr-m
smeru, ako je V konalna, a u negativnom, ako je V beskonadia.

Dokaz. Iz konstrukcije pesaka *ui(p) i tvrdenja 2.1 sle-
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di, da sistem A(p) u {(c,p) (AsA ,1,2)-potpuno otkriva trazeno
svojstvo V, gde jJe M{(qu,1)|m8}x{qg} i N:{(qw,fa} {wed} x {4} .0

Ako umesto pesaka *¥,(p) posmatramo pesaka U, {(p), to,
kao i vise mozemo konstruisati pesaka "W (p) 1 pokazati da vazi
sledede tvrdenje.

Tvrdenije 2.2 Neka je ¢« - proizvoljni p-lavirint, U -

jedna od njegovih rupa i p - proizvoljno polje iz Nb,({}. Tada
sistem A (p)=("wW(p),®3) u (c,p) otkriva potpunc svojstvo ko-
nadnosti rupe V; pri demu se "W {p) okrete oko V u negativnom
smeru ako jJe V konadna.

Ozna¢imo sa {, leksikografsko uredenje u z%, Neka je V -
proizvoljna rupa datog p-lavirinta c¢. Maksimalno polje skupe
Nb, (V) u odnosu na uredenje <, se naziva V-osobenim. Oc¢ito, da
ako je polje p, ;oel\fbl-(V}, V-cscbeno, to je (c(p_q ol clp_q _41),
c{pg,6-1)1=(1,0,1). Polje pEPC se naziva osobenim, alio je za ne-
ku rupu V p-lavirinta c, p V-osobeno.

Lema 2.3. Neka je ¢ proizveoljni p-lavirint. Tada postoji

y
sistem 4,=(%;,%), koji za svako peP_ potpuno otkriva u («,p)

da 1i je polje p osobenc ili ne.

Dokaz. Konstruisimo pesake 20} 1 %i za koJje su skupovi

Qiﬂ_ﬂf « {1,2} U me « {3,4,5} U {qu,gl‘*’ae} U {gg,1}

i
Q,=0 n (1,2} U Q N {3,4,5} U
2 -ul + R x y +Q11 + R X g%y
2 ql ,q’ 1 2 q.l‘. IQE 1

U {qulzlhﬁe} U {QQ_Z}

redom skupovi njihovih stanja. Opisimo dijagram prelaza tih pe-



91

daka. Ako u dijagramu za ¢ (22) posmatramo samo stanja vida
(g,k) za proizvoljno fiksirano k, 1¢k¢d, to pretpostavimc da

poddi jagram koji ta stanja zajedno sa ulazima 1z E? odreduju je

n
jzomorfan dijagramu prelaza za “U7{"YU; + B,}, ako je
d519;
n
ke{1,2), ili dijagramu za *2(*2A} + 8,), ako je ke{3,4,3};
911495

pri ¢emu u tom izomorfizmu stanjima {g,k) odgovaraju stanja ¢,
a rebru ({g,,k),(g.)k)), koje Jje oznacenc sa (a,b), odgovara
retro (g4,9-), oznaceno na isti nadéin.

Ostali prelazi u diagramima prelaza za pesake %; 1 U su
odredeni njihovom interakcijom. Ovi pesaci interaguju tada 1
samo tada, ako na nekom polju p',p' EPC, imeju susret tipa
(g2192)=((g k), (g ,¥) k), web, pri cemu:

1) ako je k=1 i x=2, to je cpﬂ;(ql,ai)=((q5,q;h3ls
tpggiqz.azh((q,,x),?:) i q:ug_(qi,ai}:s, i=1,2;

2) ako Jje k=1 i x=0, to je cpu%(qi,al)=t(q5,q;),4),
¢h§(?2,az}:((gs,x),4) i wag(qi,ai)=s, i=1,2;

3) ako je k=4, to Je Qu;(qf,eal)=(cp+2r§(qu,a*),5),
Oy (978707 (Bugs 5 5 (4,027)100,5), Yy (@221 3 (90

d::9> )
i g ,(g%,22) =%, ., ]: (g .2 );
% o Q1193 B

4) ako Jje k=5 i c(pz_i_o):O, to Je cpw(ql,ai)z{qa,Z),
. 3

P (4%12)=((ag,r()),2) i dyalghiat)=u, 21,2, gde je

J‘O, ako je w=w;
r{w)=
1 u protivnom,

) J’(q,.q:). ako Je w=n;

glw
1q,, ako je w=w:
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5) ako je k=2, w=n i x=0, to je @, (q%,a?)=((q4,9,),3),
F |

2 2) - : : 3 iy = y = »
wu%(q y@%)=({(ggeyx),3) 1 wu%(q ,a*)zs, 1=1,2;

a*::;f:;i; aizaui(p’ y, i=1,2. Dalje pretpostavimo da je za svako
pap e,
((gg19:)s1), ako je izl i (d,,d,,d,)=(1,0,1);
cpugtqo,i.aﬂ;(p')):((qs,l),l), ako je i=2 i (d,,d,,d,)=(1,0,1);
‘qﬂs(p' )(e),i u ostalim sludajevima;
i

) IS, ako je (d,,d,,d,)=(1,0,1);
gt (90, 113515 (P )=

Iﬂgtp’ ) {(e) u protivnom;

(dl:dzrdi.):((C(P-;,Q)JC(P-;L,_;L)rC(PQJ_J)); i=1,2. Takode je

cpu;(qwjl,a"):{qnﬁ), (pm(qwjz,a‘)z({qn,O),S) i mug(qw’i,ai)za
za svako aiEAu: 1 wed; i=1,2. Kao inicijalno stanje pesdaka ‘.’I;i,
1=1,2, uzmimo stanje gq ;-

’Neka je A={{{gn,0)},((gn,0},3))} 1- A,={((qn,3),((qn,3€h
3))|1¢x<3}. Lako Jje videti da sistem A4,=(2,22) (4,4 ;1,2)
-potpuno otkriva da 1li je polje p osobenc ili ne, 3to je i

trebalo pokazati.n

Dokagz teoreme 7.1.1. Iz dijagrama prelaza za pesake o} i

ar (W i W) pravimo dijagram prelaza za A, (A,) na slededi
na¢in. Oznadimo sa Q;, i=1,2, skup Qﬂj\{{qw,ilms} U {go. i})-
Neka je Quiﬁix{s,n}LQm.,, iz1,2. Pretpostavimo da za proiz-

vol jne qu‘Zl* i 'ae.-tu

(a €A ), ako je (5_1‘015..1,_11501_1)=
1 a1

=(1,0,1) (3.4 0)8_4 -1180,-1)=(1,0,1)) i ili g¢=q,, ili
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¢u+(q15)=s (lllﬂ*(q.;):s), to
cpul(q,a)ﬂ((q,,q;),l),w) (q:ua(q,a’)=(((q5,1J.'1),u))

i ,a)=s (g,a )=s), gde je
Yy {9 (dy, (9 ‘ J
IS, ako je q=q.;

L=
1n u protivnom;

u suprotnom sludaju

cpultq,a)np,w(qé) (cp_uz(q,a")np,aﬂq,&’l)

Wy (202)70y0a (9:3) (dy (958 )=y (g, ). .

Neka. Je ¢ proizvoljni p-lavirint. Pretpostavimo da je pe-
sak %;, i=1,2, u stanju qieaix{w} i lezi na nekom pol ju piePC;
we{s,n}. Tada, ako je p,#p, ili (gl,¢2)eQ, gde je

Q={(({gn»3),w),(((gq,x),3),0)) |we{s,n},xe(0,1,2}}uU
U{{{(gn)5),w),({(¢gn,0),5),w)) |we{s,n}},

to

G (Fh10y (py) )=tpui(qi' :a,I:(PiH

4 i - i’ Y)Y
'vl’ui(q :dui(Pi})—lbg:(q :Cﬁu.;(Pl))a
agg(pi) se izraCtunava u odnosu na sistem (2,23); ako je
gi=(q,w) za neko geQ; i wei{s,n}, to je qi!zq; i=1,2.
Takode pretpostavimo da pesaci %, i %A, slabo interaguju
na taj nad¢in, da ako su oni u stanjima:
1) g2({(gns3):8) i g =(({94,X),3),8), to @, (g.a)=q, (g ,a )=
1 A
=‘~Pu+(q,-.:a ) 1 lllul(q:ﬂ):ll’u:(q 12 )=¢2‘+(an& )
2) g=((gn)3)sn) 1 ¢ =({(gns%),3),n), to @ (g.a)=q, (¢ ,a )=q,
1 F 4
1 (g.@)=y, (g ,2 )=s;
4’?11 q "I"uz{:t ’
3) g=({gns5)18) 1 ¢ =(((3n,0),5),3), to @ (g,2)=q, (g ,a )=q,
] s

iy (9:2)=4y (g ,2 )=s;
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4) g=((qn,d)n) 1 q'=(((qn,0),§),n), to (;;ultq,a):cp?jz(q',a' =
:%i-(qn.a”) 1 wal(q,ahwuz(q' ,a' )=¢u+(qn,a”)

gde je aza =a , a a i a odgovarajuci ulazi pesaka ¥, i L. :

x€{0,1,2}. Kao inicijalna stanja pesaka %, i ¥, izaberimo jeco o

od stanja skupa Qﬂ"" na primer, stanje q..

Neka je < proizvoljni p-lavirint. Pokazimo da za preo.z=-
voljno peP  sistem Ag=(%, ,%,) obilazi p-lavirint (c,p). Za sv=-
ku rupu V p-lavirinta c¢ uradimo slededu operaciju. Oznadimc =£2
p{V) V-osobeno polje rupe V. 3a 1{V) oznadimo horizontal=-:
odsecak u E2 od tatke [p(V)., _,+p(V)1/2 do prve tacke Iz
Cl,{z*\#_), koja se nalazi na desno od nje. Ako za svaku rupu V
p-lavirinta ¢ iz ponasanja pesaka A, 1 U, izbacimo <&etvores,
koje odgovaraju prelazu tih pesaka sa pelja p(V)o -5 na polje
p(v), i obratno, 1 o@seéke ponaganja na kojima oni odreduju ca
1i je neko polje osobenc ili ne, to mi dobijamo ponasanje pesa-
ka ﬂi i ﬂ; izomorfnih N*, koji ne interaguju izmedu sebe. Lako
je uo¢iti, da pesaci 211 i ?12 ne prelaze odsecak I(}V) za svaku
konadnu ;upu v p-lavirinta c. Ako rasetemp oblast Cl,(F_ ) du=
odsecaka I{(V), ona ¢e postati jednopovezana. Znaci p-lavirint,
koji pesaci ’211 1 ‘ZI; "vide", je za njih p-lavirint bez konadnih
rupa. Koristec¢i tirdenje f) teoreme 6.1.1, mi dobijamo da sis-
tem 4y zaista obilazi p-lavirint (c,p). Iz proizvoljnosti izbo-

ra p-lavirinta ¢ sledi da A4 zadovoljava uslov date teoreme.Q

3. Dokazi teorema 7.1.2 i 7.1.3



35

Dokaz teoreme 7.1.2. Neka je Q§'=[qé}, Q. ={qs} 1
. il

Qﬂ;:{((ql,k],(qz,k),i,m,qu,w')!o:e{-l,l}, we{e,w,n,s}, w €{s,n},

1¢ks5, iel1,2}, 1 (g;,k)eQ;(j=1,2)} U Q.
Pretpostavimo prvo da za proizvoljne g={(qg,,k),{q5,K},1,q,
qw,w'JeQu; i aeAu; (aofot{{i,qé)}):

a) cpu;{q,a)=((q1,k),(q3,k),i,&,(pﬂ_(qm,g),w') 1 tbu;(q,ah
¢ﬂ_(qw,5), ako je a=-1;

b) tpu;(q,a)=((qi,k),(q2,k],i,a,cpwfqm,gl,wd} 1 wﬂ;(q.ah
q"ZI"{qu’;)’ ako Jje o=1.

Neka je ¢ proizvoljni p-lavirint, i neka jedan iz datih
markera, na primer, ﬁ}, i’e{l,.?.}, 1 peéa.k 211 imaju susret na
polju p, p&PC. Ako Je pesak ‘H; u ‘stan,ju oblika

q=((q1,k),(qz,k),iﬂ,a,qw,w‘*)
i, ili se sva tri Peéa.ka ne nalazé na polju p, ili (Gq1,95)%
#(q, 7, (g,”»x)) za svako w €8, to ti pesSaci interaguju tada i
samo tada, kada je i'=i#=i, i pri tome na ta) nadin da je

[y ((@ark) 120} (G2,K) 1 20matsq ()50 )y @Ko Je iz1;

Gy (D179 (PV)= ?2(9)
q, 4 1((';1:1{)!%(('?Z’R)’az)'1’_¢’q01(q)’w ), ako je i=2;
3
. |
”, -, e ” i’ r y= - x .
wﬂ;{q’a‘&;(p”_wﬁi’(% g’ (p))-tpu%((q,,,k),a,_)

gde Jje
ijj ako ,je &J:Bj;

o;{g)=3n"{b;), ako je wwb; i a=-1;
mt(b;), ako je web; i o«=1;

a‘jza%}(p), j=1,2. U sluctaju, da su sva tri pesaka na polju p 1

da je {qi,qz)=(qw~,(qw~,x)) za neko w €9, pretpostavimo da je
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Itcai.'ﬁ).@z,ﬂ;,l,a' a0 ), ako je k=1,2,4;
(p z(q'a :(p)): qg, ‘ akﬂ je (k,wr J‘El(3rn)1(518)1;
R f a4, 1

‘p-u*(q“’au: (p)) i ostalim sludajevima,

wﬂ; lq’aﬂ; (p) )=q’§;(qla§"j(}3))=mﬂi {{ IQ:er) s W )’al);

uE_,-,'EJ,‘J)=cp_uj(<{qj,k>,w’),§_j); 37000 gy 0 K) W ) ) way e s

-:Wa)r gde jJe aﬂ! (P)zf‘fo:-“ -'-:wa) i \j’::[g‘(":l)‘j]/z; J=1,2;
) !

L

o« =-1, ako je ke{l,2}, a ako jo k=4, to je &=l; q=((yi,k},
(qz,k},i,&,qw,w ) - stanje pesaka %I,‘
Pretpostavime sada da pesaci ‘ZI;, ﬁl 1 'c“zz imaju susret na

nekom polju pePc, i %I; Je u stanju qeaw. Ako Je

* X : 3 . . ¥
(a_y . g1@.4,-112 g,-1)=(1,0,1) (a Sauy {p)},
1

¥
i, 1li jJe g=g., ili '.b?r(q,a Jz¢, to uzmimo da Je

y - : —ig’ - % ’ - 1 =
%Il(q,aul(p)) wﬁi(qmaﬁi(p)) s, i=1,2,

B (2529 (P))=(((90:92) 5 1)5 ((der1) 5105 1,-10q 0, 1,
1 3

gde je p

. [s+ ko Je §3qq;
W = "
1n, ako je ll.rm...(q,a =S ;
u protivnom je

X
%;(q,aﬂ;(p))mpw(q,a )

. | X
” ” - y A » - = .
wul(q.aullp)) q:ﬁi(qmaﬁilp)) Y+ (qs2 ), i=1,2
Kao i teoremi 7.1.1, lako Jje proveriti, da sistem
Ao=(%, ,&, ,§,) obilazi svaki konadan p-lavirinat.O

Dokaz tecoreme 7.1.3. Napravimo sistem (:fl'l,"flz) automata

-miseva za koje je Q~ =Q

X, ~at, 1=1,2; (¥, ,¥,) - sistem pesaka icC
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teoreme 1.1. Neka je L - proizvoljni ravni lavirinat i neka ﬁg,

i=1,2, lezi na polju p; lavirinta L 1 nalazi se u stanju gq,,

) i

na sledec¢i na®in. Neka je

q:€Qy . Odredimo ulaz a;=4;{(p;,pz) pesaka YU, (aie"‘u )y, i=1,2,
i

(1 ,g957)), ako je py=pp i (Js,J2)=0;
| - _J1 . ako je p,#p. 1 (J4,J2)=0 ili_
[ﬁl‘Pl’PZ”Ji.Jz“ ako j& (Jar32)#0 i (31:d2)€0(ps);
0 u ostalim sludajevima;

i’=[3—(—1)i]/2; i=1,2. Tada pretpostavimo, da je

(ﬁﬁi(qi :ﬂﬁi(Pi) )=¢ui(Qi’ai)

"’ﬁi‘q“aﬁitpi)):“’ui(‘?i’ai’;
i=1,2. Lako je pokazati da sistem (%,,%,) obilazi svaki ravan
lavirint.
Na analogan na¢in, polazedé¢i od sistema A&ztﬂl,ﬁl,ﬁ;), mo-

zemo konstruisati sistem koji sadrzi jednog misa i dva markera,
4

koji obilazi svaki ravan lavirint.



Glava 8.

Automati-pedaci u beskonac¢nim p-lavirintima

U ovoj g2lavi se posmatraju avtomati u beskonadnim p-lavi-
rintima. U [14] je pckazaio da postoji sistsm od 8 automzta,
pri ¢emu su 7 od njih markeri, koji obilazi svaki keskonalan
p~-lavirint. Datil dokaz u [14] se poziva na ¢injenicu, cokazanu
u {15}, da konatni automat zajedno sa dva beskoriacdna celobroina
broja¢a predstavlja univerzalnu masinu Tjuringa. Konstrukeija
samog sistema se ne daje, ved se samo napominje da bi ccigled-
nije resenje zahtevalo dovolgno velikl broj markera. Nas e
cilj da konstruisemo sistem od Jjedneog automata 1 sedam markera
koji bi na dovoljno oc¢igledan nac¢in obilazic svaki beskonaéan
p—lavifint. Ponadanje ovog sistema opisademo programom koji 2e
biti dat uz pomod¢ konstrukcija koje su slicne sa konstrukeijama

jezika programiranja Pascal-a.

1. Sistem od Jednog automata 1 sedam markera koji

obilazi sve kona¢ne i beskonad¢ne p-lavirinte

Neka je ({(c,pg)) - proizvoljni beskonacdni p-lavirint. kac i
u sluc¢aju kona¢nih p-lavirinta, kaze se da sistem A=(A,,...,2.)
obilazi taj p-lavirint, ako Jje Pczlnt(A;c,po).

Vazi sledec¢e tvrdenje [14].
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Tenrema 1.1. Postoji sistem od osam pesdaka sedam od kojih

su markeri, koJji obilazi svaki p-lavirint.

Dokaz. Neka je c¢ proizvoljni p-~lavirint 1 V jedna od njego-~

vih rupa. Za proizvoljnog pesaka ¥ sa Zog oznac¢imo polje p-lavi-
rinta ¢, na kojem on lezi. Pretpostavimo dalje, da su neki pe-
saci %, i N, na granici rupe V. Rastojanjem izmedu %, i %, duz
granice rupe V u odnosu na pravce P, i P,, P,,P,s{e,n,w,s}, na-
zivamo broj 1(V;¥%,,%,,P,,P,)}, definisan na slede¢i na¢in. Po-
stavimo pesaka A* u momentu ty, na polje Za, i u stanje qe_ . Ako
se u tom sludaju A" okrede pravilno oko rupe V u pozitivnom
smeru i postoji momenat t,, takav da je: (1) qr ,=dp, 1 Zy STy

a (2) za sve tts, qe#gp, 111 z.2z to je L{V;¥, ,%,,q,,7,)=

) i
=t,-tgy; u protivnom je 1{V;¥%, , %, ,q, G, ) =% {(zt,at,bt,qt}):=1
je ponasanje peQ:aka o u p-lavirintu (C’ZQII ).
Dajmo prvo defim:hci,ju Suna. cun se sastoji od ¢etiri marke-
ra K., K,, K, i K;, i pesaka %. Ako se ti peSaci nalaze na gra-
nici neke rupe ¥, to oni zajedno sa promenljivima FX i FY odre-
duju ‘brojace C,, C,, i C, na sledec¢i nadin:
C=sgn{1/2-FX} ¥ 1 (VK , K, P4, P2}y

Cyzsgn( 1/2-FY) AR V;KHrKyrpq rpg)

C.=l(V;K,,K,,PgsPa);
FX,FY:=0,1. Promenljive FX i FY cuvaju, u stvari, redoh znakove
veli¢ina C, 1 C,. Promenl jive P,, P,, P, i P, ¢uvaju redom
vrednosti koje su bile na izlazu pedaka ¥, kad je on posljednji

put premestao, okredudi se oko rupe, markere K., K,, K; I K,,, a

vrednost promenl jive Py "obezbeduje" kretanje pesaka % oko rupe



100

vy Pyele,s,w,nl, 141215 Pgele,s,n,w, ¥}, Svaki od brojaca (., (,
i C. moZzemo umanjiti ili uvedati za jedinicu. Pckazimo kako se
to moze uraditi na primeru broja®a C,. Stanje peSaka ¥ je niska
srTednosti nekih promenljivih mecdtu kojima se nalaze 1 P;, 1<i<5.
Ta stanja c¢emo ponekad oznacavati sa @l{x4,...,X4), gde su x,,
1<i<n, sve promenljive, <&ije vrednosti odreduju stanje pesaks
H. Meclu tim promenljivima nalaze se, na primer, 1 takve, koje
mogu ‘naterati’ pesaka o da se okrede u pozitivnom smeru, poci-

njucéi od polja z oke rupe V do susreta sa K,, t.j. u takvom

» }
K.,

sludaju

Po=g, ((Xq,... yPgsers ’x“)’au(zl ):tp_w(qpo,au(z))

i

F{XNqgy.o-o :@w{qPD:_aﬁ(Z‘) | B !an=('pu[(£1' IR lpo: .o rxn) raﬂ(Z)].

Tada program R1 za uvecanje broja¢a C, za jedan i program RZ za

unan jenje istog za jedan imaju sledec¢i oblik:

procedure Rl

besin
if FX=0
then
procedure R1’
else
procedire R2'
if ZKH—ZKR
then FX:=0
end

procedure RZ
begin
if FX=1 or z. =z

IH‘
then
begin
FX:=1;
procedure R1’
end
else

K

b
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procedure R2’
end

procedure R1’
begin
Pa:=P,4;
procedure R3’;

Pusp1z=luu+(qpﬂ:au(z) ),

Zort =39_I+Po;
Kx::sz+P1;

Pyt =Eo :
Zyt =2 +Pg;

procedure R4’
end

procedure R2’
begin
Pq:i=P,;
procedure R3’;

Pq:=Pg;

Pc,:=wm_<qp°,au(z) )3
ZE(: :zu+PQ ;
P,:=Pg,;
procedure R4’
end

procedure R4’
begin

while (P,#P, or z_+P,#z

of ) do

K,
begin

Po:zwa_(qpo,au(::));

ZH: =zu+Po
end
Zor SZgtPy
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end

procedure R3’

begin
hile (z_#z,, or P,2P,) do
W | o 2K, o*F
begin
Po:zwu..(qu,a,a(ﬂl;
Zu:=2g+Pq
E;'ld
end

Pesaci K4 1 K; odreduju brojac C. Sistem-tun se mora kreta-

ti od pesaka K, do pesaka K,, t.j. do polja zZ33z,. , menjati,

¥
i
premegtajuci K, na odgovarajuc¢i nac¢in, brojad C i vracati se

natrag u poCetnu tacku zg =z Da bi to uradio ¢un se krede po

Kq~
vertikali na sleded¢i nadin (sl.15). Pretpoétavimo da se on kre-
¢e na gore (FD=1) od K, do K;; na analogan na&in ce se kretati
i na dole (FD=0) od K; do Ky. U rezimu rada FL=3 pesak 21- "poku-
,_—_ _ ;‘ sava 'da pode na gore. Ako je to mo-

> .

ce, to on prelazi na polje z4 , i ne

menja rezim rada FL=3; u protivnom,

ako sa V oznadimo rupu, kojoj pripa-

Sl.15, da polje Zg,1y to pesSak U prelazi na
polje z , krecuc¢i se u pozitivnom smeru oko rupe V i prelazi u
rezim rada FL=1. U rezimu rada FL=1 pesak % se okrece cko V u
pozitivnom smeru i "trazi" polje z skupa Nb, (V), koje se po
vertikalnom pravcu na gore nalazi najblize od svih ostalih po-
1ja skupa Nb,(V) (sl.15) ¢inec¢i pri tome ceo obrtaj oko rupe V
(ako Je rupa V konacna), i dolazec¢i na polje z prelazi u rezim

rada FL=2. U rezimu rada FL=2 pesak % prelazi sa polja z na po-
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lje Z i prelazi opet u rezim rada FL=3. Vise se pretpostavlja
da pesal ¥ preme3ta i pesake Cuna na odgovarajuc¢l nadin.

Brojac C se menja na slede¢i nac¢in. Ako Je FO=1, to se C
smanjuje, a ako je FO=0, to se broja¢ C uvelava Zza vrednost NM;
pretpostavlja se da promenljiva NM sadrzi pozitivan ceo broj. U
stvari, C sadrzi samo apsolutnu vrednost veliline sa kojom c¢emo
mi operisati, a promenljiva ZC <Cuva njen znak. Tako da mi vise
ne menjamo vrednost od €, ved vrednost izraza sgn{l1/2-ZC)*(;
7ZC=0,1. Posto se C menja premestanjem K,, to ml moramo saduvati
i informaciju o tome kakav Jje pravac poslednji put pri preme-
stanju markera K, imao pesak %, a takode kakvu je vrednost u
tom mementu imaala promenljiva FL. Oznadimo redom te promenl ji-
ve sa 51 i OFL, a sa DIRECTIONI —.promenljivu koja Guva pravac
posljednjeg premestanja pesaka %W. Da bi sve navedeno pesak U
mogao uraditi, &un se mora kretati saglasno sa algoritmom datim

na sl.16, gde podprogrami Ql, Q2, Q3 i Q4 imaju sledesi oblilk:

procedure Q1
case FL of
1:
begin R
while not (C,=0 and C,=0) do
procedure P1’
FL:=3
end
2:
FL:=3
3:

procedure Q2’
end {case}

procedure Q2°
begin
if c(zg,-4)=1
then
pesak % premesta markere X,, K,, K, 1
K, na polje Zg .1;
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else

begin
FL:=1
while FL#2 do
procedure Pl
procedure P2
end
end
procedure Q2
begin

case FL of
1:
procedure Pl
2:
preccedure P2
3:
precedure P3
end {case}
enc

procedure Q3
begin
NM:=NM-1
case FL of
1i: : :
procedure Pl
procedure P4
2:
procedure P2
procedure P41
3:
procedure F3
1if FL=3
then
pesak U premesta markere K., K, K., K
i K, na polje zg 41
else
procedure P4
end {case}
end
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 JPEN
no no ves
FD=17 T ZZZg? Zz=Z47 - — Q1
vyes ves no
[
end QRQZ’ ¥
¥
-~ no
z=zz, i P,=DIRECTION1 i OFL=FL? — Q2
1yes
X
no no ' yes
2C=07 NM#2Q 1 FO=17 NM20 1 FO=07 Ql —— z=zqa?
vas ves noe ves
Q3 FD:=0 ZC:=0
|
¥ X
ves no vas
Ay AN NM=2Q 1 FO=17? NM20 i FO=0? — Q3 —¥%
no ves no
ZC:=1 FD:=0
l *
no e5
NM=(Q? FQO=1? — 4
lyes no l
FD:=0 Q3 ¥
7 ¥ X
Sl.16.
procedure Q4
begin
NM:=NM-1;
case FL of
1:
begin
procedure P1'’;
procedure P4’;
if C,=0 and Cy=0
then FL=3
end
2:
begin

procedure Pl

FL:=1;

| N
’

.

procedure P4’

no

X



end
3
begin
if c{zgq -4)=1
then
begin
pesak % premesta markere K,, K., K., kK,
i1 K; na polje z45 .4
end
else
begin
Pgi=w;
op, (+, K, KK, ,K;);
op, (C,Cy) 3
while FL#2 do
procedure P1’
procedure PZ2;
procedure P4’
end
end
end {case}

end

Program P4’'(P4) radi tako da se pesak A krece oko rupe od

polja z,. u pozitivnom (negativnom) smeru do markera K;, "uzi-
H -

ma" ga i "nosi” ga, okreducdi u pozitivnom (negativnom) smeru

natrag na polje Zp Podprogrami P11, P2, P3, P’ i Pl'’ imaju

W

sledesu formu:

£

procedure Pl
begin
if C.»0
then
begin
op, (+, K, K, K, , Kz
0p, (C,,Cy)
end
else if C =0
then FL:=2
else if C,=0 and C_>0
then C.:=C,
else if C>C, and C0
then C_:=C,, >
end

procedure P1’’
begin
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if C, =20
then
begin
op, (+, K, K Ky K )3
op, {Cy,Cy)
end
else if C,=0
then FL:=2
else if C_=0 and.Cy<O
then C_:=C,
else if C,<C,, and C <0
then C.:=C,
end

procedure P2
begin |
while not (C,=0 and C=C,)
begin
0p1 (+!KH!KKIK31KI) )
Opz(cxicy)
end
FL:=3
end

procedure P3
begin
if c(zg5 4)=1
then
pesak N premesSta markere K, K,, kK, 1
L, na polje zg 4
else
Py:=e;
op, (+,K,,, K, , K, K;)
op, (C,Cy)
FL:=
end

pesSak A premedta markere K, do polja z.

K,
Op1 (-IKW le IKlez) ;
op; (Cyx:Cy)
end

Ovde op, (+,K,, K, Ky Kz) (op, (-,K,,K,K,,K;)) oznacava to da
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pesak %W premesta svaki od markera K, Ko Ky K, za jedno polje
oko date rupe u pozitivnom {(negativnom) smeru i pravac koji Jje
pri tome imao premedtajuc¢i marker K, se Cuva u promenljivo]
DIR; op,{C,,C,}) - saglasno sa vrednoscu promenljive DIR o menga
bro- jace C, 1 Cy.

U stvari, jasno je da broj koji se nalazi u brojaZu C govo-
ri koliko ukupno puta &un radi po podprogramima Pl, P2 1 P3, da
bi od polja z, dosao do polja z,.

Neka je dat jos jedan pomoéni marker Ky, koji zajedno sa Kg
odreduje brojae¢ C’. Cun ﬁoie upravljati tim brojadem na isti
nacin kao i brojacem C. Pretpostavimo da su u poletnom momentu
gvi pesaci bili na nekom polju py. Brojad¢ C sadrzi bro) oblika

?

1x| 17| gh+l-|x| Jh+i-|y] 11 (2k#1) 5z oz

gde su x i ¥ koordinate tacke z.. u pravouglom kordinatnom si-

Ko
stemu, koji za kordinatni poc¢etak ima tacku py. Promenljive SX
i SY ¢e Guvati redom znake vrednosti koordinata x i y. Znaci, u
brojadu C ¢e biti zakodirano mesto u ravni markera K, u odnosu
na polje po. Premestajuci Ky mi moramo ili da uvecavamo 1ili da
smanjujemo x i y, tako da se mi moramo nauciti kako da delimo i
mnoZzimo vrednost brojata C na neki proizvoljan prirodan broj.

Algoritam mnoZenja sa brojem k, keN, vrednosti brojada C

ima sledec¢i oblik:

C!:=C; {éun premesta marker K, od K, do K,}
while C'20 do
begin
C:=C+k-1;
C':=C'-1
end

Recimo ovde samo da umesto operatora C:=C+k-1 (C’':=C'-1), u
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stvari, treba pisati program, <iji je diagram dat na sl.16.,
kod kojeg promenljive NM i1 FO imaju redom vrednosti k-1 1 O (1
i 1). Algoritam deljenja sa brojem k, ke&V, vrednosti brojaca C

ima sledec¢i oblik:

procedure test;
1f RESULT=0
then
while C’#0 do
begin
C’:=C"-1;
C:=C+k-1
end
C’:=0;
ZC:=HELP

Ovde podprogram test ima sledecu formu:

procedure test
begin

C!':=0;

EXIT:=true;

RESULT : =0;

HELP:=ZC;

ZC:=0;

while EXIT do
begin
C':=C’+1;
C:=C-k+1;
if ZC=1

then EXIT:=false

else if C:=C’

then
begin
RESULT:=1;
EXIT:=false
end
end {while}

end

Promenl jiva RESULT pckazuje da li je C deljivo sa k 1li ne.
Ako C nije deljivo sa k, to se C ne menja, a C':=0.
Ako zelimo samo da saznamo da li je C deljivo sa k ili ne,

to jge tada dovol jno koristiti sledec¢i program:

procedure test
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while C’#0 do

begin
C':=C'~1;
C:=C+k-1
end
ZC:=HELP

Premestaju¢i kroz lavirint ¢ marker K, pesak % mora “pre-
stati” i brojac¢ C. To je mogude uraditi zahvaljujuc¢i pomodnom

markeru K, i brojacdu C’ na sleded¢i nac¢in:

procedure W
begin
case DIRECTION of
n:
begin
A premesta Ko, K,y 1 markere ¢una na z, ,
C:=C+1;
if SX=1
then
begin
C:=C/2:
if not 2|C
then SX:=0
- C:=5xC
end
else
begin
C:=2%C;
C:=C/5
and
end
S.
begin
A premesta Ky, K, 1 markere Cuna na z_, g
C:=C-1;
if not 2|C
then
begin
SX:=1;
C:=2%xC;
C:=C/5
end
else if SX=1
then
begin
C:=2%C;
C:=C/5
- end
else
begin
C:=C/2;
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C:=5¥C
end
end
AR
begin
if not 3|C
then
begin
SY:=1;
C:=3%C;
C:=C/7
end
else if SY=1
then
begin
C:=3%C;
C:=C/7
end
else
begin
C:=C/3;
C:=T7T%C
end
U premesta Ky, na z_, g;
HELP:=ZC;
Z2C.=0;
while C#0 do
begin
C:=C-1;
% premesta K5 i1 markere C¢una na z_, g,
C’:=C"+1;
A premeSta Ky 1 markere ¢una na 2z, g
end
9l premesta K, i markere Cuna na z_; g
C:=C’;
C?=0;
ZC:=HELP
end
e.
begin
if SY=1
then
begin
C:=C/3;
if not 3|C
then SY:=0
C:=T7%xC
end
else
begin
C:=3%C;
C:=C/7
end

% premesta K, na z, q;
HELP: =ZC;



112

Z2C:=0;
while C#0 do
begin
C:=C-1;
o premedta Ky 1 markere Cuna na z,, q;
C':=C’+1;
W premesta Kg 1 markere ¢una na Z_, o
end
% premesta K, 1 markere Cuna na Zs o)
C:=C"';
c'=0
ZC:=HELP
end
end

Ako skup Nb, (V) neke rupe V lezi wu kvadratu 8,: x|k,
lylgk, to je Jjasno da Je Nb1(V35(2k+1)2. Znac¢li, ako hodemo da
proverimo da li lezi neka rupa zajedno sa svojom granicom, na
kojoj se nalazi nad§ sistem pesaka, t.j. pesak Kg, unutar kva-
drata 8,, to je dovoljno okrecuci se oko te rupe u pozitivnom
smeru napraviti (2k+1) 2 koraka svaki put proveravajuci uslov
|x|<k V |y <k, Poslednji uslow mozemo 1ako proveriti preoverava-
juei deljivost C sa 52 i 72. Tada ce se sisiem iz jednog pesaka
i sedam markera, koji obilazi svaki lavirint kretati po slede-

¢er, programi.

REPEAT:=1;
RESTART:=0;
while REPEAT=1 do
begin
H1:=0
H2:=0
if RESTART=4
then
begin
for I:=1 to B do
begin ‘
C:=11%C
while not 5%|C do
begin
C:=11%C;
C:=C/5;

C:=13%C {&uva broj p«{C)}
end
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ithile not 13,C do
begin
C:=0¥(C;
C:=2C/13
end
end
Ci1=5%C;
C.=7%C;
RESTART : =0;
end
else

begin
if not 5%{C
then Hi:=1
if not 7%|C
then HZ2:=1

DIRECTIONI::opa(aﬂﬁz),SX,SY,HI,HE,DIRECTION);

DIRECTIONZ : =DIRECTION:
if {3(2—1_0):C(Z_1?_1):5(301_1))*(1:0:1)
or {(DIRECTIONl#s and DIRECTIONZ#n)
then
begin
DIRECTION :=DIRECTIONI ;
procedure W
end
else
begin
H3:=1;
DIRECTION: =w;
repeat
C:=213%xC;
C:=Cj{11;
procedure W;

DIRECTION:=mﬂ+{qDIRECTIQN,au{z});

if not 5|C or not 7|C then H3:=0
until 11|C and H3=1

DIRECTION:=DIRECTION;
while 13[0 do
begin
C:=C|13;
C:=Cx11;
procedure W;

DIRECTION::wﬂ*(qDIRECTIQN’a (z));

end
if H3=0
then
begin
DIRECTION:=DIRECTION1:

A
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procedure W;
end
else
begin
pesak A zajedno sa markerima K, i K

proverava da li je polje Zy osobeno
o

ili ne; ako je osobenc, to je H4:=1,
a u protivnom slucaju je Hd:=0;
if H4:=1
then
begin
if DIRECTION1=s
then DIRECTION:=n
if DIRECTIONZ2=n

then .
begin
DIRECTION: =s;
procedure W
_ end
end
else
begin
DIRECTION:=DIRECTION1;
procedure W
end
end

end
end
if not (2|C or 3[C)
then RESTART:=RESTART+1;
end

Operator op,(aajz),SX,SY,HI,HZ,DIRECTION) daje pravac, koji
bi kao izlaz imao pesak %* iz teoreme 6.1.1, ako bi njegovo
stanje bilo gprpectrrIony ¢+ 1 ako bi njegovo vidno polje uzeli u
odnosu na skup anPE, gde je c¢ dati beskona®ni p-lavirint. Jas-
no je, da iz vrednosti promenljivih SX,SY,H! 1 H2 moZemo odre-
diti to vidno polje.

Posto se vrednost promenljive REPEAT ne menja u programu to
se sistem .Ao:(QI,KO,Ki,I{h,KH.K,,ILJ,Kz') nikada "ne zaustavlja".

Promenljiva RESTART govori koliko puta se sistem 4,, t.Jj. mar-
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ker Ko, nasaoc na pofetnom polju.pg ne izlazeli iz kvadrata 8.
Iz paragrafa 6.2, je Jjasno, da ako je RESTART:=4, to je skup
8NP obiden, i sistem Ay moZe vec u sledec¢em prolazu, vise da-

tog, programa da obilazi skup Bk+2NP Posto se sistem A5 ne

o0

zaustavlja, to on obilazi skup Pc= U (BQWPC), sto je 1 trebalo
k=1

dokazati.
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