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Geometrija n~-dimenzionog euklldskog prostora Rn, pod-
staknuta primenama koje poslednjih decenija nalazi u drugim
oblastima, izrasta u disciplinu koja ima svoj ne samo teorij=-
ski, veé 1 prakridan znadaj. Metode N, S. Kurnakova, koje se
svakog dana sve vide koriste u fizidko-hemijskoj analizi za-
snovane su na rezultatima geometrije navedenog prostora. Topo-
1oska i druga svojstva politopa iz tog prostora, koja su od
osobitog interesa u primenjenim oblastima, predmet su prouca-
vanja sintetilke geometrije viSedimenzionih prostora, Sttim u
vezl, napominjemo da su u geometriji prostora Hn~do danas pro-
udavani pored opsStih i izvesni specijalni politopi koji naj=-
cesde imaju svoje analdgﬂna u opazajnim prostorima RZ i R5_

Yedju najviSe proudavanim specijalnim politopima nalaze se pra-
vilni i polupravilni politopi, topoledki pravilani i topoloski
polupravilni politopi, politopi k~tog /k=0, 1, 2, ... / roda,
zatim konveksni, prosti i drugi politopi. Fosebno su u prosto-
r™ Rn'prouéavani n-dimenzioni simpleksi, tj. politopi definisa-
ni sa n+l linearno nezavisnih tadaka., Kao i drugi specijalni
politopi, simpleksi se prema svojim osobinama ponovo klasifi-
kuju, te na taj nadin dolazimo do takozvanih izodinamickih,
izogonalnih, ortogonalnih i drugih simpleksa,

Froblemi koji se tretiraju u geometrijama navedenih poli-
topa odnose se najdeSée na generalizacije pojmova i svojstava
poznatih u geometriji trougla i geometriji tetrajedra. Takve
generalizacije imaju svoja dva smera; jedan smer ima za cill]
da poznate p@jmove i svojsctva iz geometrije trougla i geometri-
je tetraedra proSire na n-dimenzione simplekse, a drugl smer da
tako izvedene pojmove i svojstva u geometriji n-dimenzionih sim-~
pleksa proSire na ostale n-dimenzione politope., Fri tome, poj-
movi i svojstva ravanih poligona, polijedara, polijedroida i
drugih, postaju specijalni slufajevi mnogo opstijih pojmova 1
teorema izvedenih u geometriji n-dimenziondk politopa., Ovakve

generalizacije ne idu u prilog opsStem uverenju da svojstva n-
dimenzionih simpleksa predstavljaju osnovu neophodnu za izvo-
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djenje bilo kakvlih svojstava u sintetickoj geometriji n-dimen-
zionih politopa i u opsSte, sinteticko]j geometriji n-~dimenzionih
prostora, Naprotiv, takve generalizacije sve jésniua'ukézuju

da su u n~dimenzionim prostorima svojstva'nédimenzicnih simplek~-
sa samo specijalni sludajevi mnogo opStijih svojstava koja po-
atoje u geometriji n-dimenzionih politopa,

Kao u diferencijalnoj geometriji n~dimenzionih metrickih
prostora, gde generallsani izvesnl pojmovi imaju mnogo 3ire zna-
cenje no u geometrijl opaZajnog prostora, kskav Je naprimer pro-
Sireni pojam paralelizma krivih, kojeg je 1925 godine definisao
Levi Civita, tako se najde3ée postupa i pri generalizaciji poj-
mova u sintetidko] geometriji. Prirodno Jje odekivati da tako
generalisani poJjmovi uslavljavaju'uopétavanje svih teorema koje
su neposredno vezane za njih., Tako su u geometriji. n-dimenzio-
nih politopa definisanjem pojma roda i pojma k-dimenzione pljos-
ni, izvedene teoreme Poenkarea koje proSiruju Ojlerovu i niz
drugih teorema topolofkog karaktera, poznatih u geometriji pro-
stih poligona i polijedara. Sliénim postupkom, godine 1953,1,
A, Kolmogorov generalizacijom pojma anharmonijskog i harmonij-
skog odnosgsa omoguduje prosirenje niza teorema na simplekse sa
bilo kojim brojem dimenzija. Idude, 1954.godine Sehoslovadki
geometar Zbinek Nadenik'iﬁﬁodi géﬂaralizacije teorema Menelaja.
i Cevija kojima neto op3tiju formulaciju daje Beskin godine
1956, Iste, 1956, godine T, G. Ivnickij daje jedan analogon
Paskalove teoreme u Setvoro-dimenzionom euklidskom prostoru, a
1957, Jjapanski geometar Ivata profSiruje pojam MonZove tadke i
pojam ortopola na n-dimenzione simPlekse prostora R®, Tin gene-
ralizacijama obavezno se ispostavlja da geometrijska svojstva
likova, prema tome 1 politopa u opaZajnom prostoru predstgvlja-
ju samo specijalne slucajeve mnogo opStijih svojstava koja va-
ze u gecmetriji prestora rR2,

Problemi koji se proucdavaju u ovom radu imaju analogan
zadatak. lijima se sintetilkom metodom generaliSe u oba navede-
na smera niz pojmova i teorema metricke i projektivne geometri-
Je. Proucavana svojstva se odnose na geometriju n-dimenzionih



politopa pr&stora_Rn,

'Pri proudavangu mnogih svoJstava nije potrebno da kod
n-dimenzionih pelitopa razlikujemo iviece od dijagonala, k-dimen-
zione pljosni od k-dimenzienih dijagonalnih preseka, itd. Ta
osobina omoguduje da pri ispiltivanju istih ne uzimano u obzir
ceo n~-dimenzioni politop sa svim njegovim ivicama 1 pljosnima,
veé¢ samo uzajamni poloZag njegovih temena. Na taj nalin izlaga-
nje postaje znatna'upraééena. Zbog toga se, u ovom radu, prouca-
vanje k-dimenzionih politopa sa temenima 4,, ..., A svodl na
proucavanje k-dimenzionih skupova od m tadaka Ajy ouey A koje,
kratkoée radi, nazovimo k-dimezionim m-totemenicima 1li kwdimen-
zionim simpleksoidima, a simbolidki obeleZavajmo sall (A) (A, A.,.)
Tacke Al, evey Ay nazovimo temenima, a prave odredjene parovima

tih tacdaka nazovimo ivicama simpleksoida |1' (ﬁ) « Pored to-
ga, padskupave od p bilo koJih talaka /O0<p<m/ navedenog skupa

nazovimo p~pljosnima simplaksoi&a rlf' (A) » koje éemo u daljim
izlaganjima obeleZavati sa l'l(u, Plnn-«p(A) (At“'PH ) Fri tone,
indeksi Mgy ----: ) Mo uzimaju med jusobom razliéite vrednosti
od 1 do m. Jasno je da se iz ove definicije nﬂ moge utvrditi
koliko dimenzija ima p-pljosan simpdeksoida r| (ﬁo y 5em u
sludaju kada je k=m-l. Pljosni [la,. Hlm-.'a(ﬁ') 1 Mg s (A
nazovimo naspramnim pljosnima aimplekscida | oy ( ) e 12 defini-
clje neposredno sledu.je da sifnpleksaid n (A] ima (':;‘) D~
pljosni; temena simpleksaida ﬂ (A) takodje su pljosni tog sim-
pleksoida.

Na taj nadéin, pojam simpleksoida uopStava pojam k-dimen-
zionog simpleksa koJji Je odredjen iskljuéivo sa k 1 linearno ne~
zavisnih tadaka. StaviSe, pojam simpleksoida obuhvata i degene-
risane k-dimenzione simplekse koje Je u svojoj knjizi "Kombina-
tornaja topologlja" definisao P, S. Aleksandrov,

Prema svojastvima simpleksolda koje cemo proulavati, ovaj

rad podeljen Je u Cetiri dela koji su izloZeni sledeéim redom:

I, Generalizacija poJjme ortocentra i MonZove talke na
k-~dimenzione simplekscide;
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11, Generalizacija izvesnih Ojlerovih teorema na n-dimen-

mione simpleksolde;
IiI, Generalizacija pojma ortopola na n-dimenzione simplek-

se@ 1 neka njegova svojstvaj

IV. Generalizacija Dezargovih teorema na k-dimenzione
simpleksoldes
Pored generalizacije navedenih pojmova, u prvom delu iz~

veden je niz osobina koje imaju tako geaeralisani ortocentri i
generalisane MonZove tadke pomenutih simpleksocida.

U drugom delu ovog rada izvedena su u netrickoi geonetri-
ji dva razlidita vida generalizacije izvesnih Ojlerovih teorema
i hom prilikom definisane OJjlerove centroidne 1 Ujlerove karake~
teristidne hipersfere jedne veoma 3iroke klase siumpleksoida.

7 tredéem delu izveden je pojam ortopola n-dimenzionog
siipleksa u odnosu na proizveljnu hiperravan, zatim su u vezi
g tim pojmom izvedena izvesna svojstva n-dimenzionih zimpleksoida,

Dok prva tri dela tretiraju probleme generalizacije poj-
nova i teorema metridke geonetrije, Cetvrti deo ovog rada odnosi
se na zeneralizaciju Dezargovih teorema projektivne geometrije.

Uporedo s izlaganjima dati su kratki osvrti na istopijski
razvo] pojedinih uopstenja, a na kraju navedena literatura koja
je LkoriSéena pri proudavanju odgovarajucih problema,



I. GENERALIZACIJA POJMA ORTOCENTRA I MONZOVE TACKE
NA k~DIMENZIONE SIMPLEKSOIDE

U u#ndnam delu pomenuli 8mMO da s8u u gﬁomntriji n-dinen-
zionih pelitopa, pered opstih prauéavani i specijalni simpleksi
kao 8to su lzogonalni, izodinamiéki, ortogonalni i drugi sime-
pleksi, Svojstva tih simpleksa bila su-paslednjih decenija pred-
met proudavanja mnogih geometara, kojima je bio cilj da na njih
prosire SVﬁjstva poznata u geometriji treugla i tetraedra. U
tom smeru nareéito su iapitivani ortogonalni simpleksi tj. sim-
pleksi kod koJjih su dve bilo koje*naspramhe pljashi upravine me-
dju sobom, Pored niza osobina kojima se karakterisu ortogonalni
simpleksi, dskazano je da se prave, od keojih svaka sadrii jedno
teme a upravna je na hiperravni naspramne pljosni, seku u jedno]
tadki, ortacentru tog aimPleksa. Zbﬂg toga se veoma Cebfto u li-
teraturi ortogonalni aimpleksi nazivaju jos i artacentarskim
aimplek31ma. Na takve simplekse generalisane su na razlidite na-
¢ine Ojlerove 1 Jos neke tearﬂma iz geometrije truugla i geonet-
rije ortogoﬂalnih tetraedara, kaja imaju strogo metridki karak-
ter. Tako je dokazano da ge srediste O hipersfere opissne oko
ortogonalnog simpleksa, teiifte T tog simpleksa i njegov orto-
centar F nalaze na'Jednoj,"takazvaﬁoj'Ojlerﬁvod pravej tog sim-
pleksa, JtavisSe, dokazano Je da je tadka T izmedju tafaka 0 1 F
takva da je FT : TO = 2 : /n-1l/. Navedena svojstva n-dimenzionih
ortogonalnih simpleksa rezultati su skorijeg datuma, proucavali
su ih B, Bgervary, G. Hajos, J. C. H. Gerretsen, Z., Hadenik, G.

Ps Krejcer,# G, I. Tjurin i drugi.

Uporedo s problemom generalizacije pojma ortocentra na
n-dimenzione simplekse postavljeno je i pitane generalizacije
tog pojma na n-dimensione polltope. Prvi rad u tom smislu, prem-
da se odnosi iskljudéivo na ravne petouglove, dao Jje godine 1904,
Juraj Majcen u svojem radu "Sur les pentagones orthocentrigues”.
Tom prilikom definisan Jje ortocentgr petougla kao tacka u kojo]
se seku prave koje sadrZe njegova temena, a upravne su na na-
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spramnim stranicama. Takav crtocentar nemaju svi petaugli, Jer
se pomenute prave ne seku uvek u jednoj tacki, Jasno Jje da se
analognim postupkom pojam ortocentra moZe prosiriti i na izves-
ne mnogouglove 8 neparnim brojem temena, Medjutim, on se ne mo-
e pro3iriti na mnogouglove s parnim brojem temena, jer kod is-
tih ne mofemo razlikovatl stranice nasprsm temena, i obranuto.
S1ic¢nim postupkom moglil bismo u prostoru R2 definisati ortocen=-

sre nekih sloZenijih polijedara, u prostoru R4
sloZzenijih polijedroida, & u n~dimenziocnom prostoru R ortocen-
tre nekih sloZenijih politopa. Klasa politopa koja ima tako de-
finisane ortocentre veoma Jje ogranicdena, U daljim izlaganjima

politope sa tako definisanim ortocentrima zvaCemo ortocentar-

skim politopima, Neéemo navoditil primere niti igpitivati osobi=-
ne istih, samo éemo pomenuti da se u opStem slucaju oko jednog
takvog n-dimenzionog politopa ne moZe opisati hipersfera, prema
tome, ne mogu se OJlerove i mnoge druge teoreme poznate u geo-
metriji ortocentarskih simpleksa proSiriti na ortocentarske po-

litope.,

ortocentre nekih

Dugo vremena posle Majcena ovaj problem nije uopste pro-
uéavan, Tek se godine 1943. Augustine O, Konnully svojim radom
"Orthocentre of a ciclic polygon® ponovo vraca tom problenmu,
izvodedi definiecilju ortocentra tetivnog mnosougla na jedan pot-
puno drugzi nadéin, nezavisno od pojma visine tag mnosougla. Fo-
$to je prethodno pokazao da se prave koje spajaju temena tetiv-
nos Eet?arougla sa ortocentrima trouglova koJji su odredjeni
ostalinm temenima seku u jednoj tacki, ortocentru tog cetvorougla,
analognim postupkom, Konnuly definiSe ortocentar tetivnog peto-
ugla kao tadku u kojoj se seku prave koje spajaju njcgova teme-
ns sa ortocentrima detvorouglova koji su definisani ostalim te-
menima, itd.

Krajem iduvée, 1944, godine Narasinga Rao u svojem radu
"On the nmetriec geometry of a ciclic n-point” induktivnim postup-
kom prilazi generalizaciji pojma ortocentra nezavisno od svejih
prethodnika. Koristeéi Silvesterovu teoremu poznatu u geonetri-
ji trougla Narasinga Rao definise ortocentar bllo kojeg mnozo-
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ugla Al"'#n upisanog u nekaﬁ krugu [ sa srediftem O kao tad-
ku B takva da Je vekbtor OH Jednak zbiru vektoralaﬁl, ..i,nOA

Najnovijim radovima Robert Gurmataj /R Gaormaghtlgh/
usvaja generalizaciju pojma ortocentra koju je ﬁaﬂ Narasinga
Rac. U svojem radu "Théordmes recurrents relatifs’ aux polygones
inscriptibiss' Gurmat&j prouﬁava'izVESRa svojstva tako'defini-“
sanih ortocentara pokazuguci pri tome da krugovi kojima su sre-
di3ta ortocentri /ﬂyl/;tauglova AyesBy g Aysg el s V21, oosy n§
a poluprednici jJednaki pclupreéniku kruga [? , prolaze kroz
ortocentar H tog n-tougla. Ostala svojstva tetivnih n-touglova’
dokazana u tom redu nisu u vezi s pojmomlartncentra, pa ih |
zbog toga neéemo ovde navoditi. Primetléemo samo da je postunak
pri dokazivanju pomenutih teorema uvek induktivaﬂ. |

| Ovim radom ponavo se postavlja pltanje generallzacige
pojma artocentra i istovremenn kod n-dimenzianih 51mpleksoida
er(}O upisanih u bilo kojoj hipersferi |74 | prastora R de=
finide taj poJjanm na jedan potpuno drugi nacin. Tako definisane
ortocentre za razliku od ranije pomenutih nazivademo linearnim
ortacentrima, a simpleksoide koji imaju linearni ortacentar
linearno ortccentaxskim. Proucavanje svojstava talkvih 31mpleksb-
ida zahteva uopStenje niza drugih pojmova, poznanih u geometri-
Ji ortogonalnlh i drugih simpleksa. Zs izvodjenje istih neoPhcdno
je proSiriti pojam MonZove tadke koja je radovima japanskog geo-
metra Ivate, godine 1957. generalisana na bilo kakve nwdlmenziane
simplekse, Da bismo deflnisali pogam linearnog ortocentra n-
dimen21anog simpleksoida ﬂ (AO uplsanog u hlpersferi [* m-4
definisimo najpre pejam linearnog ortocentra Jjedne tacke, zatim
skupa od dve tadke koje pripadaju toj hipersferi.

Definieija l.1. Linearnim ortocentrom gadne'taéke neke
hipersfere 7 prostora B nazovimo samu tu tacku.

Definicija 1.2, Linearnim ortocentrom skupa od dve tatke
neke hipersfere T’M' prostora R nazovimo taéku koja je si-
metridna srediltu O te hipersfere u odnosu na pravu odredjemm

tim dvema tadkana,
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Da ne bismo pojedinadéno izvodilil definicije i svojstva
linearnih ortocentara postupne kod simpleksoida [y (A) , ...,
(Vo (A), mi éemo induktivnim pestupkom, pretpostavljajuci da
je definisan linearni ortocentar ﬁimplekzoida Mow-a (ﬂ) definiga~
ti linearni ortocentar H simpleksoida n,...._(A) « Za primenu na-
vedenog postupka neophodno je jo$ pretpostaviti da su kod sim-
pleksoida nm—a (A) izvedena izvesgna njegova 34ro.jstva, tako bigmo
pretpostavili da je njegovo teZiste T talka koja se nalazi iz-
medju linearnog ortocentra H i sredista O hipersfere 44 takva
da je HT : T0 = /m-2/ : l. Primenjujuéi uvedene pretpostavke,
dokazalemo prethodno sledeée dve teoreme,

Teorema l.l. Ako Je ni{A)bilo koji simpleksoid upisan u
nekoj hipersferi [7n~d prostora Rn, tada su linearni ortocentri
H(u /M=l ++.y, m/ pljosni n(a-lm-d (A) definisani u odnosu na
hipersferu [**-1  temena simpleksoida ﬂi(H) koji je simetrican

simpleksoidu ﬂf}.,(A) u odnosu na izvesnu btadku S,

Dokaz. Neka je O srediste hipersfere 4 , T teZiste
simpleksoida ﬂi(h) , To."" tezista njegovih pljosni FIM.,._..,‘ (M '

2 Mg 1 My dve fiksirane ma koje vrednosti indekaa(u. « Frema
Ojlerovo]j teoremi, tadke T i T{u,,' su na duZima OI—I(,.,‘ i OH(...,'
takve da je Hu, T, * Tu,0 = /m-2/ : 1 i Hu,Tay 2 Ta, O =/n-2/ : 1,
pa je duz Ta, T‘.,,l jednako usmerena duzi Hum, Hu, 1

Hu Bp, Ty T&::/m-rl/ : 1, Fored toRa, tacka Tr"i Je iza T wu
odnosu na Au, takva da je AuT @ TTe, = /m~l/ : 1 1 tatka T,
iza T u odnosu na Au, takva da je A,,T : TPy = /m=1/ : 1, pa je
duz Tﬁfﬁm suprotno usmerena duzi A‘u_, Au, 1 Au, ﬁ(%: Tt“* T{“,_'-':/m-l/ 11,
Otuda sleduje da su duzi Ay Am, 1 Hu He, Jednake i suprotno us-
merene, pa je sredidte S duizii A‘u‘ H(u‘ istovetno sredistu duzi
A(..;HH. Cbzirom da su(mi(u,_ bilo koJje vrednosti indeksaw., tadka
S je zajednilko srediSte dvih duZi Au Hay p2 su ortocentri Hu
pljosni n&.m,.‘ (A) definisani u odnosu na hipersferu '™ temens
sinmpleksoida ﬂ,i(H] kojli Je simetridan simpleksoidu ﬂi(A)u Od -

nosuy na tacku S.
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Definicija l.3. Ako je ﬂ,ﬁ;(l—l) sinpleksoid kome su temena
linearni ortocentrl svih pljosni ﬂMm.,‘(A) gimpleksoida ﬂi(A)
upisanog u hiperaferi frm-A prostora Rn', kazademo da Jje sim-
pleksold nf‘@'(H) “ortocentridan simpleksoidu ﬂ,&;(A)' . Sre=-
diste S simetrije tih simplekscida nazovimo antisredifte sim-
pleksoida NaA) . |

Hapominjemo da treba razlikovati ortocentarske simplekso-
ide od ortocemtridnih, jer, prema definiciji, prvi imaju orto-
centsr a drugima su temena ortocentrl pljosnl nekog drugog sim-
pleksoidas

Definicija 1.4, Hiperravan kroz ortocentar Hauy ((u.,\l:-i,..,m;{a.#ll
bilo koje pljosni [luvjm-2 (A) simpleksoida Mm(A) upisanog u
neko] hipersferi "4 prostora R®, a koja je upravna na ivi-
ci A Ay nazovimo ortocentarna hiperravan tog simpleksoida koja
odgovara iviei na kojoj Jje upravna,

Iz definicije 1.4 neposredno sleduje da simpleksolid H,f’,;(A)
upisan u hipersferi ™%  prostora r® im&("{) ortocentarnih
hiperravni. |

Teorema l.2. Svih (?) ortocentarnih hiperravni simplekso-
ida n,f},_(A) upisanog u hipersferi v -4 prostora R gexu se

/a/ po jednoj n~k dinemzionoj ravanl ako je k< n-lj
/b/ po Jjednoj pravej ako Je k=n-lj
/c/ u jednoj tacki ako je k=n,

-

Dokaz., Neka su Hu linearni ortocentri pljosni n(.q«m-a (A)
Hay linearni ortocentri pljosni n,w.r\an-t. (A) » &2 Puy ortocen-
tarne hiperravni simpleksoida T'If‘n(A) koje odgovaraju ivicama
Au Ly (p,v:A,.‘.,mi(tL#v) . Prema teoremi l.1, tacke Hul Hy su
sinetricéne tackama A i Ay u odnosu na antisrediste S5 simplek-
soida nf‘n (A) y pa Je prava Hy Hy uporedna pravoj Auw Ay .
Ortocentarna hiperravan Puy  upravna ';je na pravoj Au Ay 5 P2
je zbog uporednosti pravih A, 4y i Hu Hy 4 hiperravan Ky
upraviaa na pravo] H(,, Hy, . Kako Je linearni ortocentar He,u) pljosni
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nmlm-:. (A) zajednicko teme simpleksoida _n(u.lm-d (ﬁ) i Mym-a (“)
kojl su ortocentriéni pljosnima I'IM,.,,.-.‘(A) i ny\m.4(A) , hiper-
sfere opisane oko tih simpleksoida prolaze kroz tafku Hay, ima-
ju polupreénike jednake polupredniku hipersfere ™1 , a sre-
didta su im tadke Hu i Hy /v.t. 1.1/, prema tome, duzi H,H,y

1 HyHuy medjusobom su Jednake. Otuda sle&uje da Je hiperravan
P&g simebtrala ivics H'.LH, simpleksoida ﬂm(H) . Na isti nacin
dokazuje se da su 1 ostale obtocentarne hiperravni simplekscida
n.-ﬁ'. (A) simetrale odgovarajuéih ivica simplekscida ﬂ,ﬁt (H) '
Dokaz teoreme nastavljamo pojedinaédno. L

/a/ Kako Je simpleksoid Hf\ (A) upisan u nekoj hipersferi
"4 | njemu simetridan simpleksoid ﬂi(H) u odnosu na tad-
ku S upisan Jje u nekoJ hipersferi T'{ﬁi‘ y P8 se slmetrale Puy
ivica H(‘,_Hy za k<n-l seku po Jjednoj /n~k/~dimenzionej ravni pa-k
koja Jje apsolutno u-Eravna na k-dimenziionoj ravni Pk kojoj pri-

pada simpleksoid rl..,._(H) » Otuda sleduje da ravan Pn"k prodire
ravan Pk u nekoj tadki H', Hipersfera l"t";";' simetriéni je hiper-
aferi ™™ u odnosu na antisrediste S simpleksoida l"l,,,,_(A)' a

njeno srediste H pripada ravni Pn‘k,

b/ Na isti nadin dokazuje se da Jje simpleksoid n::'._,_‘(H)
upisan u hipersfeel koja Jje simetriéna hipersferi ™1 4 odnosu
na taéku S, pa se simetrale Pav njegovih ivica seku po jed_noj
pravo] Pl upravnoj na hiperravni P2-1 kojoj pripada simpleksoid
n?\:(H) » Srediste H hipersfere F(T',S‘ Je na pravo] P]'.

/c/ Kada Jje k=n, simetrale Fuy ivica H H, simpleksoida
l'l",;(A) upisanog u hipersferi I"E":';; seku se u jednoj talki, sre-

distu H hipersfere T'(}))

Definicija 1.5. Tadku H u koJo] se seku ortocentarne hi-
perravni simpleksoida Ti%, (A)upisanog u nekoj hipersferi I'™ pro-
stora R" nazovimo linearni ortocentar tog simpleksoida definisan
u odnosu na hipersferu ™4 ., Linearnim ortocentrom simplekso-

ida W;r:, (A) za k<n, koji Je definisan u odnosu na hipersferu
r'rfn.--l |
(H) *

Iz ove definieije i teoreme 1.2, neposredno sleduje da

nazovimo srediste H hipersfere
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je linesrni ortocentar H simpleksolida ﬂi(A) upisanog u hiper-
sferi ™1 4adka simetriéna srediStu O hipersfere pm-A u
cdnosu na antisredilte S tog simplaksdida. Pored toga, iz teo-
reme l.2 sleduje da svaki simpleksoid n& (A) upisan u hiper-
sferi ™1 prostora R® ima linearni oxtocentar deflnlsan u od~-
nosu na tu hipersferu. Ako su kod slmpleksoida T'l (A) dava
temena A, Ay dijametralno supratna, bide lineavrni ortocentar

Huy leOEﬂi (ummvzgoistovetan sa linearnim ortocentrom H siaplek-
scida |1mCA) i obrauto, ako se linearni ortocerﬂ:ri H i Hauv
polllapaju, blce temena Au, Ay simpleksoida nm (A) dijametral-

no suprotne tadke hipersfere P-4 .

specijalno, keda je n=2, hipersfera " je krug koji se
aalazi u ravnl RE. Ortacentarne hiperraval Pay bilo kojeg sime
pleksoida ﬂi‘ (A) upisanog u tom krugu, prema tome i svakog tetliv-
nog m~tougla su prave koje prolaze kroz istu tadku, linearni
ortocenter H tog simpleksoida, odnosno m=tougla., Na taj nadin
mi nalazimo da u euklidaﬁﬂj ravni RE ne sanc trougac veé 1 sva-
ki mnozougac upisan u nekom krugu ima linearni ortocentar. Takeo
je u prilovu na sl. )} konstruisan llnearni ortocentar tetivnog
Eetvoraugla_&lﬁgﬂaﬁu a na sl, 2 linearni ortocentar tetivnog
petougla A1A2A3A4A5. IzloZenim postupkom moie se konstruisati
linearni ortocentar vbilo kojeg tetivnog mnosougla.,

Hipersfera euklidskog prostora R3 je opazajna dvodimen-
ziona sfera 1'%, Ortocentarske hiperravanil bilo kojeg simplekso=
ida ﬂ?n,(A), prema tome 1 poliljedra upisanosg u toj sferi su dvo-
dimenzione ravni koje prolaze kroz istu tadku, linearni ortocen-
tar H tog simplekscida, odnosno polijedra. Ctuda sleduje da li-
nearni ortocentar imaJju ne samo ortogonalni tetraedri, veé svi
polijedri upisani u nekoJ sferi M2 prostora RE.

4 linearni

U Cetvorodimenzionom euklidskom prostoru R
ortocentar imaju ne.samo ortogonalni pentatopi vel bilo kakvi
polijedroidi upisani u hipersferil*3 tog prostora. U opstem slu-
¢aju, linearne ortocentre imaju ne samo n-dimenzioni ortogonalni

simpleksi, veé bilo kakvi n-dimenzioni politopl upisani u hiper-
aferama prostora R™,
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Nije tesko primetiti da se ortocentar, tj. tacka u koJoj
sa gseku visine nekog trougla poklapa sa linearnim ortocentrom
tog trougla, dok se ortocentar ortvogonalnog tetraedra poklapa
sa antisredistem tog tetraedra. Isto tako, ortocentrl visedimen-
zionih ortogonalnih simpleksa ne poklapaju se sa linearnim orto-
centrima tih simpleksa. Stoga se navedena generalizacija pojma
ortocentra razlikuje od ranije lzvedene generalizacije tog pojma
u geometriji ortogonalnih simpleksa.

Narednim teoremama proucdiéemo izvesna svojstva linearnih
ortocentara simpleksoida, uvodeéi prethodno pojam Ojlerove prave
i centraine hiperravni linearno ortocentarnog simpleksoida,

Definicija 1.,6. Pravu koja prolazi kroz srediste O hiper-
sfere ™1 i linearni ortocentar H simplekscida ﬂ:&,L(A) upisanog u
hipersferi "™ “nazovimo Ojlerova prava tog simpleksoida.

Iz ove definicije neposredno sleduje da antisrediste li-
nearno ortocentarnog simpleksaidaIIM(A)pripada O0jlerovo]j pravo]
tog sinmpleksolda, Kasnlje éemo pokazatl da ova prava predstavlja
generalizaciju OJjlerove prave poznate u geometriji ortogonalnih
simpleksa.,

Definicija 1.7. Hiperravan kroz antisrediste upravnu na
Ojlerovy) praveg linearno ortocentarnog simpleksoida nazovimo cen-
tralna hiperravan tog simpleksoida,

Teorema l.5. Prave kroz temena simpleksoida n;m_(A) upisanog
u hipersderi 7 koje su upravne na centralnim hiperravnima na-~
spramnih pljosnl prolaze kroz linearni ortocentar H top simplek-
solidas |

Dokaz, Upravne Hﬂlkroz temena A, na centralnim hipergav-
nina Gc‘"'._},”1 naspramanibh pljosni Mujm-4 (A) simetridne su Cjlerovinm
pravamna tih pljosni u odnosu na aatisrediste S simpleksoidalTﬁlﬁ),
prema tome, sve te upravne prolaze kroz tafku kdja Jje simetridna
srediStu O hipersfere "1 u odnosu na antisredidte Sy tj. kroz
linearni ortocentar H pomenutog simpleksoida,

-tavise, igvedenu teoremu 1l.%. moZemo prodiriti, a da



bismo to udinili omoguduje nam slededia pomoéna teorema,

Teorema l.4, Linearnl ortocentri pilo kojih dveju na-
spramnih pljosni simpleksoida ﬂﬁ(A) upisanog u nekoj hiper-
sferi ™1 prostorsa rR" simetriéni su medju sobom u odnosu na
antisredidite S tog simpleksoida. |

Dokaz. Neka je O srediste hipersfere ™4 . H linearni
ortocentar simpleksolida -ﬂ'!.;_ (A), a 'HC“""'(“T’ i H&Pﬂucum linearni
ortocentri njegovih naspramnih pljosni Flcu,“ My |mea (AL l'l(upﬂ..&ml,r_,%l

Dokazimo da su ta'Eké Hugorepagp 1 H@*p—m”("‘m simetricne
med jusobom u odnosu na tadku S.

Frema teoremi 1.1, ortocentri Hu, simetriéni su temenima
A H'u odnosu na taéku S, a po definiciji tacdke Au, istovetne
ortocentrima Hu, ‘s ¢ P& Su ortocentri Hu, 1 Hup o Simet-
riénl medjusobom u odnosu na tacéku S, |

- Prema istoj teoremi, tadke Hu, i Hy ., simetrifne su tac-
kama O i Ay, u odnosu na antisredisdte pljosni n?a.ﬁzm,-,.q (A), a tacke
O i Au, simetricne tackama Huy - Mm 1 Hd*z,”'('*m u odnosu na ahti-
srediste plJjosni nc\&&-..(«amlz(ﬂ), pa su duzi Hﬁaﬂﬁfuzi H("-z"(‘*ch‘*s”'(“"”
jednake i suprotno usmerene. Otuda Je srediste duzi Hu g H g oo
istovetno sredistu S duzi H(‘%Hr“z”'c“m + pa su ortocentri Hﬁ“'t’“?-

i ch,.b..&m naspramnih pljosni ﬂﬂ.'ﬂ,m.ﬂ, (A) 1 ﬂ(uy.mln_(ﬂ)simetriéni
med jusocbom u odnosu na tadku S,

Iisto tako, tacke H(u.c% i H(u.{ul(u‘a simetri'&ne su tackama
O i A(“a u odnosu na antisrediste pljosni nﬂ.ﬂa,m_,_ (A}, a tadke ©
L Am, simetricne tackama H y o 1 Huy.-\um U 0dnosu na anti-
srediste pljosni nc‘*q"meB(A s, pa su dufi H&W,‘H&W i H{*g"g*mﬂﬁ-'(um
jednake i suprotno usmerene. Otuda Je srediste duZ Hc“-ﬂz(ust“w“t“m

istovetno sredistu 8 duzi Hw.u, H(“s”(uw pa su ortocentri H(““c“‘{"'&

1 Huy. o naspramnih pljosni nf“‘c““‘r“’i m.a(ﬂl}t “f‘«'-'t‘mb (A)simetridni
med jusobom, takodje u odnosu na tacku S.

Nastavljajudéi induktivan postupak dokazuje se da su orto-
centri H(u""(“'l' i HW-.@M bilo koJjih dveju naspramnih pljosni
simpleksoida n’h_(A)simetriéni medju sobom u odnosu na tacku S.
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Teorema 1.5, Frave kroz linearne ortocentre bilo kojih
pljosni simpleksoida n'ﬁ (A) upisaneg' u hipersferi T”""", koje su
upravae na centralnim hiperravnima paspramnih pljosni, prolaze
wroz linearni ortocentar H tog simpleksoida.

Dokaz, Primenjujuéi prethodnu teoremu nalazimo da su na-
vedene prave simetriéne Gjlerévim pravama naspramnih pljosni u
odnosu na antisrediste S simpleksoida nﬁ(ﬂ), odakle sleduje da
sve te upravane prolaze kroz tacku kbja je simetridna sredistu O
nipersfere "1 4 odnosu na antisrediste S, tj. kroz linearni
ortocentar H pomenutog simpleksoida.

Teorema 1.,6. Ako Je nﬂn(A) gsimpleksoid upisan u nekoj
nipersferi "1 prostora R", hipersfere T"GT'A /(AT Ly eeay m/
opisane oo simpleksoida koji su ortocentridéni pljosnimalﬁ&hwq(ﬁ)
prolaze kroz linearni ortocentar H simpleksoida FF&LCA).

Dokaz. Prema teoremi 1.1, sredi$ita hipersfera ﬂu‘“ su
linearni ortocentri HéL pljosnil]ghmr40¥5a poluprecnici jednaki
poluprec¢niku hipersfere ftm-1, Iste tako, tadke Hau pripadaju
jednoJ hipersferi kojdj Je srediste H, a poluprefnik Jjednak
polupreéniku hipersfere F””ﬂ_, odakle sleduje da su duzi HPH

poluprecnici hipersfera W$VA i da, prema tome, hipersfere [

q
prolaze kroz taéku H,

Nije tedko primetiti da se za n=2 ova teorema svodi na
ranije poznatu Gurmatajevu /R. Gourmaghtigh/ teoremu pa se zbog
toga teorema 1.3 moie smatrati njenom generalizacijon.

Napominjemo da se primenom izvedenih teorema lako doka=~
zuje dﬁﬁj%m?fiﬁor OH jednak zbiru vektora Ohyy eeey OA 5 E3,
da je OH "—:Z OA; . Ovom osobinom iskazana je u geometriji trougle
poznata S}E&esterova teorema, pa se zbog toga navedena osobina
mo’e smatrati njenom generalizacijom. Stoga Je 3pe¢ijaln0 za
n 2 linearni ortocentar H simpleksoida ﬂfﬁ(A)Gurmataje? orto-

centar tog simpleksoida,

Proudavanje daljih svojstava linearnih ortocentara zahteva
uopStenje pojma Honiove tadke na k-dimenzione simpleksoide. U
tom cilju definidimo najpre ortoteZisSte hiperravni simpleksoida
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1 izvedimo ajihojra an_evna_ svojstva,

Definicija 1.8. Hiperravan kroz tefidte Tarpy faniely o o0 ym/
bilo kagg pl.qu:ni n@?uélﬁt;__!- (ﬂ) ...sl.i_mpllekéqiga- RQE(A) upigancg u
nekoj hipersferi '™ 4 prostora R°, a koja je upravna na ivied
Au,A m, nazovimo ortoteZilna hiperravan tog simpleksoida koja
odgovara ivici na kojoJ Jje upravna, - -

Iz definicije neposredno sleduje da simpleksoid ﬂf‘; (A)
upisah u hipersferi "4prostora RY ima (“g) ortotefiinih hiperravni.

Teorema l.7. S?ih(?)ortpteéiénm hiperravni simpleksoida

=4

H%LCA) upiaanpg u hipersfari - prostora R? seku se
. /a/ po jednoj n-k dimenzionoj ravai ako je k< n-1;
/b/ po jednoJj pravoj ako je k= n~lj
/e/ u jednoj talki ako .je k= N

Dokaz, .I*?éka_'_au Ec“-(“z linearnl ortoceatri i -ff’(u?‘z_te%is‘éta
pljosni ﬂ@lwzlm—zch), a P&.Mq_ ortocentarne i Qe.l.,d‘?_ ortotezisne
hiperravni koje odgovara,j{i ivicama A&‘ Afuy_ simpleksoida ﬂifﬁ) .
Na duZima koje spajaju sredidte O hipersfere I"™4 sa orto=-
centrina H[“'pljoéni ﬁ(u,\mm-f{(ﬁ)dredima tacke Eu, takve da Je
HE“'KE“* :_KMO e Ht“'(“’*-"t(""(""‘l- :chu,,(qu. Prema teoremi l.1 tacke
Huy 1 Hpuy /@a,;t-(u..{ simetricdne su temenima Am, 1 Au, u odnosu na
antisrediste S simplekaoida'nmm). p8 su prave H(u., H(uz, uporedne
pravama A_,(u.A(u.?_. Iz proporeija Hfu,% : Ku, 0 33 c“e.Kqua : %u.?_{}
sleduje da su prave Hru.' H(u,_ u_poredne pravana K(.,.,‘ K(“-u pa su prave |
Auwidu, i Ku, K@z uporedne medju sobom. OrtoteZiSne hiperravni
Q[u.(ut_ upravne su' na pravama Axm Ax,, Pa su szbog uporednosti pra-
vih A, A, 1 Ky, K&?_, hiperravni Qmmy UpPravie na pravama Ka, Eu, o

Iz slidnih trouglova OHu, Huuu,i Ohiu,Tuu, imaio da Je

By Buyuy ¢ L TR E OH&M ¢ OTpwy, 5 @ 1z slilnih trouglova
OH("‘ZH@“{“Z i GK(“Z,Td"l(‘_"-'Z. da je H(ulH(w&z_3 E&ZTP‘("‘Z:; GH(q'{“?_: GTIMW'Z ’
prema tome je Hp, H('-"‘(“?- : K.i"‘T(""n’"*'-"', H(“z.H(“'(“A? Euw,Tanm, o 2 osnovi
teoreme 1.2, tadka Ht“‘(“?- Je na simetrali P(u,(u,_ duzi Hpa, HE..,,_ sy D2
su duzi H(""H(‘"(“'l- i H&H(u,(uz med jusobom Jjednake, odakle sleduje
da su i duzi K(‘HT(“Q“Z i K(“z,T(“:(“z medjusobom jednake,
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Hiperravni Q(.‘,,C,._lprolaze kroz tacCke T(u,(uzkoje su podjednako
udaljene od tadaka Kuygo Ku, 1 upravne su na pravama Km, K("'?-’ pa
su hiperravnil Q‘u.l(% y simetrale ivéca Kum Kuy, simpleksoida H,&L(I-C) .
Prema konstrukeiji, simileksoid Hmfk)sliéag Je 1 u sliénom polo-
zaju sa simpleksoidom HM(H)u odnosu na tadku O, stoga postoji
hipeprsfera P('“{Z)" opisana oko simpleksoida koja Je pers;)ekt'ivno
sliéna hipersferi V’{';_"") u odnosu na tadku O, |

Dokaz teoreme nastavljamo pojedinacéno.

/a/ Kada je k< n-1, simetrale Puu,ivica Hu, Ha, simplek-
solda ﬂiﬂ.(H)seku se po jedno]d /n-k/-dimenzionoj ravni Pn"k apso-~
lutno upravnoj na k-dimenzionoj ravni PE simpleksoida nﬁ(“)/v,t.l,}zf
pa se 1 simetrale Qum, ivica Ku, Ku, simpleksoida T\ﬁ, (K) seku po
jednoj /n~k/~dimenzionoj ravnl QB apsolutno upravnoj na k-
dimenzionoj ravnil Qk simpleksoida HE‘,("‘) « Srediste V hipersfere

E‘K; pripada ravani Qn'k A

/b/ Kada je k=n-1, hiperravni Fu.,u, seku se po jednoj

pPraveJ P:L koja je upravna na hiperravni simpleksoida nﬁ-‘,(H), pa

se i hiperravni Qpama, ivica E{u,K[‘,..L simpleksoida TI,'E‘,,_(K) seku po
M- 4

jednoJ pravoj koja prolazi kroz srediSte V hipersfere Piky o+ 8
upravnona Jje na hiperravni tog simpleksoida,

/c/ Kada je k=n, simetrale Pf“‘é“?- ivica Hu, H(u_z_, prema
tome i simetrale Qumg ivica K(u.K(uL seku se u Jednoj tacki, sre-

§ ¢ | Me~A
distu V hipersfere 7 ) *

Definicija 1.9, Tac¢ku V u kojoJ se seku ortoteZisSne hiper-
ravni simpleksoida (1 (A)upisanog u hipersferl ’™4 prostora R"
nazovimo ortoteiiite tog simpleksoida, Kada Jje k< n, ortoteiistenm
simpleksoida nf:,,(A) definisanim u odnosu na hipersferu ™4 nazovimo
srediste V hipersfere V?"&A) .

Napominjeme da se kod simpleksa ortoteZiste V poklapa sa
MonZovom tackom tog simpleksa, kojm Jje ahalognom konstrukcijom
god, 1957, izlo%io u prvom delu svojeg rada "O ortopolu u prosto-
ra RO japanski geometar Ivata, fmy - ~

Mnogo ranije, god. 1906. M. S. Kantor je Jokazao da svoj-
stva iskazana teoremom 1,7 imaju u euklidovskoj ravni bilo kakvi
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tetivni mnogougll, zbog fega se orravdano u literaturi presecna
tacka i naziva cesto Kantorocva tacka.

| Stoga se ortoteZiste V simpleksoida ﬂm(ﬂ)moae spatrati
8 jedne strane generalizacijom MonZove tacke poznate u geometri-
'ji sinpleksa, a s druge sbtrane generalizaclijom navedene ¥antoro=-
ve tadke iz geometrije tetivnih mnogouglova,



2. GENERALIZACIJA IZVESNIH OJLEROVIH TEOREMA
NA k~DIMENZIONE SIMPLEKSOIDE

U prethodnom delu definisani su linearni ortocentri i orto-
tezlsta simpleksoida upisanih u hipersferama prostora R® i izvede~
na neka njihova svojstva, Ovim delom nastavljamo proucavanje istih,
- uwopstavajuéi pri tome izvesne QOjlerove teoreme poznate u geometri-
Jdi trougla i geonmetriji ortogonalnih simpleKSa. S tinm u vezi do-
kaZzimo najpre sledeéu teoremu,

Tedfem& 2.1. Qntotaiiéta'v i teziste T simplekscidalifiﬁﬁ)
upisanog u hipersferi '™ prostora R® su tadke Djlerove prave
OH tog simpleksoida /v. d. 1.6/, takve da Je HV : VO= /m-3/ : 1
i®: T = /u-1/ : 1. ' | |

Dokaz, Iz teoreme 1.7 neposredno sleduje da je kod sim-
pleksolda “%(N ortoteiiSte V istovetno sa linearnim ortocen -
trom H tog simpleksolda a kod simpleksoida ﬂi(M upisanog n
sferi %2 ortoteiilte V istovetno sa antisrediltem S tog sim -
pleksoida, Mi Zemo sada, induktivnim postupkom, pretpdstavlja-
- Juéi da Je teorema 2,1 izvedena za simpleksoide nmn*L(N\, doka~
zati istu i za simpleksoide M= (A) .

Neka su Hum, linearni ortocentri i Tu,u. te3iZta pljosni
H&t,(u?_;m.z_m, a P{u.eu_-,_ 1 Qqu.,ﬁu_,_ ortocentarne 1i ortateﬁiﬁéne hiper-
ravnl koje odgovaraju ivicama Ay, A, simpleksoida N3 (A), Hiper-
ravni Puma 1 Qumu, upravne su na istoj ivicl Au.Ay,, pPa su
iste uporedne medju sobom ili su isbovetne. Analizirajmo sluda]
kada su one uporédne medjusobom, premda je dokaz i za drugl
slucaj potpuno analogan.:Ravan odred jena pravama DH i OH#?u.ima
8 pomeﬁnutim hiperravqim'a Pume 1 'QC...,,;%_ zlagec?niéke tac¢ke H, H{“tf"‘z
L v, Tc“-f“-z s prema tome, ona ih seCe po uporednim pravama HHuug
i VQu,ue Hipersfere P'(iJ i MY definisane u prethodnoj teo-
remi su perspektivno slicéne u odnosu na tadku C, odakle sleduje
da sredifta H 1 V tih hipersfera i taﬁka_o pripadaju jednoJ
pravoj. Fo pretpostavei, 1 tadke Hﬁhﬁmi TfﬂMLi O pripadaju Jed~
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nej.pravu;j*, pa je HV- -t VO o3 H(u.fu,,i'rc-.a.w,_: '1‘(...(.;.,_0. Kako e, po-
red toga, btadka P, . izmedju tadaks O 1 H(u.(ug takva da Je
Huue T‘“‘Z"""- : Tfu..(u?_ 0= /m-,’:/ : 1, bice i tadka V izmedju talaka
0 1 H takva da Je HV : = /a-3/ :

Da bismo dokazali drugi_dea teoreme, obeledimo sa Hu, pm
linearne ortocentre, a sa Tu, Mm teZista ivica AwAmp o
Iz ranije navedenih osobina, imamo da Je HH@sz:'VTFTu¢=/ﬁ-E/ : 1
Tadka T g M je srediste duzi CHu,y..pom » 2 prema teoremi 1.4,
anZ GH&?‘ Ahm, jednaka duzi EHu\u, » P8 Je 0%u, . VI VEu,ug =/m-2/ 1 2.
Med jutin, tadka T je izmedju tadaka Tﬁy“t i'Tﬁs -~ bakva da
jo TTus. mam ? E[“'r(‘,k = =/m-2/ ¢+ 2. Pored toga, duii e 1 TTagug
suprotno su usmerene duzima OTw,..mm 1 TPy - 9 PR Je
0T ¢+ TV = /m=2/ ¢+ 2, a tadka T izmedju tacdaka O 1 V. iledjutinm,
kako je tadka V izmedju tadaka O i1 H takva da je HV:VO= /m-3/:1,
bife i tafka T izmedju talaka O i H takva da je HI:TC = /m=1/11,

Napomena, Gciglednn, drugi deo teoreme 2531 predstavlja
seneralizaciju peznate Ojlerove taﬂrema iz geometrije trougla,
kojo] se pokazuje ds je teziste T igmedgu.ortaceptra F i sre-
dista O kruga opisanog oko trougla, tacka takva da je FI:T0=2:1.
Ranije smo pomenulli da je uhlitératuri poznat jedan vid generali-
zacije te teoreme koJji su godine 1957. izveli G. P. Krejcer 1
Gy L. Tjurin., Takva generalizaclja, obzirom na definiciju pojma
ortocentra, bila je prosSirena iskljucivo na n-~dimenzione orto -
gonalne simpleksé. Pri tom uopdtenju, teziSte T n~dimenzionog

ortogonalnog simpleksa Il (A) je tadka, koja se nalazi izmedju
ortocentra F 1 sredidta O hipersfere "M~ oplsane oko tog sim=-

pleksa, takva da Jje FT 0 = 2 1 /n=1/,

Koristecl tako generalisanu Ojlerovu teoremm dokazaéemo
da su ortocentri nmdimenzﬁanih ortogonalnih simpleksa tacke
istovetne sa ortotezistlma tih simpleksa, Posle toga postzaje
" Jasno da i prvi deo izvedene teoreme 2,1 predstavlga generalie-
zaciju navederne Ojlerove teoreme koja obuhvata ranije proiirenu
Ojlerovu teoremu na n-dimenzione ortogonalne simplekse, Takva
generalizacija pa prirodi svojod potpuno se razlikuje od gene-
ralizacije date u drugom delu teorsme 2,1, Na taj nadin, teo-
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remom 2.1 generalisana Je pﬂmenuta Ojlerova teorema u dva raz-
1idita smera, ne samo na proizvoljne simplekse, veé na bilo
kakve simpleksoide upisane u nekoj hipersferi prostora R",

Teorema 2.2, Ortocentar F n~dimenzionog ortogonalnog
simpleksa nLA‘*)pdklapa se sa ortd—teﬁiét&m V tog simpl,eksa-

- Dokaz. Neka Je H linearni ortecentar, T teZidte i O sre~
diste hipersfere l"““",’ opisane oko simpleksa nM(A’) Frema teo=-
remi 1.6, tacke T i V su :Lzmed,ju tafaka O 41 H takve da Je

H ¢+ PO=n : 1 1 HV = /n-2/ 1+ 1, odakle sleduju proporcije
JHT 410/ ¢+ TO '—'-5/11-4 l/ : 1 i JHV+V0/ : VO = /n-l/ : 1 iz kojih
nalazimo da Jje VO : = /m+1l/ : /a-l/. Medjutinm, taCka T Je

izmedju tacdaka O i V, pa je /VT+T0/ s TO= /n+l/ : /n-l/, odnosno

V@ : 0=z 2 ¢ /n-1/ ... /1/. S druge ﬁtrane', prema Ojlerovoj

teoremi profirenoj na n~dimenzione ortogonalne simplekse imamo |

da je FT : P0= 2 : /n~1/ ... /2/. Iz proporcija /1/ i /2/

nepasredno sleduje da se ortocentar F arﬁagonalncg'simpleksa
4(A) poklapa sa ortetazistem ¥ tag*simpleksa.

Napominjemo da nije teSko dokazati da se Konilijev orto- |
centar bilo kojeg tetivnog m~tougla koji smo pommnull u prethod-
nom delu, takodje poklapa sa ortoteZistem tog m-tougla. Stoga se
opravdano Konilijev ortocentar tetivnog m~tougla smatra izvesnim
progirenjem pojma artucentra'izvedenog u geonetriji ortagonalnih'
simpleksa, | "

Peorema 2.3, Ako Jje O srediste hipersfere V”‘“, H line-
arni ortocentar simpleksoida.n (AYupisanog u hipersferi [rm- R
8 HupooMp 9 Hugppopim linearni ortocentri i Tu,.mp 2 Tup - 4m
teriSta dveju njegovih naspramnih pljosni, tada je
m{["r'fw,: = GT(uT,H“(“m'-"P +.1 1 OHu\..ap ¢ mwv*‘..wfm—p/ : 1

Dokaz. Teoremama 1.1 i1 1.4 dokazali smo da su tacke H 1
Hus g simetriéne_tiékama 0 1 Huper -Mm U odnosu na antisre-
diste S gimpleksolda l‘l,m(A), pa su duzi E'IC"I”&"? i OH(«;PM-};&M med ju~
sobom jednake, Iz teoreme 1.6 imago da Je'OHPTﬁwg Oqﬁﬂw?mﬁp : 1 4
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HH&*v-m’ BT uy .. --/m-p/ 1, odakle neposredno sleduje iskazana
teorema, Pored taga,}primatima da 1z pomenute simetrije i dru-
gog dela teoreme 1.6 neposredno sleduje da su duZi HEw--Mop i
OTppyq -Man SUPTOLNO uSmerene,

Tako Je kod trougla duz kéj& spaja ortocentar s bilo ko-
jim temenom dva puta veda od duZi koja spaja srediste opisanog
kruca sa srediftem naspramne stranice; kod teklivnog &etvorougla
du? koja spaja linearni ortocentar s bilo kojim temenom tri pu-
ta veéa od duii koja spaja sredidte opisanog kruga sa teZiStem
trouzla odlredjenog ostalim temenima, itd, Stoga prvi deo teoremﬁ
2;3 predstavlja generalizaciju navedene Ojlerove teoreme 1z geo-
metrije trougla, |

Specijalno, ako je srediste hipersfere ™1 igtovetno
88 tealstem neke pldqsni simplskaoida ﬂ (A) s linearni orto-
centar tog simpleksoida istovetan Je_aa linearnim ortocentrom
naspramneipljosni, i obrnuto.

Teoremama 2.1 i 2, 3 genaralisane su dve Ojlerove hLeoreme
poznate u gﬂﬂmetriji traugla na k-dimenzione linearno ortocen-
tarske simpleksoide. Te 1 Jjo3 neke teoreme izvedene u prethod-
nom delu omaguéuju'da na pdménute simpleksoide prodirimo i
treliu OJlerovu tearemu iz gecmetrlje trougla. Red je o genera-
lizaciji Ggleravog kruga trcugla, tJ. kruga koji sadrii sredid-
ta stranica, podnoija visina i sredita duZi 5to spajaju orto-
centar sa temenima trougla., Napom&énjemo da su ved poznata dvg
razlidita nadina generalizacije te teoreme; Jjedan prosiruje
istu na n—dimenzione ortegqnalne simplekse, a drugl iskljudlve
na mhogougle upisane u neknm.krugu; Tako su u ranije navedenim

radovima Zbynek Nadenik, G. P. Erejcer i G, I, Tjurin dokazali
da kod n~dimenzionog ortogonalnog simpleksa tedista pljosni

sa jednakim brojem temens pripadaju Jednoj, tzve Cjlerovo]
hipersferi tog simpleksa, Na taj nalin dokazano Jje da n-
dimenzioni ortogonalni simpleks ima n Ojlerovih hipersfera.
Za razliku od tog prosSirenja navedene Qjlerove teoreme, Jo ¥
Jaglom dokazuje da kod tetivnog Cetvorougla Alﬁeﬁaﬁqsrediéta
Ojlerovih krugova trouglova:AQAEAa, A3A4A1' Aaﬁlﬁg, A1A2A3
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takodje pripadaju jednom krugu, 0Ojlerovon krugu tog cetvarougla.
Induktivnim peatupkﬂm dokazuje zatim da kod tetivnog n-tougla
Ajverd, 3redlsta Ojlerovih krugova /n—l/ktougleva Al.,A 1 sa1° *An
za v= Ly sveg I pripadaju Jadnom, OJlerovon krugu tog n-tougla,

Glla ovog rada jeste da se prva od ovih generalizacija
izvede na jedan potpuno drugi naéin, prodirujudi Je delinmiéno
i na izvesne k-dimeﬁziane gimpleksoide, & zatim da drugu od
pomenutih dvéju genéralizacija profirimo na bilec kakve linearne
ortocentarske simpleksaiae. Tom prilikom biée definisane Ojle-
rove centroldne 1 Ojlerove karakteriaticne ‘hipersfere pomenutih
simpleksoida, S tim u vezi dakaiimo sledecu tenremu."

 Teorema 2.4, Ako je O sredidte hipersfere '™ prostora
RY, a H 4 V linearni crtocentar i ertoteziste simpleksaidaffﬁiA)
upisanog u toj hi:_pers;feri tada tezista Tu pljosni MY ant - (A)
i tadke T) duZi A,V takve da je & LT8¢ T2V = /n-2/ : 1 pri-
pad.:a,]u Jedno,j hlpersferi v A koaej Je sredisSte 01 tacka duii
OH takva da Je Hﬂl : 010 /m-E/ : 1, a poluprednik jednak
/m=1/~ton delu poluprecnika hipersfere ' % ,

Dokaz, Prema teoremi 2, l tadke T#,su na duzima koje spa-
jadu tacku O sa linearnim artocentrima H plgasnilﬂuumwnUﬂtakve
da Jje H T(.., : T(,._O = /m-2/ + 1, pa Je n*‘ (’I")sinplekscid. slidan 1
u slicnom polaiaju sa simplekseidam.rr& ]{) u odnosuy na tadku O,
Iz teoreme 1,1 sladuje da temena H@L simpleksoida Tl (FE) Prie
padaju hipersferi kojod Je srediSte H, a poluprednik jednak
polunrecnlku hipersfere I'™™, prema tome, temena Tw simplekso=-
ida ﬂ (T)prlpadaju neko Jj hipersi‘eri m kn.jo.j Jje srediste 0,

tacka duzi OH takva da Je HOl : 0,0 = = fw-2/ t 1, a polupred-
nik jednak /m-1/-tom delu poluprednika hipersfers M1 ,

Dokazimo sad da i tacke g& ;pripadaju hipersferi Fﬁﬂd .
Pre svega, primetimo da iz propereija HV : WO = /n-3/ : 1 i
HDl 3 010-= /hfZ/ : 1 1mamo da Je 001 i olv =:/m-2/ : 1, pa je
Q4 OlTéf= /mflf : 1, & duz OT@; Jednako usmerena duzi OA&_}
Pored toga, imamo da jJe HH?“ 01T¢u=/m-l/ : 1, a duz OlTﬁ,jeda

nako usmerena duzi HHﬂ,. Prema teoremi 1.4, duzii OCAu i HH, su




- 23 -

jednske i suprotno usmerene, pa su i duzi OTa iJGT;, jednake
i guprotno usmerene. Otuda sleduje da tacke T3 -~ pripadaju hiper-
sferi y™* § Stavide da su duZi T,T2 prelnlel hipersfere I N

Nije tedko primetiti da prave A,V prodiru hipersferu [ n-A

un tadkama T}l takvim da2 su uglovi 'I_'&'B;l T4 pravl,

Specijalno, kada Je dati simpleksdiﬂ 6rtegonalan simpleks
nx. (A), bide P74 njegova prva Ojlerova hipersfera, pa zbog
taga teorema 1,8 preﬂstavlda generallzaciju pamennte H3lerove
Leoreme ne samo na bllo kakve simplekse, veé na bilo kakve line-

arnoc artaaentarskevsimplekﬂﬂ}der |

I}efinic:t.;ja 2.1, Hipersferu 7' kojoj pripadaju tezista
T u pl,josni n(u,ym;—q (A) simpleksoida n*‘ (A) upisanog u nekod hiper-
aferl M™™* 1 tadke Ty duzi koje spajaju ortotefiiite V sa
temenima takve da je A(uﬁ;; t 3L V = /n-2/ 1 1 nazevimo prva 0j~-
lerova centroidna hipersfera ili samo centroidna hipersfera po-
menntog aimPlekaaida.

Teorcma 2.5, Ako Je O srediste hipersfere M1 prostira
Rn‘ a VifT ortoteiiste 1 terisdte sxmplahaaida.ITﬁL(A) upisanog
u tog hipersferi i 01 arediste prve. Qjlerove centroidne hiper-~
sfere ["7"1 simpleksoida nm[A), tada su O, Gl' T 1 V detiri
:harmanijske-taéke. - -

Dokaz, Ako je H linearni ortocentar simpleksoida Hﬁ(ﬂ\) R
bice T, Oy, V tadke duZi OH takve da je HT : TO = /m-l/ :
HOy : 040 _./m~2/ t 1, BV : VO = /m=3/ ¢+ 1 iz kojih nalazlmo
da je HO ; TQ = t 1 oo /1/, HO : 10 = /m=1/ 1 1 wen 72/,
HO 1 VO = /m=2/ : 1 sae /3/. 12 propqrciga /1/ 1 /2/ imamo da
je 0,0 : T0=m : /m=-1/, a iz proporcija /2/ 1 /3/ da je
010 s+ VO = /o=~2/ :+ /n-l1/. Kako Je tacka T izmedju taﬁaka 0 i 04
a tacka V iza Ol u odnosu na 0, biée /01T+0T/ s OT=m : /m=1/ i
JOV = 01V/ oV = /m-2/ : /m~-1/, pa je OT : 04T = /o-1l/ 1+ 1 1
oV le 22 OV 1 0V, odakle neposredno sleduje da su 0, Oy, T,
Vv Cetirdi harmonljske tatke,
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Izvedena teorema sa izmenjenom formulacijom poznata Je
u geometriji n-~dimenzionih ortogonalnih simpleksa, pa se stoga
moze smatrati njenom generalizacijom na bileo kakve linearno
ortocentarske simpleksoide.,

Slededom teoremom dokazademo na jedan poseban naéin da
postoji simpleksoid ﬂf&_(A) upisan u hipersferi """ prostora
R" kome teZilta T(;“"'(“‘“P pljosni n&,.w.wp (A) takodje pri-
padaju jednoj hipersferi., Saglasimo se da analogijom istu obe-
lefavamo sa Mp™ 1 nazivamo p-ta Ojlerova centroidna hipersfera
ili samo centroidna hipersfera simpleksoida nﬁ[A), Na taj na=-
¢in, simpleksoid Hfﬁ (A) upisan v nekoj hipersferi '™* moZe
imati m-l centroidnih hipersfera ™ , ..., Pm-A . Iz defi-
nicije neposredno sleduje da je /m-l/~va centroidna hipersfera
P-4 linearno ortocentarskog simpleksoida (1,, (M, hipersfera
Pm-4  opisana oko tog simpleksoida, Prema tome, kod svih line-
arno ortocentarskih simpleksoida I'T,'E‘,,._CA) uvek su definisane
prva ™' i /m-l/-va 21 centroidna hipersfera, Ostale cen~
troidne hipersfere definisane su samo kod izvesnih simpleksoida,
Dokazimo da su takvi simpleksoidi n-dimenzioni ortogonalni sim-
pleksi M, (AYkoji imaju svih n OJlerovih centroidnih hipersfera.

Teorema 2.6. Ako Jje H linearni ortocentar n-dimenzionog
- ortogonalnog simpleksa N7, (A), & O srediste hipersfere ™1 q
oplsane oko tog simpleksa, tada teZista Tr«.1--(u.fp((uh"’d‘fp=i)"1ﬂ+45(4‘1#"#(‘117‘
pljosni TT:;‘?’. ‘W?,H(A) pripadaju jednoj hipersferi %™  kojoj

Je srediste Dp tadka Ojlerove prave ON tog simpleksa, takva da

je HO, 3 0.0 =[(n-2)(n-p+1)+ 1} :(n-p) .

Dokaz, Prema tg@fémi_a;ﬂ» tezista Ty, (Mf—‘h--rﬂﬂ)pljosni
ﬂ;ﬂm(.&) odredjuju prvu centroidnu hipersferu %™ simpleksa
VAl (R) 2 Kojogd Je sredisSte O tadka Ojlerove prave OH tog
gsimpleksa takva da Je BO, 0,0 = /n-1/ : 1, Da bigmo dokazali
da se teZista T(u.,-*-(uq-_. pl.josni_ﬁt?,:&m-pﬂ (A) ortogonalnog sim-
pleksa T\, (A) pripadaju jednoj hipersferi, primetimo najpre
da su ortoteZista Vi --ppes  njegovih pljosni Hﬁ:’ﬁ;’;’_ﬂ _ +2(A)
i sredista O B+ ey /n=~p/~dimenzionih sfera opisanih oko tih
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pljosni, upravne projekeije ortotezista V simpleksa M (R 1
srediita O hipersfere ™" na /n-p+l/-dimenzionim ravnima tih

pljosni. Qtuda sleduje da su Ojlerove prave Qaag + - b oy h..“l (u,‘, ,tih
pljosni upravr;e projekcije Gjlerove prave OH simpleksa May, (A) a2
revnina REP c“P.ﬁ . Neka su O, -mpq}q sredista prvih centro:r.dplh
/n-n/-dinenzionih sfera I"“"'(ur_mplaoanl n&, é_._P..,,w.-p-tz(A},a Rm fap-1

/o~1/~dimenzione ravni apsolutno upravae na ravnina RY - ("“F . u

taciiama O{"'d”é"t’*ﬂl’\ . Bilo kojoJ od tih ravni, recimo R_fF Mot ? zde

vees Moy fiksirane vrednosti indeksa M1s-sp- ;ripadajn
sve prave prostora R% ypravne na ravni RM-?:,;% , préna Ltome, nJjoj
pripads 1 prava koja projektuje neku tacku Gp Gjlerove prave OH
sinploksa Mum{Mu tadkn Om,.- Mp-aie Otuda sleduje da ravon RH “Mp-A
sece pravu O u tackl O Kako su tadke Om, - Mp- ] .,,OM1 M’P VR an Mpy ?

R V prave CE na pravo] Om, MMHM Mp,.2

E*—Jf.
Bu 1.,

o p°
upravae projekcije tacaka O, Gp

bile w{}p . OPO - Vm * Mp-4 OM1 ’P""ﬂ" . 0 MT"‘*“HJ'H" Mp*d + L2 Teorema
2.1 i 2.4 nalazimo da Je odnos na desnc:g strani u navedeno.] pPLO-

porciji jednak odnosu 1 : /n-p/, P2 je i “J‘Gp : OPO s /n~p/.

Anzlosnim postupkom dokazuje se da ostale iz skupa ravni R’(f”’;up_i
seltu pravu CE u tackama koje imaju istu osobinu, odakle sleduje
da se sve te ravniﬂj :J«&pa_ seku u tadki Op. Eako Jje ravan R’M/r;‘ My 4
apcolutno upravne u sredistu Ow,..m,., sfere Mo 1"M g 22 ravni
RWTM?& te sfere, svaka njena tadka, prema tame i tadka 0> Jed-
nako je udaljena od tataka te sfere. lsftim postupkon dokazuje

se da Jje tacka DP jednako uwdaljena od svlih talaka bilo koje od

sfera f‘;:'fﬁ(i?_ A4 b

tome i teifista Tt‘“*"(“‘? plgosm. l'l(._,_a {uﬂwx,m@‘){oje pripadaju njiina,
na jednoj hipersferi de kojoj Je, sredilte 0.

koje se medjusobom seku, pa su te sfere, prema

Kalo je _Op tacka duzi OV takva da je TIC}P:OPO = 1l:/n~-pn/,
a tadka V izmedju tadaka O i H, bide /VOP-HV/:-OPO = L:/n-p/,
04nOesno H{JP : OPO BV : OPO-I-I] : /n-p/. Frema bteoremi 1.6
imsno da je HV = /n-2/V0, pa Jje HOP OPO /D=2 /Y0 OPO-!-l s /n-p/,
0d10SN0 HOP : OPO /n-E//VO + 0 0/ : 0 O+ l:/n~p/. 12 ove jeodw
nakosti i proporecije VO 0 0 /ﬂfp/ nalazimo da Je

HOP 3 p [(n-—E n-p+1) +plj 1 (n—p) , pa2 Je teorema dokazana,

i

Zada bismo poloZa]j sredista D’P hipersfare l'",;,""" odredjivali
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u odnosu na ortotezidte V i teZiste T ortogonalnog simpleksa
ftigiﬁﬂ},_iz praparcijeloop 3 QPV'“ /a-p/ 1 1 1imali bisme
/de-TQ /o O V = /n-p/ s+ 1. Otude 1 iz proporcije HI' : TO=m : 1
koja sleduje iz teorsme 1.6, nalazimo da Jje TQP*QPV..n-p- lHT:G V.
Kako Jje HP= HV 4. VO +-OPT, BV = /n-2/%0 1 V0= /n-p l/b v, biee
“TOP : OP? /n-2p~+1/ ¢+ /n¥l/. Prema teoremi 2.2 ortoteziste ¥
ortogonalnog simpleksa nmﬂ(ﬁ)paklapa se sa ortocentrom F tog
simpleksa, pa ae poslednja proporc¢lija moze napisatli u obliku

FGP : GPT /a+l/ 3+ /n=-2p+Hl/, a taj rezultat, upravo je obrazac
koji su godine 19%57. na potpuno drugi nadin dobili G, P, Krejecer
i Gs I. Tjurin u zajedniékom radu "Sferi Ojlera ortocentridesko-
go simpleksa®,

Primetimo da se i1z lzvedene proporcije
HOP : E) G [ n--2 n—p+1 -l—l:) s ( n—p} y 22 p=1, doblja propor-
cija Hﬂl 1 0,0 = /n-l/ : 1, pa se teorema 2.4 specijalizovansa
na n~dimenzione simplekse moZe tretirati kao specijalan sludaj
mnogo opStije teoreme 2,6, Otuda sleduje da indeks p u toj pro-

porcijl moZe uzimati vrednosti od 1 do n,

Definicija 2.2. Hipersfaru‘ﬁgf4knjoj pripadaju teZifita
Ta.- pp Pliosni I ’P(‘VPW'-“ +4(P) n~dimenzioneg ortogonalnog simplek
sa N7, (A) nazovima p~ta Ojlerova centroidna ili samo p-ta
¢entroidna hipersfera tog simpleksa,

1z ove definicije 1 teoreme 2,6 neposredno sleduje da
n-dimenzioni ortogonalni simpleks Il 4 (A)ima n Ojlercvih centro-
idnih hipersfera U'F™ , ..y TR .

Teorema 2,7, 4ko su V 1 T ortotezisdte 1 tezidte n-dimen-
zionog ortogonalnog simpleksa N (A), a 0, i Oﬂfp+1 sredista
centroidnih hipersfera I" " T’,;{E_',’{,'M tog simpleksa, tada su
Onﬁpd-l’ Qp, T, V éetiri harmonijske talke. Pored toga, tadke
Vi T su srediSta slidnosti hipersfera M! 4 Unps s @ polu-

precnici rp i T p4+1 tih hipersfera takvi da Jje

rp= 'n_pﬁ__l-—/ﬂ“‘P 1/ 1 po

Dokaz, U prethodno] teoremi dokazall smoc da Jje poloZaj
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tacaka Op i 0 nep+l odredjen u odnosu na tadke V i T proporcijama

VO, t O, =/n+l/ ¢ /o-2p+l/ 4 VO, 9 1 Oy p+1T"' ~/n+l/ : /n-2p+l/,
odakle nepasredno sledu;]e da su 0 nep +1, GP, Ty V Cetiri harmoni-

ske tacke.

Kako su tezista Tﬁ, M pljosni n . (‘41,‘“.1,.,.,1(‘\}1& hiper-
sferi F:‘-‘d y @ tezilta Tu,,,. ‘Mwty4 DBEpramoih pl;josni na hiper-
sferi me +4 i kako ;ja tadka T izmedju tadaka TM g i Tc._F” A g

takva da ;}e T, J‘“PT B = /n-p+l/ : p, bide T unutra-
snje, a V spol;jasn.je sredisSte slidnosti hipersfera e 1, T"m“;;':,, .

Stoga Je odnos P°1“Preénika Tp 4 Tp-p+l tih hipersfera jednak
= /n=p+l/ : p.

ed_nesu duzi TT(...., Mi T'.BF,PH. Mo, b PE Je S R B
Pokaz ove teoreme moZe se takodje izvesti palazeéi nepo~
sredno od proporcija HO 'OPO = [(3—2) (n—~p+1)+1] | (n—-p) 1

Hon-—p-l-l : "on-p +1° "'[(11-2] P+ lJ : ( p-—l) koje preclsﬁa:vl.]a,ju
posledicu tecreme 2.6, - |

Tearema 2.8, Ako ;je broj dimenzija artoganalneg simpleksa
Tea (A)neparan broj, tj. ako Je n=2k+l;, tadsa se sredilte 0k+1
/k+l/-ve Ojlerove hipersfere poklapa sa teZistem T tog simpleksa.

Dokaz. Neka Jje H l:l_nearn:l. ortocentar, D_ srediste hiper-
afere opisane oko simpleksa [(nw(Ala O, sredilte p-te Ojlerove
centroidne hipersfere T',r_, ~ simpleksa My (A), Prema teoremi 2,6
imamo da :]e HOP : 0 0= [(n-a (n—p-l—l) +l] : (n-—p) odakle, za
P_—k"l'l - nalazimo da Jje HOk-t-l 2 0]:*10 = /2][4-1/ 1 1. Iz ove PrO~-
poréije i proporecije HI : TO = /2k+l/ : imamo da je
HOp 4 ¢ Ok+1 +« BT : TO, odakle nepoaradno sleduje da se sredis-
te Ok-l-l /ktl/~ve G;jlerova centroidne hipersfere T"H,, poklapa sa

teZiStem T tog simpleksa,

Tako se naprimer arediéte 0O, druge cent:roid.ne stere T‘Q'

ortogoualnog tetraedra I3 4w (A) y tJ. sfere kojoj pripadaju sre-
dista njegovih ivica, poklapa sa teiistem T tog tetraedra; sre-

dista 03 treae Odlerova hipersfere "' ortogonalnog simpleksa
s (A) ) poklapa sa teZistem T tog simpleksa, itd.
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Teorema 2.9, Antisredista S‘.. plijosni nm,m- PQ) podnozja
Pu upravnih kroz temena A na centraidnim hiperravnima naspramnih
" pljosni i sredista E, duil koje spajaju linearni ortocentar H
se temenime simpleksoida |l & e (A)upisanog u nekoj hipersferi et
prostora Br? pripadaju Jednoj hipersferi I"“;'_"' kojo]J je srediste
istovetno sa antisrediStem 5 pomenntog simpleksoida, a polupreé-
nik jednak polovini poluprecnika hipersfere | B

Dokaz, Prema teoremi 1.1, tadke Su /=1y «eoy I/ su sre-
difta duzi koje spajaju sredilte O hiparsfere "1 ga linearnim
ortocentrima Hu pljosni TT(u|m-4 (A) pa se ‘analognim postupkom kao
u teoremi 2,4 dokazuje da iste pripadaju jednoj hipersferi My
kojoj Je sredilte tadka 5, a palupreénik jednak polovini polu-
prefniks hipersfere a4

L

Tadke H i Au ¢ simetridne su taékama 01 Hu u odnosu na
tadku S, odakle neposredno sleduje da su sredista E. duzi H&ﬂ
simetridna tadkama Su u odnosu na istu tadku S, prema tome, Quzi
EpSu 8u prefaici, a Eu. tadke hipersfere ' ~"

Prema teoreml 1. 3, upravna AZ‘F(“' na centralnim hiperravni-
ma pljasni n&mifﬂbrolaze krez talku H, pa su tacke L‘(u na pra=-
vana A(...IE’“ Otuda neposredno sleduje da su duzi E(chu. (u # uprave
ne medju sobom, ‘Kako su duzi a,s(u preém.cl hipersfere "' , a
uglovi E,E, 8. pravi, pe&nozja Fu takodje pripadaju hipersferi '31.

Spaci,jalno, kod trougla M3(A) upisanog u krug !, antisre-
dista pljosni l'lmg, su sredista stranica tog trougla, pa je hiper-
sfera T’:_ Ojlerov krug tog trougla. Stoga se teorema 2.9 moie
smatrati drugom generalizacijom navedene Ojlerove teoreme.

Definicija 2.3. Za razliku od ved uvedenog pojma Ojlerove
centroidne hipersfere pomenutog simpleksoida Hih(ﬁ), hipersferu
%' koja sadrii navedene karakteristicne talke nazovimo Ojle-
rova karakteristidéne hipersfera ili samo karakteristiéna hiper-
sfera tog simpleksolda.

Iz ove definicije i teoreme 2.9 neposredno sleduje da
karakteristiéna hipersfera A simplekéaida ﬂj;(ﬂ) upisanog u
hipersferi '™ prostora R sadrii srediSta kerakteristiénih
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hipersfera njegovih pljosni Najm-s (A) .

. XKod ravnog simpleksoida nm(‘“)upisancg u krug " 0jlerova
karakteristiéna hipersfera bide Ojlercv karakteristicéni krug F“
tog simpleksoida. Primera radi, u pkilogu je na slicl 1 konstru-
isan karakteristiéni krug tetivnog &etvorougla, & na slici 2
karakteristiéni krug teiivnog petougls,

U trodimenzionom prostoru simpleksoid ﬂthprlsan u
sferi "% imaée Ojlerovu karakteristiénu sferu, itd, Pri tome
naponinjemo da Ojlerove sfere artogonalnih tetraedara u litew
raturi peznate ped nazivima "sf&ra dvanaest tadaka" koju Je
pronasao C. ¥, A, Jakabi i1 "sfera dvadeset i céetiri taike" koJju
je pronaSao H. Vogt nisu learava karakteristicne, veé OJjlerove

centroidne sfere tih tetraedara,



%, GENERALIZACIJA POJMA ORTOPOLA NA n-DIMENZIONE SIMPLEKSE
I NEKA NJEGOVA SVOJSTVA

Froblem koji se proudava u ovom radu odnosi se na prodi-
renje veé generalisanog pojma ortopola na n-dimenzione simpleke
ge, U uvodnom delu pomenull smo da Je navedenu generalizaciju
izveo godine 1957. u svojem radu "0 ortopolu u prostoru RO Jjaw-
panski geometar Ivata. Smisao te generalizacije kao i prosSire-
nje koje zZelimo izvestl obrazloZiéemo posle izvodjenja definici-
Je ortopola neke hiperravni u odnosu na bilo koji n-dimenzioni
simpleks kojoJ prethodl slededa teorema.

| Teorema 3.l. Ako su 'I"‘.._y /S M4sV=1y iy Dl MFY/ te~

%2iSta pljosni ng:;%m-zi (A) simpleksa Ny, (A) , & T4y podnoi-
Ja upravnih kroz te tadke na nekoj hiperravni Pn”l, tada se
svihfﬁ?)hiperravni Qﬁﬁ} koje prolaze kroz tacke T;y i upravne
su na ivicama A Ay seku u Jednoj tadki,

Bokaz.-na bismo dokazall ovu teoremu, primetime najpre
da ge hiperravni Qﬁ;} koje odgovaraju ivicama bilo koje dvodimen-
zione pljosni simpleksa M., (A), na primer pljosni AyAyA; seku
po Jjednoj /n-2/-dimenzionoj ravni p-e . Prave 3132 i AIA sekn
pravua A A;, pa i njima odgovarajule hiperravni Q‘;’g“ i @’f{“’f seku
hiperravan Q%' po /n-2/-dimenzionim ravnima P™%* i P™Z% apgo-
lutno upravnim na dvodimenzionod ravni A1A2A§. Neka je L Jedna
od Eigaka prave T2,T,, takda da Je Té3mi§ : TéﬁTi2=:T13L : TyoL
a R /n-2/=-dimenziona ravgn kroz tadku T55 apsolutno upravns
ng ravni LT12T13' Ravan R° sadrzi tacku T§5 i upravna je na
- pravo] T12Tl§’ prema tome, 1 na pravoj A2A3 kKoja je;gaaredna sa*
T1oT13s 0dakle sleduje da ista pripada hiperravni QRya . Neka
su M 1 M' taédke u kojima proizvoljna prava ravni Rn—E kroz taé-
ku T§5 sele I"I:""'2 i P’n"a. Odgovarajuée stranice trouglova
MTiBTé5 i T12T25L upravne su medjusobom, odakle sleduje da su ti
trougli sliéni, pa Je Tozl @ TpaTyz 20 Tyok TEBL vae /2/

Iz istih razloga i trougli M T12T23, T13T23L su slidéni, pa Je
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Téamig : TéEM’ .e ToxL 3 T13L ese /3/. MnoZenjem levih, a za-
tim desnih strana proporecijs /1/, /2/, /3/ nalagimo da su duZi
Téam i T§3M' jednake i jednsko usmerene, tj. da su tacke M i M°
istovetne. Kako su ravni Pn”E i P‘"n""2 kroz tac¢ku M apsolutno u-
pravne na'ravnilﬁlﬁaag, oﬁg su_istoigtne; oﬁﬁ'pripaéaju ravqi'"
Qﬁﬁ’ prema tome,:sve'tri hip&rga¢ni1Q12, Q135'Q25 seku_se pQ_
istoj /n-2/=-dimenzionoj ravai PH“E,'koja'je apsolubno upravna
na vaval Aibphy.

- Sad dékaiiﬁq_dé,Be_hiperravni_qis} koje odgovaraju ivica-
ma bilo koje trodimenzione pljosni datog simpleksa, na primer -
pljosgi A§A235A4 aeku p9 istoj /n~3/~dimenzionoj ravni Pn"s.
Ravni PP ¢ 4 I”n"“"2 koje odgovaraju susednim pljosnima A1A2A5 i
A2A3A4 na kgjima:su;apsolutnn upravne, pripadaju istoj hiperravni
Grzgﬁ, prema tome, one se seku pc Jjednoj /n~3/=-dinenzionoj rwvni
Ff&?i Eako_ravan_P#fa pripada hiperravnimargggl i‘Q;;l, ona pri-
pada 1 hiP?ﬂTﬁVﬂi le;.pa_se svih Sest hiperravni Qg:} kaje
odgovaraju ivicama trodimenzione pijesni A1A2A3A4 seku po isto]
/n-%/=-dimenzionog ravni Pn-5_

Potpuno analognim péatupkbﬁ'dokazuje se zatim, da se svihl
deset hiperfavnilqﬁz} koje odgovaraju ivicama neke Setvorodimen-
zione pljosni seku po Jednoj /n-4/-dimenzionoj ravni Pﬁ"a s itd.
Najzad,_da-se'svih _;ﬁ)hiperravnifqﬁ:} koje odgovaraju ivicana
datog simpleksa N, ,(A) seku po jednoj /n-n/-dimenzionoj ravai,
tj. jednoj tadki P; time Jje teorema dokazana,

Tzvedena teorema 3.1 moZe se proéifiti,.uzim@juéi unesto

tezZista T(m? linearne ortocentre H{«m pl‘_.josn-i-en?\;?'m-ﬂj(-‘m bilo kojeg
simpleksa N haa (F*) . lStaviéa, moZe se dokazatl sledeCa teorema,

Teorema:E.E. Ako jeﬂolproizvoljna tadka prostora R® i
alto su H(uv linearni ortocentri pljosni n;:;f-m-a (A) simpleksa M. (A),
Kpm taéke.pravih OH&mwtak?e da su odnosi OKp» :,E@vﬂpq jednakil
medju gobom, a_K;H,uprnne projekeije tih tadaka na nekoj hiper-
ravai P, tada se svih (mé"') hiparra?ni't:g’;;' koje sadrie tacke

K;wgi upravne su na ivicama A.Ay seku u jednoj tacki,
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Na taj naﬁin,-taorema 5.1 postaje specijalan sluca] mno-
go op3tije teareme Sely kaja omogucude da lzvedemn slededu defi—

nic ljur

- Definicija 3.1, Tadku u kojoJ se seku hiperravni Qn:}

pomenute u teoremi 3,2 nazovimo ortopolom P(K) simplekaaﬂ war (A)
koji je &efiniaan u adnasu na hiperravan Pﬂ

E:ada su ta&ke Kup ist;cavetne teziéﬁima T(uu pl,jasni m-a (A)
bice ortopol P(T} Ivata~ov ort0pol simpleksa My, (A) definisan
u odnosu na istu hiperravan Pn « Slededom teoremam izvedimo
neke gvojstve ramm simpleksolida upisanih u krug c’,

Teorema 3.3. Qrtcpalovi P(T) centralnih pravih pljaﬁni
n(u.va.\fm,-s (A) /AVtEly svey BIMFV# 2 / simpleksoida nz [Pf) upi-
sanog u krug M, koji su definisani u odnosu na trotemenike
odredjene preostalim temenima, pripadaju Ojlerovonm I:arakteristm-
‘nom krugn tog $imp}.ekso.1da. - '

Dokaz, Neka su pauvy centralne 'pravé pljosni n&ve\m-s(’q)
pomenutog simpleksoida, a Fuvy/T/ ortopolovi tih pravik definisa-
ni u odnosu pa trotemenike Aulyd,. Kroz sredifte O kruga I'' kon-
stmsimo prave p“% uparedna pravama pﬁ%, zatim ortopolove

z,(T) definisane u odnosu na odgovarajude trotemenike A Ayl .
Prave P'uve sadrie srediste 0 kruga M" opisanog oko trotemenika
A{.LA,;A;’ y P8 su prema poznatoj teoremi, ortapalovi %('I‘) tadke
Ojlerovog karakteristidnog kruga trotemenika %Agﬁ.b /v de 2.3/
ObeleZimo sa S antisrediste simplekscida M5 (A) v @ s& Suvy i

Cmsg, antisredista naspramnih pljosni n(wblfm-a (A)i (A&AvA&) .
Prema poznatim teoremama, duZi Plyg Fude Jednake su i Jednako
usmerene duzima Osdu,n, sy & duzi Os(u.p(g Jednake 1 Jjednako usmerene
duzima Shwp S, pa su duzi Fly, Fuvp Jjednake i jednako usmerene
duzima wa& S« Otuda sleduje da su duii SPure Jednake duZima
Swvp Tmvy » pa sU ortopolovi P vy Pravih Puvy, definisani u od-
nosu na trotemenike A(\,,AgAb taéke karakterlstlﬂmE; kruga simplek-
soida 115 (A). | | |

Pored izvedenih, rayni simpleksoidi upisani u nekom krugu
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imaju niz drugib osobilna vezanih za pojam ortopola,

Hije tedko dokazati. na primsr,,éle&eéa teoreme

Teorema 3.4, Ortopolﬁvi'proizvaljaa prave p definisani
u odnosu na pljosni ﬂ‘?;\g(m Eetvorutemanika_na}(hl upisanog u
krug U, pripadaju jednoJj pravoj - ortopolari prave p definisans
u odnosu na Zetvorotemenik T%(A). |

Teorema 3.5. Ako Je ﬁ%n(M'}i!*ﬁiﬁ?ﬁl{}M simplekoold upisan
u nekom Xrugu "1 | eortopolare centralnih pravih svih pljosani
Navaawm-s(Vdefinisane u odnosu na Zetvorotemenike AuhyAzAs pro-
laze kvoz antisredidte S simpleksoida M3 (A),

Tako je u prilogu na sl, 4 konstruisana centralna prava
pljosni 3132A3, zatim njena ortopolara u odnosu na nagspranng
pljosan 34;15116&7 simpleksoida n%(»‘\] upisanog u krug "' i antisre-
dilte 8 tor simplekeoida,



4, GENBERALIZACIJA DEZARGOVIH TEOREMA
NA k-DIMENZIONE SIMPLERSQIDE

Froblemi prou&aﬁani u prethodna tri dela ovog rada 0dno~
gili su se na uopstenje niza pejm@#a.i teorema metricke geometri~
Je na euklidske prostore s bilo kojim brojem dimenzija. Pri tome'
su ispitivana svojstva isklguciva simplekscida upxsanlh u hiper=-
sferana preatora R%. Kao &to smo rani je pamenull, u ovom delu
preucavacema izveana projektivna svojstva mnostva dvaju 111 vi-
Se slmpleksoida perspektivnih u odnosu na istu, konadmn ili
beskrajno daleku, tadku tog prostora, Preﬁpostavlaajuni da Je
progtor u konme prouéavama pomenuta mnodtva simpleksoida projek-
tivan, u dalaém_iﬁlaganjima nedemo isticati da 11 Je neka tacka
konadéna ili beskrajna'daleka, da 1li se izvesne prave seku 11l su
uporedne medjuscbom, Tam_prilikam; na takva mnostva simpleksoida
prosiriéemo Degargovﬁ direktnu i njoj obrnutu teoremu, nezavisno
od broja dimenzija tih simpleksoida. Smisao takvog proSirenja
na izvestan nacin analogan Jje s nizom'genﬁralizacija izvedenih
u prethodna tri dela, Pri-izvodaendﬁ koristiéemo pomemute Dezar-
gove teoreme dvaju trotemenika My (A} 1 Ma (A perspektivnih u od-
nosu na isdvu taéku, zatim'teérema kojom se ustanovlijuje da se
ose perspektiva triju parova trotemenika My(A%) 1M, (A) ,Nal (A*) 4
M. (A1), ﬂztA‘)iﬂs(P"') perspektivnih takodje u odnosu na istu tad~
ku, seku u jadnoj, takozvanoj Heseovoj tadki tog mnodtva troteme-
nika, Prosirenje izvedime poatupno, nagpre kod eetverotemenika,
zatim kod petatemenlka; itd. Pre svega, primetimo da kod dvaju
perspektivnih simpleksoida n,(aY= (KAALASAY) 1 My (A= (AL AaA&)
ose persyektlva trotemenika ﬂ{u_l;;(A*) 10w (A*) pripadaju jedno]
ravni,

Teorema 4,1, Ako sul,(a)={a)Aba A.,), T, (AY)= (A4A133Aq)
Fh(ﬁ?}{ﬁ1a ﬂ3Aq) tri simpleksolda perspektivna u odnosu na
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istu tadku @, tada Heseove talke S, pljosni n;\\g(ﬁ'l,ﬂ)‘lg,(A?;),ﬂNs(A?,),
za A=1, 2, 3, 4 pripadaju jednoj pravoj.

Dokaz, Neka su AE,, tadke u kojima se sekw odgovarajuée
ivice 8445 1 adad /1, 3= 1, 2, 34 13 1 @wV= 1y eess Byp#Ey /
datih simpleksoida., Prema Deszargovoj teoreni, badke ﬁ;ﬂ, za fil-
girane vrednosti indeksa i, J 1 proizvoljne vrednosti‘ngpdeksa
w ,9 koje su razlidite od %, privadaju jednoj pravo] a’ , osi
kolineacije 1li afiniteta pljosni Mg (Ai')i Nz U_\"}), a pi'eii‘ta;
Heseovo] teoremi prave a"f prolaze kroz leseovu batku S4 pXjosni
M (A, Mg (A9, Moy (A%,

Prave A?&A% za i#j+#k 1 aFX prolaze kroz taduy ',
A;’ , pa su simpleksoidi Mo ( A':K)?_-( A;faﬁt;; ﬂﬁ)i 1E (AQK)E( A?..:; AagﬁA%i;)
za M#FVFLF A perspektivni u odnosu na tadim Ai; odakle nepo-
sredne sleduje da tacke Sus Sy S, u kojima se seku odgovarajur
te ivice ovih simpleksoida pripadaju jednoj pravoj, Uzimajuli raz--
1idite vrednosti indeksa nalazimo da sve Heseove tafke S  prri-
padaju jednoj pravo],

|
Tako. su napr. simpleksoidi Uh (R")= (A:;A% &1}4) 1 N (A®)=(AY Al A

perspekbtivni u odnosu na tadku Ai, prema tome, hacke 52, 55,
Sy -0 kojima se seku odgovarajute stranice A::; Afﬁ’ i A’:‘gﬂ‘ﬁl ’

A2 . aA A, A . : : 1. .
At AL, 1 A5 AT A, A\, 1A 2 Ayy ovih slmplzeaﬁsoiiz: pqilpfgaau
jednoJ pravo]. Isto tako, simpleksoidi n3[A )E(ﬂi3ﬁthzq i
n:.,(A“') 'E( :;ﬁt?i,?, A%_:) perspektivni su u odnosu na tacku Ag,
prema tome, tacke S?)' Sq_, Sy u kojima se seku odgovarajute stira-

> .23 Yy 23 s A2 L2 3 423 W L3 .

gimplelsoida pripadaju takodje jednoj pravoj. Otuda neposredno
sleduje da sve Jetiri Heseove tacke S pljosni Tas (N), (443 (Az),-,

Mo (A*) za &= 1, 2, 3, 4 pripadaju jednoj pravoj.

Definicija 4,1. Pravu s kojoj pripadaju Heseove tacke 8y
pljosani Ty (A, nmg(hq’), I'f);h(Ae') datih simpleksoida nazovimo
Heseova prava tog mnoStva simpleksoida,

Dokaz beoreme 4.1 izveden je nezavisno od broja dimenzija
simpleksoida l'lq(ﬂ*‘) R ﬂq[ﬂ".') ’ ﬂq[A?‘) , odakle neposredno sleduje
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da posmatrani simpleksoidi mogu biti ravni, Tako je na sl. 5
predstavljen sistem od tri ravna &etvorotemenika kojima Hese-
ove taike S, pljosni My 3(AM) M, (AN, Tap(R¥) zan= 1, 2, 3, 4
pripadaju pravej s, Heseovo] pravo] tog mneitva simplekscida.

Teorema 4,2, Ako su 11y (A") = (A4 ALAY An) M, (A= (A} AEAEA})
nq(ﬁa)E(AEAiﬁgﬁ), N, (A') E(H‘IAZA}’,A;)Eetiri simpleksoida pmespektiv-
na u odnosu na istu tacku O, tada Hegeove prave s gimpleksoida
Mo (AY) , My (A), My(A®) 2a 1, J, ky 1= 1, «eay &, iFjtksl
prolaze kroz istu tadku,

Dokaz. Kao u prethodno teoremi, neka su.ﬁﬁL tadke u ko=
jiéaa see seku prave A(iA’é i A;‘iA?J S sV = 1y eeey 43 (u-#:\? /. Tadke
k;m, A?u)w A(R;} pripadaju jednﬁ-‘:i( praw_rea.j }EGJ% mrolazi_{kroz‘g:aé_ u ; )
A , pa su s%mplkeks{oidi M (A-"_)E(A};Nnﬂlzg, H;'(Aq ]i’(lﬂq A?,,;A“)
ty (A‘FQ)E Lﬂﬁzﬂﬁiﬁgx erspektivni u odnosu na tafku Ay; stoga se,
prema Hemseovo] beoremi, ose kolineacije parova ovih simplekso~
ida seku u JjednoJ tacki, M%ﬁjutim, ose kolinearije simpleksoida
M (A% 1 M(A) , Ms(A™) 11,89, ny(A®) 11, (A% su
Heseove prave Bi; sj, sk; prema teme, one prolaze kroz igtu
tadku, recimo S. Dajuéi razlidite vrednosti indeksu , nalazimo

da sve cetiri Heseove prave al, 52; | s} ’ s_.q' prolaze kroz tacku S

~“ake su napr. simpleksoidi !'ig-,(l-"f”l E(”‘%‘“ﬁ% A:Z )
M3 (A2 = (A% ALY A,}f),’ T, (A“)""-—'—'(A?,?_Hﬂﬂﬁ erspektivai u odnosu
na tacku Ag'/v. sl. & /; pa se prema Heseovo] teoremi ose koli-
neacija sl, 52, 53 péarova simpleksoida na(ﬂu)i n3(A3"'), I‘IS(A_Q"")
i My (AY), M3 (AYM) 1 ﬂsbl\"')seku u nekoj tadki S, Analopnim postup-
kam_dakazujémo da se i prave 52, 33 * selma takodje u jedno]
tacki, odakle neposredno sleduje da sve Cetiri prave 31, 52, 53,

g™ prolaze kroz tadku S,

y B

Definicija 4.2, Tadku S u kojoj se seku Heseove prave g
navedenih simpleksoida nazovimo Heseova tadka tog mno#tva sim-
plekscida.

Izvedena teorema 4,2, omoguéuje da analogno, postupkom
primenjenim u teoremi 2.1, dokaZemo da slidna svojstva ima i
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r0b5ve 0d detiri simpleksoida Ms(AY, Ns(AD | Ns(A) | nslah |
takodje perspektivna u odnosu na istu, konadénu ili beskonaino
daleku tadku, i da na taj nalin navedenu Dezargovu tcoremu gene-
ralifemo na jo3 veéi broJ simpdeksoida., Fosle toga nije tosko
dokazati da se.i Heseova teorema moZe prosSiriti na mnostvo od
pet simplelsoida Me(AY, T (Ai),n (A%), ns(ﬂq), Ng (A) opet perspek-~
Livnih u odnosu na istu tadku. Induktivnin postupkom dokazuju
se ns taj nadin sledece uapstene teoreme,

‘eorema 4.5, Ako je ﬁ(Aﬂ’(A‘lA Aa An],,.’ﬂ,m(ﬁ\“") (A'm'aA )
mnoiisvo od me-l simpleksoida perspektivnih u odnosu na is
talle progitora Rn tada Heseove tacke S;_plaaani‘1xhnﬂ(ﬂﬂ se ey

M im-q (A"“"") - zaax=1l, ..., m, pripadaju Jjednoj pravoj.

Definieija 4.3. Fo analogiji,'pravu s kojoj vripadaju
Keseove tadke Sy pljosni Maim- (AY) 4 ooy Mapmes (Am'ﬂ) gimplekso-
ida N (AY)  , oo., T (A™Y) nazovimo Heseova prava tog

pncstva simplexsolida,

Teorema 4.4, Ako Je ﬂm\,(ﬂ) ( A ooy Mo (Am )
mnoStve od m simpleksoida perspekbtivaih u odnosu na istu tacku
pIoS uor& R%, tada se Heseove prave E'e"‘ siapleksoida ﬂm}f\ ) voes

ePu

nﬁ"ﬁ.(ﬂh) za'f t--, — 1, sreqg 1{1#

u jednoJ tadki, | )

pefinicija 4.4, Saglasimo se da tacdku u kojoj se seku
Heseove prave pomenutih simpleksoida nazovemo Heseova tacka
dabor mncitva simpleksoida,

%a potpuno analogan nadin dokazuja se 1 teoreme obraute
iskrzzanin tecocremama.
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