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Cilj prveg deia avog rada je da donekle popuni ﬁrazninu
koja postoji u primeni teorije pravilmnih veriZnih raglallkg na racia?
nalne ﬁrihliine vrednosti jednog iraciomnalnog brojla.l to naro¥ito na ¢
‘one pribliin§ vrednosti u abiiku raaienalnih.razlanaka kaﬁe ne pripada-
ga nizu pribliZnih vrednosti pravilnog verlZnog razlomka u koji Jje raz-
vijen posmatrani iracionalan broj. | .

PribliZne tfednaati jednog iraaionalnag.hraja u obliku ra~
'cienalnih rgzlaﬁaka mogu se 1$p1tivati paﬁbéu veriinih 1 Farey-evih . |
razlomaka (Kokama [46] str. 9 ). |

Engleski matematidar lord Brouncker pred kmaj 17 veka izra~
Zava dvéatruki odnos povréine u krugu upisanog kvadrata prema pevréini

istog kxruga u bbliku verifnog razlomka

1’
2 4+

Prema Lagrange-u.[ﬁa to Je prva pojava veriinog raszlomka.Put kojim Je
lord Bromncker dodao 40 navedanog raaultata Je neyaznat.leﬁta docnije
Walllas [ 39] dokxazulje identilnost navedene Brouncker-—ove formule sa da-

nas poznatim obrascem

WAli - kako kaﬁe'Lagrange[}R ~ Ooba ova matematidara ne poznaju osobi~
ne verifinih razlomaka,koje otkriva tek Huyghens".Posle Hufghenaza;pa-~



11 . |
javljuje se na tom poljw Buler & zatim Lagrange ["‘3]
Prema italiljansxom matematiara E.Bortolotti [ Z] variZai
_ razlomci potidu-od-italijanskog matematidara Cataldi~a koji 1613 g.

daje obrazac . n |
| Naten = A =+ S . T n

Prema O,Perron-u [33_] nexadki matematilar Dan.Schwenter [32]

1636 g.poznaje p.rineﬂu Buklidovog 'algai'itna na izardunavanje pribliZnih
vraineati’,pé. éai pognaje 1 pojaﬁ"najhal;]a pribliihe vrednosti®™,

| Ke ulazeéi u analizu ova iri izloZena misljenia,sigurno Jje
da Je kod Buler~a i kagrange~a ~ i to prve kod njih ~ tgarija- verilnih
razlomaka ved izgradjena.0d tog vremena veriZni razlomei poataju skoro
jedima aparatura za mlilzmlz isra&unamjé i ispitivanje racionalnih
raglomaka kao priblif¥nih vrednoati iracionalnih brojeva.¥ tu svrau upo-
trebljavaju ae naroSite pravilni veriZal razlomoi

’ 6L+T+.L
'L ‘5+~.

koji se izraZavaju simbolom
- (e b, b))
Jer,kao 8tc Je Lagrange-u F!SJ veﬁ Jasno,samo ovi veriini razlomci ina;;}ﬁ
osobinu da Je avaka pribliina vrednost | |

(Bo), (G, ta), (6, 8y 82), ..
jedna najbalja pribliina vrednost posmatraneg broja.@am ove osobine
pravilni veriZni razlomei imajw Jjo& 1 sledece osobine koje povoljno
utidu na moguénost mjihove primene za odredjivanje i ispitivanje ra-
ciomalnih razlomaka kao pribliiaih vrednosti realnih brojeva.To su:

1) J'Qd,néatamoat izradunavanje nepotpunih keliéﬁika bo, G,

b, ... primanm Euklidovog algoritma,

} |
2) Naizmenilno postavljanje usastopnih pribliZnih vredno~-

stl % ;-E:— yr o sa jedne i druge satrane posmatranog iracionalmacg broa‘q
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3) Halaaija kaju zadnvoljavaju brujioei i mnanioci ma

kaja dvn uzaatopne pribliﬁne vrednoati -

[ = e =

.gde je - C o | . | -ﬂ; N !h . -
L : _‘:ﬂ - (e"‘ {"1-1 ") aﬁ-i.) : -‘;_‘:‘-T‘(‘"J 611 ' - ;e*\) .

) Gornja graniea greﬁke aprokainaaije

(Poaladiaa druga i treéa od navedenih eaonna.)

- o .Engleaki latanatiélr !n#ly poanatra nis razlanaka koji pa—;
staae.ako se nrade po valiéini avi racinnalni rallmlai éiji'hro;iaai 1

inenioci ne pralaza neki aati prirodan hroj l.laprilar za l-s takav

nis,nazvan nis !aroy-orih razlﬁnaka,ja
1/5 1/4,1/3 2/5, 1/2.3/5 2/5.3/5.4/5 1/1,5/444/3,3/2:5/3+2/1,5/2,
3/1 4/1 5/1

S lﬂsuénﬂst primana lareyﬂerih razlauaka.na paanatranje ra= -
cianalnih prihl:inih vrednoati 1racionalnih brojeva preinilani iz ﬁva -

aaohine ovih razlnnaka: .3'Ld”::'-n~ﬁr. | '177'aﬁ'

l) la koaa dva usaatopna raslemk;' '_yuavog niza zadovalﬂa-

vaju relaciju

(Gauehynev stav) .

| a. |

| 2) ““ “"‘ 1 TJ_ ma koja d*ra uzaategna razlanka Earey- .

evog niza.enda razlqnak e _1;- e |
ﬁ6+gi g;

gda s p e qgla kaji p:irodni brojevi.leii iamedjn.ngihal to uvek ae.

:nogu odraditi priradni brajevi p i q takn da razlcnak (;1) ima kaju bi-'

lo raeionalnu vrednost :I.medju %’-. i ZE .
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{2) VeriZni i Farey—evi razlomeci primenjeni na izraéunavanje
i igpitivanje raciomalnih pridlizninh vrednosti iracionalnih brojeva

imaju svojih debrih strans i svojih nedostataka,Tako veriini razlemci
pretstavlijaju najbolju i majprireoduniju aparaturu za 1graéanavahja po~ ;
jedinih uzastonih glavmih pribliznih vrednosii Jednog datag'iraciqﬁalu
nog broja {(a iz_glatﬁih tako isto 1 =2a dzradunavanje ametnifih priblize
nih vrednosti).lato tako u slulaju kad Je iracionalni broj nnapred dat
u obliku beskonadnog pravilnog verifnog razlomka.All veriZni razlomci
nisu uvek najprirodniji naéin i ﬁa iaspitivanje racionalnih razlomaka
uopSte kao pribliZnih vrednosti datog iracionalnog broja.To Jje narodito
sluZaj sa lo8ijim pribliZnim vrednostima,koje nisu ni nmetnute ni glavoes

Pri primeni Parey-~evih razlomaka ostaje jedna elemenat |
necdred jenosti.Ako jedan iracionalan broj hodemo da uporedimof sa datim
nizom Farey-evih razlomaka andﬁ lako odredjujemo dva uzaatapﬁé ¢lana
toga nisa & i o immedju kojih leZi posmatrani iraciomalan broj.All
pri daljem priblifavanju,koristecd razlomak {4 ) ne Znamo da li je ta]
razlamakﬁlavaﬂili desno od posmatiranog iracionalnog brojaz.

Prema svemu tome potrebna je jedna aparaturs koja bi za
ispitivanja,uparadji?anje.i klasirikaciju raéianalnih razlomaka kao
pribli¥nih vrednosti jednog datog iracionalneg broja bila pogodnija,
opstija i prirodalje pevezana sa postavljenim pr@hlemam_od veriZnih i
Farey—evih razlomakase | |

(3) Axo uoZimeo da se u teoriji rariﬁnih razlomaka priblifavanje

jednom iracionalnom broju

V= (ﬁﬂ;@1;3L4*~ ')

vr3i preko glavalh pribliﬁnih.vrednﬁati

QE!
H

anj-—-—l'}'? *

2
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rekurentnim obrascem |
.‘.-kh-l-j_ ég,.., Xy —- ‘xh-—; - (,2)
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onda bi pokuSaj profirenja na le#dije pribliZne vrednéatiJmagaa paéi od
tog obrasca.Primetimo 1i jo# da najmanji par celih i pozitivnih refenja

jednaline

_'3& xl -:btgi = + 4

| | | X
gde je na desnoj strani zmak greSke aproksimacije raslomka —-5:-5- s ima

vyrednosti

{ f
onda ge obrazac { 2) mofe napisati u obliku

| J
S (P - busy S 4= Xn ' (3)

i £MH¢}~“F4}J
X

Postavimo sad slededi problem:Ako je — Jedan ma kojl ra-

—

cionalan razlomak,odrediti drugi racionalan razlomak 3 koji jJje bliZi
ﬁekam posmatranom iracicnalnom broju Y od prvog razlokka,

Uodimo pre svega ovo.Ako sa raslomkom -§- hodemo , 1 odnoau

na broj ¢ ,da uporedimo neki drugi razlomak ﬁ‘- ,da se onda istiZu e-
| . )
— O J T | T+ (T‘T) |
i~ b S o _+=
D A B J
i - 4,
~% =y X
-2 - ] _‘JJ ) - ;8-__ JJ 4 oo
C B A D
s 2

e e e N

tiri oblasti 4,B,C 1 D (sl.1 11i 2) u Xojims moZe lelati razlomak -‘-;“- "

Obrazac koji bi dao taj novi ,bliZi,razlomak ~§% mogli bismo traZiti u

oblilm etk pig) ' &)

]

T (.3_13’1 p:9)

X
h

' 1 y' par najmanjih positivnih i celih

ﬂ

gde au p i q cell brojevi,a =x

rméeﬁja jednadine -
yx’-—-kg = =+ .‘L,

gde je na desnoj strani znak greske aproksimacije datog razlomka 3% .
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Pankcija ‘P trebalo bi da zadovoljava ove uslove:

1) da za cele vrednosti brojeva p i q razlomak g’— ; dat

a‘braaeen ("4“))";1?-3’1@1 kroz sve racionalne vrednoati od —°° do+ o j
2} da uslovi za p 1 q koji de odredjivati da 1i razlomak
X Je%i w oblasti A,B,C ili B budu Bte prostiji;

F
3) da_ae obrazao ’(‘I ) ptetvara u obrasac (3 ) ad

O

postaje jedna glavna pribiiﬁna vrednost broja Xf.

To su osnovni prinoipl kojima sam se rukovodio postavl ja= .
Juéi ataf_itllu prvom delu ovog rada.

€4) Posle Euler«a 1 Lagrange - a primanq pravilnih veriZnih

razlamaka na ispitivanje racionalnih vrednostl iracionalnih brojeva
vrieme su uglavoom u dva pravea: | | |

a) Ispitivanje umetnutih pribliZnih vrednoati i posebno
vrednosti 3-‘: kod kejih je | |

| ¥

gde je ¢>1 1li 1,5 06 L2
'b) Ispitivanje reda aproksimacije pojedinih pribliZnih
vrednosth.
| U prvom praveu poznati su radovi koje siiLdali: Smith [3:?]
Cahen [_-3] ,Morimoto fl?.,] .Patou ['5] +Xokama Ei?-] ,eppanhein [2.5_] Grace [:foj
idrugi.
f 0 drugom pravcu moramo déti 1aérpnija obavesitenja,.
{5) Ispitivanje reda aprokainaqije'pretatavlja Jedno od najviﬁe
| ool
obradjivanih i1 najmladjih poglayljaffﬁﬁiénalnih pribliZznih vrednosti
Jednog iraeiopalnog brojae | | N #
Preblan- Je postavliijen 1850 g.kad je Hermite EHJ s pomodéu
esebina kvadrataih formi,dokazao da se svaki iracionalan broj 3 mnﬁ&
ﬁproka-imirati sa fbeak’mjna mnoge raclonalnih razlomaka }J-‘- tako da

greska bude 4

_ X
l 3?;--3_’ < J?th




Vi1
Ha ta; nadin au postale tzv.Hermite~ove priblifne vrednosti &iju taarij\l
dalje razvija Irancuakl matematidar Humbert [/12; 43] ,sluﬁeéi 38 gew

Teikom teorijom veriZinih razlomekse

Hurviiz [49] 1891 g.poboljBava ovaj Hermitewov rezultat 4o~
kazujuéi da je mogule avaki realan iraciomalan braj 3 aprakainira-tir
aa beskrajnoy mmoge racionalnih razlomaka '_ '-3- kc]1l ée smdovoljavati ne-

jednakost
| 4

VsT Yt

]a*—--—-——{<

U isto vreme dokazaje da je za izveane brojeve ove najvadi moguéi red

aproksimscije.Takay je naprimer broj
NS =+ L
—7 .
Za ova] brnj,na kakvo malo bllo £ >0 postoji uvek gsamo konalno mnogo

parova prirodaih Braja’m X 1 y takvih da- je

vE+L X« _ 4
2 X (VF+e) gt
O redu aproksimacije na;lbalje' govore pozitivnl brojevi Jku
uvedeni nz sledeéi nadin.Neka Je %ﬁ :}"-“-; o nizg gléinih pribliZnih
vredrostli iracionalnog broja 3 sonda Je
L . S5 .
J\y‘_ — h}} ig‘ - | é l | 3“\ - A 3};

i § pogledu mapereda vrednosti u nizu A prvi rezult&t
potife od Vahlen-a [38] 1895 g.koji ~ primenom Farey~evih razlomaka -
dekazu:]e d.a ,ma kakav bio iracionalan broj <_’f_ mora biti
__ Mag (-\mal Yy > 2. mad,ly-n o
Zatim Borel [i] 1903 g. | |
Max (lu-h Aw, Aw) > E

m=4,2,--

.'B. ovom praveu radila Je magdjee}na grupa Jjapanskih matematidara
M.Fujiwara [#, 8] ,S.Morimoto (Pukesawa) [24,2%] ,K.Shivata [34]1
najzad 1950 g. Obreikov [15].
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Izmedju ma koja dva 1 na koja trl &lana nlza Ax rogtoje
odred jene relacije u obliku jednalina,kao &to jJe pokagzano u drugca
odeljku III glave cvog radas.lsz tih"r&l&ﬁija“&ebijaju“ae nejednakosti
iz kojih sleduju mnogi od rezultata dobijenih u napred navedenim radow=
vima.lz istih relacija su zatim débijani i novi rezultati,

Jeé Jasni ju svetleaf na red aproksimacije racionalnih
pribliZnih vrednosti jednog iracionalnog braja.-3_ baca Perron-ova
modularna funkeija l(f).ofrerran [19} 1921 geuvodi ovu funkeiju kao

H(Fy= Lim s A
M=y o |
tj.ako je

= (&, b, by,...)

onda je

M (3’) Lime A {(‘ahﬂ., eu-s..-_ ) + (0,6, 41--1, .. gﬂ.) }

f'h_.)ab

Prema pomenutom Hurwitz-ovom stavu,ma kaka¥w bio iracionalan bro} 3—

uvek jJje

(¥ V5.

| iazaViana od @.Parranwa i mnogo ranije ~ %“gadudjujule
rano ",kako kaie frananaki.natanatiéar Roger Descombesn [L:] o
| A.A.Markov 1879:g%g§g;ni.nnago dalje.On poanatra dvaatruko neograniw
teni niz prirodnih brojeva
, 5-5, ﬁ-:., s, &o, by, bo, @

pa odredjuje skup vrednosti
G = (bues, Buss, .. ) (0 By Buegy o)

1 najzad trafi gomju granisu brojeva oveg skupa.latovestnost sa
Perron~ovom nadularnan'tunkaijau je nit;t:tn: otevidna,

Na ta}j naéin kad se upetrubi pajanxmadularne funkclge-ﬂlg)
Markov dokazuje ova}] rezultat. |

‘Hodularna funkcija*uﬁ{fiapad broja 3 ima samo beskrajno
mnogoe izolovanih vrednostl sa brojem % kao jedinom taéian nagomilavanjae
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Te vrednosti su
J“‘" Nis1F . (5)

Iracionalni hrajevi koli odgovaraju ovim vrednostima modulame funkci je
M(¥)su %isto periodidni veriZni razlomal
Om= (2,2, a8, 09,80, 3,04, 4,4) (6)

&1 ja perioda - perioda Markova ~ zadovoljava niz uslova (Koksma [76] ,
str. 31): a) sastoji se iz parova dvejki i parova jedinica; b) podinje
parom dvojki, a zavriava se parom jedinica; c) deo 1zmed3u podetnog i
zavrénog para Jje simetritan; d) broj parova Jedinica je ograniden izves
"nim u-slovima 1td. - |

7 Sve vrednosti niza ( 5) su oblika

J‘L({eu)':\}g—tzf_ )

gde < AA , ga Jjo3 dve odgovarajuée vrednosti U 4 W (MRPV uxW)
pretstavlja ma koji tric celih pozitivnih resenja Jodnaéine

wWvtewi=3uvw | (?#)
Vrednosti 4+ koje zadovol javaju jednadinu (?‘) éine niz broje-
va Markova 4,2,5,43,29,3u, 89, 4(59 194,233 Y33,

Rad Markova (dug i veoma komplikovan) éstaje u poletku neprime-
éen, ali, od 1907 g« do danas, perioda Markova i jednaZina ( 7) predmet
su ispitivanja mnogih matematiZara. Hurwitz [75] 1907 g. ispituje jedna-
¢inu (?‘) nezavisno od teorije veriZnih razlomaka i - apreksinacija.
Frobenius (%] 1913 g. 1 jednaZinu ( #) i oblik periode Markova. Zatim
se po :l.atlm pitanjima ni¥u radovi Perronwa i dvojice japanskih matemati-

éara. |
VI odeljak ovog rada p@sveéen je resavanju Biofantove ﬁednaéi-

ne L AU ) whs L w W

gde su X "™ { "M prirodni brojevi, &iji je specijalni sludaj jedna-

Sina { 7). U tom odeljku su potvrdjeni veé dobijeni reszulsati wu pogledu

Jednacdine { ’7'), pa je zatim nakazano da seé 1 reéenaa druga dva pblika

posmatrane jednalines | B 5 - - -
atr vt we =

dobi jaju pomoéu nizova periodi®nih veriZnih razlomaka sa periodom &ija je
struktura slicna periodi Markova, kao i1 da nizovi pojedinih uzajamne
prostik reSenja ovih jednadina pretstavljaju izvesne analogli je sa nizom
brojeva Markova.,



. Odel jak IY, na osnow Frebenius-eve [ 6-7 definicije uredje~
nog kompleksa prirodmih brojeva, definise {rl operacije sa uradjenim komr-~
pleksima, daje 1 nekoliko novikh identiénih’ relaci ja medju ovim kompleksi-
ma i tako priprems aparaturu kaja je primenjena u adeljlm V1. o

Odeljak V ispituje tatke nagemilava.nja niza Aw je&neg éisto
_periodiénag veriZinog razlomka, defipide i ispituje Jadm:l racionalnu
'funkciju g(ﬁ) éisto periediénég veriﬁnog razlomka . & , ‘koja se tako-
dje koristi u odeljku vI. - . -

| Najsad, u odel jku VII ovag rada naatavljena 8u iapiti?anja T
Perron-ove madulama funkci je W) - o Ispitivanja su vriena u pogledu
 vrate brojeva koji mogu biti vredneati ili taéke nagomilavanja vrednosti
funkcije Ju (¥) ., Tako se dehijaju nove klase trmmndentmh brojeva
¥ za koje modularna funkeija M{¥) ima izvesne ‘cele, racionalne
razloml jene 11i jiraciomalne vredneati. I za ova iapitivanja keriééena Ja'
aparatura formirana u adelgku IV kao 1 rezultati edaljka Ve |
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;t RACTONALYE T’RIBLIZHE VREDNOSTI TRACIONATHIE BBOJEM

4,83 U vezi sa racionainim raziomKom - ka0 pribiiznom vrednoddu

AraCiolaliios DIG S X pu:ﬁﬁla."s.i.‘aﬂlﬁt
| v - o
2) BresSku aprOkKsimaclje

= ()

a} pozitlmi broj A deflnlsa.n jednakpsdéu

.‘L , |
Svakl racionalni razlomak --;—- moZe biti smatran kao pri-

bliZna vrednost ma kog realnog broja 3- ;Greéka hl u tom sluiaju mogla
biti preizvoljno velika,ednaane broj A A- proismljne na.l:l.ra.e ﬁto je
poznata,ma koliki bie :Lnenilaa y ,nnk se mole edroditi 'brasuac X

‘in—_

'taka da. se dnbijenn ruslmkal peuatrm imciemln bre: 0)’ ";x;rakai—
mirs sa greékem mjm ed 1/23.33&1 t@ga p@staﬁn@ sledoéu deﬁniaijn:

Berinieij 3 hnionalnem przbliimm vrednoééu pazitimog
1racionalnag broja a-nazlvaéemo razlcmak ; kogi zadovoljava uslovsa:
1) da su x i } prirodnl uzagamno prosti ‘brojevis

e

2} da ja | |
o 1. 2 o
Iff%l<q t3. )\-‘>T - Q)

| 2.@. Predmet prvog dela ovof rada sastoji se u reSavanju sle-

aet=. Zadabka:!

2

Kad Je data Jjedna racionalna pribli%na vr'edncst‘-;%- iracio-
nalnog broja T ,odrediti nem pribliﬁmm vradnost = istog broja ¥

R L

koja ée bitd hliia broju ¥ 5d data. |

1 — i [] R LI 4. Lo T _.'3_.'-nr- el oy m o

Roéavgje esnomg sadath.

3 @ Bekasaéene tri poneéna staml kej:l éc aam uagnéiti rcé’a*nnje

N PN LY SR *1 eEE

poata.vljenog n.dath.?rﬂn du daju petrehne 1 dmreljne ualmro da ad dn :

razlmka. 3 :L ;t drugi hude blﬂi nekm pesmttrmm broju K%
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Tredl peneéni stay menéau da se tralemom razlomku ._x{_ da pogodan ablu:.
- maégg atn' 11 hslmak .z,. nlu:léa se unadjn broja 3- "

L
i raslosmka J onda 1 samo omda,ako su ndovoljeni wslevi
X _ X N\ X o | (%)
(2-7)E=7)>
X
X X _— ($)
Tada jeo ' |
Yo XA (6)
‘Zf-—"g’l—-—-lf gl \éﬁ ér\
Bam:,ue se raslomak % nalasi ismedju broj; 7 i razlomka
X onda su moguéa samo dva polehja o '
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-2 o
o | < N ( c.p) “'c:;')“

(‘fi}

tle | | 4

i i < L )
Y (py+39 Ay (py+3 3 pyry'+S)
odakle Jeo r |

@m nej ednakoat aadmreljwra samo naj'méa m&nent pz

47::.

8to znadl da
bliina vrednost broja ¥ -.
Postavlja se zatim pitanje da 1i su svi razlomscl niza (39)

najbolje raeiomlne pribvliine vrednosti- bre:a & -Ja b1-to bile, potra‘bne
je i dovoljno da bude iaputijen uslov-- . L

:L

Py .
[0 ) < =&
2
630 H c?ii
4 4 _ _
ypyrg) | gt ry e
eﬂaklﬁ Je | | _A B —ng-
P>~y

Owvu najednakoat = prema (36) « gadoveollavalu ave m;!ene rradnaati
P=R oy R ¥ 1 .. R S n—l., by - S
Prema toma avi razlomel (39 | ribliine vraednogti broia ‘f
15. €8 Na kraju ove analize zawimigixmrjm-JoX je od interesa prema

vradnast:l A datog raslomka ?- ,0drediti broj &ume,va nisa {39).Radi -

toga razlikujmo ove sludajeve-




a) Neks je - f

y! d
j_+-g-<v\<-7-+;

Tada je =~ prema (36} n-gernjabnaﬁja sa p nanja od 2,pa je Jjedina povolima
vrednost - |

f;_
b) Kad jg .Lg"-
onda je oyt | - _ 3,
A = 2.4“E§"-’n_ ug O <?42<:_ST
pa nejednakoat €36§ postaje f
e T A
te su povellne vrednosti za pi
| | = e =2 .
onda je | - . |
o Y/
“’1""2"";7"“”1 o uw o <M <ETE

te nejednakost {36} postaje

s .,
LR < p At T
pa se zahg_dehija Jedina povoljna vrednost
4} Ako Je /
| J\ > A A4

J

onda je #irina intervala {36) arek reéa od E,pa peataja na:nanje dve
pavaljne vrednostl za Pe R o o SR
46, &%) Ba osnovu izvedenih sakljulaka moZemo iskasati
+ Stav Js €lavna- pribli!na vrednost realnog broja y koja jJe
bliZs braju ?r od - jedne-date glavae pribliZane vrednoatil i} istog
braja.'§“ 38 keja pod-tim-uslovima-ima-naiminii moguéi 1nenilac,naa

lazl se sa aaprotne strane-broja ¥ -od date vredmosti- ‘; X -pretatavs
l1jena-je razlomkom




by wr! (43)

by +d '
| | b — A — _{_] - (44)

- J
Ako data glavaa priblﬂna vrednost -5"-'- udeveljava uslov
Y VR

onda ne paate;i. ni;]edna'mjbeljn pribliZna vrednost broja 3 ,l:n;]-a
bi bila bliZa breju 7 od date vrednosti ;%b o8& 21314 bi imenilae

leZao u intérvaln 1nad3u hanilam d\raju pmmt:lh glavaih pr:lbliiu
nih vrednostie S I S - h
| Naprotiv,ako data glavma pribliina u-ednoat -§- sadovol java
uslov - L T o | 3

o ‘ ’ g 46)
onda postojli Jedna 111 viSe najboljih pribiiZnih vrednosti broja J ’
E131 au imenioci wu intervialw iuﬁd:ﬁ imenilada dveju posmatranih
giawmin pr:lh:.ilnih vrednosti,koje su sve biife broju I ed date
‘rra&nwti F-,nalasa se sa suprotne strane brojs ¥ oa date vrednow
ati 5 ‘1 utoliko-su biiZe bredu ¥ - -ukolike im Ja imenilac raé:h

Ove vrednosati su oblika- "~ - -

7‘3-!-1-&’ . (V?}
Iy

gle dep==n SRR 'h’"l ;abrojnje dat obrascem
m=[2 ]+i BT,

Glavna pribliha vradnost € 43) Je bliZa brajn Y~ ed svih vrednoati
(lr?-).

4 Neke 28 obine lo#ijih pribliZnih vrednost:

178> Neka je T-- Jadna dats raciomalna minlt pribliZina vrednost
iracionalnog breja Y .Y edgavarajnéi ‘koeficijenat definisan ehraaaen
£2) 1 neka-su;kao -1 do aada, x!-1- y ‘par najmj:l.h gelih poxitiwnih reie—-

| nja jednaéine - |
O 3x’—kg vy

gde Je na desnoj strani snak grefke ) datog Sazlomka.0sim toga neka su
x" 1 J - par najmanjih-gelih 1-pozitivnih redenja  jednadine SRR



o L7 »

yla'— xly'=x1 | ()
gﬁe‘ja'na desnoj atrani znak gredke |
d =2 — El
raslomka 7 .ﬂ ,f
U omm odeljkm pemtraéua rulmk J' i dekasaéuo aledeéa
.§.___L Ako data racienalna pribliina rrednast -‘;— zsadovel jaw
va usley : e e | | |

;o
8-""- "—"", < tj- A. > —g—"‘ | (51)

ol | o
onda 1 samo anda Je raslanak ;—,—7 jedna glawvma pridlilina wrednost

broja 4 kaja se nalazi sa suprosne strane toga. bmJa od datog ra.z--

lomka ‘?‘ ® .
: | /0
Dokass hslenak (22) svodl se na rasliomak -5—7 2R P=0 q=1,
x X

5to snali da se - kxad je zademljen usloy {51) « raslomei 3 1 Y nas
lage sa razaih sirasa broja J ,\Jer je tada,yrﬂa velidini broja A ,za-
dovoljen 111 uslov !2&) 1131 {25).9. ne nah bitdi zadevaljen ualev {23}.
'Zate,ake staving - R ._,_ _4_ .. T

lg‘lzfﬁ’_“f ‘"T'/: Ayt

prema ;Iednakaati (23} yredi ralae:lja

M =— e Y

gy
Na oanovam ualova {51) neina staﬂti da Je
A==+
gde je M >0 ,pa jednakost {52) postaje
S = — —
‘ o1 = W lyieny)
odakle Je | - |
| o L (59
Al = o m
| :
Paﬁte se u posmatranom sluéajn razlomel -';' -'5'- nalage sa rasnih atrana

hraja ,deana atmna jadnukwti (50) :l.na, snak anprotu anaxu grﬂke dateg
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raglomka - »pa ée par na;;nan;]ih eelih 1 pozitivaih rehnja x” 1 y v

J
te jednaéine biti oblika ; |
X=X —cx ! - (5Y
I = T -

gde je ¢ ceo bro}
8« Cox oy
4 & ¢ £ ﬁLun.{'ETJ -7}

rada se debijena vrednost {53) za A moZe napisati n obliku

TR
| Pa je nvek i .- i
PUR P A

Jr
x!
3to znadi - prema uslova {35)-da je -3—,- jedna glavna priblisna vrednost
broja 3 ,te e prethndni stav dokazan. = e " |
¥ 93 Ako data racionalna priblitaa vrednost '3— realnog

broja ¥ zadowljam uaslovy
| . | | g; |
, a"__ ‘ n y . ty. A < ra (5?)

onda i samo onda se raslomak -3“—;- nalazl izmedju datog raslomka -g- 1
braja ,3- _1 avek je S e e y

;Poﬁte Je u ovom slaéajn

A-F <o
to je nejednakost (23) zadevalj&na za p=<0 ,q=1 ,5t0 znadi da razlomak
-g—; leZi iuedja razlomka 3" i breja 5“ »Da je pri tma- s A pro~
1zilazi 13 &injenice da Je 5'43 s Jer 1z I5 1< lﬂ' pleduje -

pa Je,tim pre

Time je stav 9 dokaszan.
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L!_ﬁ Akﬁ data racionalna pr:l.hli!na vradnaut -;3 realnog
broja 7 zadoveljava uslov o e e
31(3"*'5”)_ <. A < 3’ B (5-6)
J(y+y' +3") J

/
onda 1 samo onda Je razlomak ;, jedna glam racionalna xrudxmxt

pribliZna vrednost istog broja J keja se malagl iuedja razlomka
}—ihrajab" . . o )

b
glaka su x 4 y par mjnanjih pozitimih 1 celih re-

fenja jedma¥ine iSB) Eija ‘desna strana ovoga puta ima znak graﬁke datag

razlomka -';'— ,jer 86 prena ata.‘m 9 sad mzlmci ?‘ 1 :: nalaza sa iste
strane broja J eDa bi razlomak f bio Jedna glama pribliina vrednoat
dbroja 7 ,potrahne je i deovolimo da bnda e
| | A.‘>i+;,
a kako Jje,prems ébmau‘ {27)
- N T 'i’
J.’Jrl ::-; %
odakle 33 lgz
. ' l‘ — .
g' (H' - "Lé)
to mora biti "
S o Ayt S 4+ -§T
_ yi(y'=AY)
i ga;sad | 3, (3"4'3”)4
A > y(y"i"gf"}—a“)

time je stav 10 ﬁekam-;
48 @ za i é i U
drfavaju 1 snadenje oznaka x i y o 1y pretpeataﬁ

Hf Ht
vimo aa el x i y pat najnanjih pozitivaih 1 gelihn refienja jednaw

Sine
. }

5".}5 .....Jcc'}t '= + 1

. " { -
gde Je na desno] strani znak gredke aprokxsimacije C; raalenka 5;.— ,1td.
Rtk
pretpostavimo da je x 1 y par najmanjih ocelih 1 peaitimih redenja



w 20 =

jednadine o (k) Ce-1) (k)
. g‘ Yy - x Ty =1
gde Je na desnoj stirami snak greike (l-4)
(_lc-.-l.) X :
) y — —E‘g 1)
x X
Pratpeata}rue osim toga da Je A<Z ; i da se svi razlomei A
Li¢
. :cu) ~ nalase sa iste strane bro '3 Ea s Pa naﬁme dakazati
X
Sta 11; ‘Pa ’b:l. raslmk T bioc jedna glavna priblizna
vrednost broja 3)_ goml;]na Je da data pribl:l.lna vrednost _5- zadan-
voljava uslov e -
X 2l + 4 i ' |
la)_“"‘ !< B 3 ” J\_ \, - — [5;)
T 2—’3 tle Tl o+ 4
gde Je K=0,1,2,44¢ | | .

Bekaz: l’eknéajne da odredimo uslov koji je demljna da zae
dovoljawa L' " da b1 bilo | XS o ygde je 4 ¢k ,a X jedan dati

(s-1) «w
pamitim bmj.l’a&te s pa pretpostavel raglemci PTCs i ;( 3 nala-~
ze sa iste strane broja J ,na osmovu obrasoca {27) sleduje

4 4 o 4 . (5£6)
s B L yal b o
gde je y <
. . ;{: - J[ﬂ
(3) , |
Da bi hile_ A >°¢_ st ﬁ < i‘ yara biti ~prema {&¢)
f Y e—— < —
A0 12 - X
odakle je
A-4) & X
A7y
++ 4 « €
Da bl ova najeﬁnakaat bila sadowljena dawljm ja da bnda
X ~ 4

:ar ;Io + >4 -Odatle zaklju&aks

\' > X

dovolino je da bude |
- ne -3 | t(,ﬁ-d.) X

o(—-!—.‘L




Prema tome,da bl bllo
dovoljno je da bude (k-1 2

a da bh to bile devollno Je da bnde
. o .l('k 3 I
5
itde « o « da bude
| . 2! S -
| | Tk —4
a da bi to bllo ,dovoljno je da bude
A 1@+ L

Sime Je prethedni stav dokazan,

Iz stava ll,naprimer,sleduje
asladien stava ;;I, Ba bi raszlomak — J - ble Jedna glawvna racis-
onalns prihliﬁm vrednost braja J davaljna je ds dati raglomak

catovoljava “1“ IR A R |
3

(k)
X .
49, @ Pretpostavimo sad da se razlomak —7j) nalasl sa suprotme

x! [k~)
strane broja J aa razlomaka —J-‘:- T "t ;UQ"'I)
| k

- Stav 12 “Da b1 mzlemk ;: bio jedma glavna pribliina

vraﬂneat breja ¥ i palezio se 88 aax&ra’me strane broja J od

.Pa moZemo dokazati

raglomka 3'- doveljne ag "da bude
!Bf“—-—"i*\“g“ e A oy

gdc Je k=1,2, ees a’k;
~ Dokaz: Da bi raszlomak W ~bio Jedna glavna pribliZna

vrednost broja o 1 nalazio se ea aupratnu strane toga broja od razlan-

lit.-i)
N . .
ka g& 3 dovoljno Je o praua atmm B w da bude 1 >i .a da. bi to
bile iz zakljulka :'..zvedanog u toku dﬁkaza stava 11 sjedujs da. je dovoljmo

(e-2)

. (e~
da bude X > j_ Y,

} ‘a da hi ta b:llo davoljna ‘Je da bude A >-§-— itdeces
.ev..da bude M >-,:Z- .8 da bi to bile dnvol:]no je da bndo

8ime Je prethodni stav dokaszan.



w 22

IX nzmz ucmnum rnxnmznm vanmesu IBACIONALNOG BROJA

T p— = e e et ’ L, M gt Lo T il Wl e Tl e - Lt A Y

1 ¥iz glavnilh pridbliZnih vrednosti

20 €0 Kad je data jedna glawvna racionakna pribiidna vrednost
nekog iracionalnog breja,onda « prema stava 7 = uvek moZemo da odredie
mo drugu giavnu racionalnu pribliZnu vrednost intog oroja,éiji je imeniw
1ac veéi od imenioca date,a pri tome najmanji aegaanzam"aa moZemo
geveriti e nizu glavnih racionalnih gribliﬁnih vrednosti jednﬂg 1raaiu

onalnog broja. r :
_‘E.'_.fﬁ_ﬂ'..._ﬁ_.... C-‘f-)
& A IR ) " ]
Graéke apraksimaaija &lanova niza (1) oznalimo,kao i do
 sada ,ea o xy R “wz: S
lawl )?f—- = ,, (2)
J\)}&-p V:a,i;l,-

Pofetni &lan 52; niza {1) Je na;veéi ceo hroj kaji se

sadr?i u iracionalnom hrojn. ¥

b= fa’J
-x.:e': 3 ;-"'-"‘i

Qdgovarajuéa vrednost hraja.«l Je uvek wveéa dd 1l

* . A-’ ,> i..., e - R
5to znali da zadavoljava uslov (3§£\Jer par najnanjih pogitivnih ewmlih
reﬁenja jednaéine e . i} L L

Jox,--dugg =

pa znadl da Je
e C3)

ima vrednosti

e je



w Q4 w

. Xy — Ef_
repoo ¥

) !rua- at-an 7 ebra.uc 543/;) ig Jjedne data glame
pridliZne vrednosti 51-: _aledaéa glam ‘pribli¥na vrednost’ a,, dobija
se u ahlikn raszanka (22/r7 %a q 1 ,ita anaéi » prema obrascu €4€é43

da je uvek

a %9 znali da Je

Xy ey [ (e

““

3_"' 5‘*“-—1 -_- a'l’-! 31"

Odatle zakljuﬁnjm da par najna.n;lih calih pez;ttlmih raﬁanja 3adaa-

Zine {5 ) ima ?radnoati
) gx,,;_..x,,_,.) C;ty’ = Y, F)

Ako @dgara.rajuén vrednost prirodnog droja b daﬁaiaanag ebrascem {44/r)
oznalimo sa b,,;_,_, ,ﬂnda - prma ‘obrascu {45&) - %8 :lzraémvanja hrpj‘-
laca i inanixaaa glam:l.h pribii!nih vredneati mdc ‘rekurentni obrasci

@)

Y=e,4,2,.., (X4= 1, J—_i:g)

5’?‘4-1 = éJ‘H- H 1 P

@,,H._[A 3;:-— - - (9)

- --0.1;1""

gde Je

24. @ Niz {1) glavaih raclonalnih pribliimih vrednosti Jednog
1rmienalnag broja T 1dentiéan je sa nizom priblihih vrednosti pra—-
vilnog veriinog reslomks - © - e |

b+ Z
T= &+ — N o)
111 krafe f ¥ - (&) 65_"&_;, ) | 1)

%s yroizilazi pre svega iz:a)éinjeniee da svi 3lanovi ni-
za ﬁl) zada’mljavajn uslm' (4},kaji Je wprema hgrange—u ["9] -potro-
ban i de»valjan da’ razlanak -5; pripada nim pribliﬁnih vrednosti verii-
nog razlomka § 40} 1i'b} éin;loniae da ae u nizu h} nala:e sve racional-
ne prihliﬁne vrednosti braja f kaje nadmroljavaju nslav t4).

" Ydenti¥nost niza {1) sa nizom pribliXnih’ vrednost:l Yo
rifnog razlomka {10} moXemo dokazati i neposrednd posmatraiuéi izras



w 2%

frems definiei;}i gla'me pribliine yrednosti 1 stava 7,niz .
{1) glavaih pribninih vrednos ti jednog iraciomlnog broja 7 ima ove

os0bline:

-y

a) Clanovi niza {1) nslaze se naineniéna aa jedne i drage

strane broja T.Peﬁta Jje :‘F < ¥ ,to jo

v g dam oy
__a:n‘ ' )} Java |

Y¥oo0,4,2,.-.

b) sve' vrednosti lr za V=0,1,2,... sadoveljavaju uslov

B N R T
! . |

gde Je X; i }l par najmaniih gelih pozitiwvnlh refienja jednacdine
A

V:oi,a,.. _
o) Brojiocci 1 imeniosci élanova niza {1) ~ prema stava 7 -
raéth sa indakaal.tda . o T e
| .Z.A-L,(.___,_,pr.,{x,;( -~ -

F &K h <. .. <P <_‘a—.a<-

d) Greika apreksinacije opada kad ¥ raste,tj.
BT R GRS SR

a) Nis il).na kakv bio :lraaienalg bro} 6)- ,ha ROOgTa~
nideno mnogo élanﬂva,jer Se =~ prema stavu 7 - ma kakva bila éata glam

" 4
prihliﬁna ‘vrednost }-"' ,twek ‘moZe odrediti glededa i-'—‘f- +Prema tama,poﬁta
su J(v iYW rastné:l. nizmri primdnih broje‘ra,'avak je

&M 3? = oC ) Rl 5‘“ =
Y~y oo | Yy —»

Zbir graﬁaka aprakahaeijepm usastopna &lana nisa [w -prema obrascu

(”/T) ima vrednogt i .

\3v\+ | 8?’!—1[ "-':"'B'_‘, %H‘

$te znali,prema gamjm da Je

0,{.;.- lsv e—*-- \S"“i

L
¥ — 20 Y -
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kojl s8e nalaszi u uradnjo;l :agradi u obrascu (9i-1rcdnaat tega 1m—-

ga azna&ine 38 3;*: $

_Jy- -1 * | | ( 42.)
P gv Y=o,4,2,.-.
Greike aproksimacije dva uzastopna Slana niza {1) =~ prema ebrasan{ld’[[)-
yezane su ralaaijm T 4 S
- - 43
-- B ,=________,g,,| (13)
Y41
| F
koja se moZe napisatl u obliku 4
r+1 }Y-P‘" .X.V e 31,. ~

Ako jod u4 u imeniocu desne sirane smenimo iszrazom {3 ) prethodna
jednakoat debija ablik T e e |

J\,,——g—"—'f-—=4”“+'1 —% ()
a-y | Y- 3"""“
i najzad » prema {712} =~ oblik )
X;H = M 3rr+1,
Kad jo# smenimo Y aa Y13 ,
S 4 15
4 3’.?-1-:1.
Y:'. o) A 13 -

tie
18| = EA
odakle je | | 4

5to » prema (1) » zna®i da je

__a?; — 8‘
Prema tome usastopnom upotrebom obraseca §15) moZemo pisati jedno za

drugim



4 e
'X'_.. go - — = '6-0 —+ T_‘_ 4 o
= 4 _—
Tu T,
— b+ — , A =
- & + 4
LE
A
— b+ — A
84 +~ —— ‘
J.o ~
Tako je dokazano da je niz prirodnih Brojeva b, 64,6, »»+  lidentilan

aa nizom népetpgnih kolidnika pravilnog verilinég razlomka {10),a to
gnali - prema §3) «da je 1_;13 {1) identiZan sa nizom pribliZnih vredno=~
8tl veriZfnog razlomka {10).Ujedno smo konstatovali da je niz kolidina

B = ke = I
Y — Jy V_:ﬁ)i’z,....

pretstavlja niz potpunuh kolidnika u primeni Buklidovog algoritma na
iracionalan broJ T ytieda je
de)

3:’ (‘é”i’ 5‘”_’) gy.ﬁl ‘.')' Y=0,4, 2, -

22 @ Iz obrasea {2 lsladuju neposredno poznate Lagrange—ove ng

granice za grasku aproksimacije razlomka % +Obrazac {9} ROZEmo

napisati u obliku nejednakosti

-1 1)
ly"‘%—-i _-< bra < Ay ~ P L17)
odakle je prema (%)
| -)-P(?Y"-?y < }V‘H < ./pr,) (12)
i najzad |
1 R * (79
< | 7| S g _ )

P P+ Jon)
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23, €6 Gred¥ke aproksimacije dva ma koja Slana nisa {1) - prema
obrascima (2¥/r) 1 §28/7) » vezana su jednom od relacija

lé_.él_'—_"-' s _ ,S,,I (20)

{ako je 5-¥Y> 4 neparan dbroj)

L ?1’;64” _ (24)
| Bbl = l 8"‘ My Ay

| ~ {ako je A~Y 2> 2 paran broj)
gde je 9y»s imenilae razlomka

"8 = (b, Bria, - 45)

Qv d
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112 REB‘APRQKSIEAGIJE RACIONALNIH PRIBLIZHIH vnnﬂnesmx

T S Qe AL - T ’"“'Pumw v T e T “" T J"'"* M-q-—-—g—-m-:'ﬂ-'-—""'“" e R T e

IRACIONALNIH BROJEVA _

P W_}-—w&mﬂ'—w

& Osnovni pojmovi

A4, Neka Je dat pozitivan 1raaicmalan broj
‘g—"" (éo)ei 6.’.) ) | (i)

_neka je niz njegovih glavnih pribliZfnih vrednosti

‘XP] V..".".';OJ.‘L,-?.;--'

>
i k
neka je o ._"!’.’_} B 4 (2)
, — 3&’ __ Ay 3’,2.
Tada je niz
| ‘lol")i)‘lﬂ.!"'}l.vj"' (8)
niz pozitivnih Nehth brojeva koji su awi veéi od 1,114 talnije ~prema
(4/r) - | '
A > 4+ i , Y=1,1,... ()
&
Ela.nevi nisza (3) mogu se Jaﬁ izraziti 1 u obliku (4Q/_1‘)
Y -~ 'X;H ~+ g,,, ( 5)
gde Je ' R
Ty = (@W—:) byra, 5#{-3, - ) @)
tJ

)-y:(grﬂ} gp-pg}- )-4—(0}@;:,6»1,...}81)_ (")Z)

Osim {toga ma koja dva &&lana niza (3) zadavaljavaau Jednu od redacija



4  Gns . 4 (8)

EN T gy
| {ako Je A-~Y » 4 neparan broj)
i - _ i L Qv Cﬁ)

{ axo je 4-Y > 2 paran broj)
gde je 9y4 imenilac razlomks

iﬂé —_— [élﬁ-.l.} ‘al’-j—s’ . 'y 'gﬂ]
wz 7,,,,,; ~ - , %ﬁ”” —1 j_ X
Prema O.Perrom-u [i‘i] definidpmo jod \noﬁula‘mn fﬁnkai ja
M(¥) kao |
M) = bom s A 42)
Y e OO |

Iz obrasca (_?) sleduje da Se vredmost funkecije M(S, ) Z8 Jedan iraoiw

onalan b:oj

3)-‘-'-"-" (&)6‘1){1) -.' 'J

biti komalna uvek i jedino kad su nepotpuni kolidniei gﬂ ogranideni

Sa Y —poo ,

- 2 Relaoclje 1madju ¢lanova niza l"’

25, U toku sledeéih izlaganja dokazademo na osnovu ebrazaea.
(8 ) 1 (9 ) da izmedju ma keja dva i ma koja tri ﬁla.na niza (3 ) pnsta—

Je odredjene relacije iz kojih sleduju mnogi poznati 1 neki novi re~
zaltati,

) Nexn je ™m-m > 1 neparan broj.Tada - prema (3) =~ J{m

i .,\.n zadovoljavaju relaciju
(&)

'}:‘)-—J\mc}m,n%—l—- —T:":O | @3)

su;prema—identifnosti—{—)ynule—toga—tri-




w» 30 w

Ao posmatramo tr_mau

(e(gt) iz' ./\ i_mt—i- M (’”’)
onda su,prema identilnosti (43),nule toga trinoma -
= ds)
i I
Im

= An e = g

Izraz =a 7":; moZemo napisati 1 u drugom obliku.Prema (5 ) je

762’ = Irin mey —+ jm“%::i e

8 kako je
Pun oot = G = Gomires

te prethodna jednakost postalje

. ’62_ ?u.,m -J:H. —t ?’"u‘h*ﬂ. | | (_4 G)
Irazi (‘5) 1 €1¢) pokazuju da je
4 <1 < 1ty
3
tavimo dﬁlh — ?hl“ 'a,:-t-g_ 4 ?hn‘ 4 (’1 ;)

pa je,prema (4“) i {10)
4 Cofm,u) == 0, | (4 3)

| 24 @ Posmatrajmo drugi slulaj,kad je, M—m » 2, paran broj.
Tada se relacija izmedju Awm 1 M ,prema (9 ),mo3s napisati u obliku

(—%)L—I— An Puain ;: — —%::— = 0 “3)

Ako posmatramo trinom | |

_ 4% ) + A (20)
L{/ (t) — —t— Ay ?,lu;u ‘ " _

onda su prema identiZnosti (79) njegove nule

=g
ty= = (g + 5

(a1)
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Izraz za t ,n8 isti nadin kao 1 u prvom sludaju,moZe se napisati

u obliku

1"1 - (?,u. " "Y;-H_ + ?m,’u-a.) (22)

pa,ako zadriimo oznaku O(m.-u datu jednakosdéu £47),anda je
V(=) = - (23

w Prema i“) i {23) woZemo iskazati atav
13: Ma koja dva é&lana niza {3) -’L-. i L (m < n)

vezana an_ralacijam-
M=m+4

w8

‘A'h. d‘hm ‘A’M.

O = Gorm Jrss = G

Ako stavimo. m=Y—-4 ;m =Y  onda je Kpy,y= '3;,.,

= Gum (A)

gde Je

pa sleduje | o
Posledioca stava 13: Ma koja dva uzastopna ¢lana niza

(3) Awz 4 Av  vezana su relacijom

27

ko&du _(4‘!) moZemo igvesti tri nejednakosti iz koj_ih aleduju posnati
rezultati Vahlen-a [58] i Meorimota [2 2,] .
a)kao 8to je naglaleno,uvek Je
< 4 <%
8to zmaéli da je
@) < 0.
Ako pri tome -umemofda je m=Y-4 , m=V onda prema (/9) aleduje zaklju-
Sak: o
| Ma koja dve uzastopna &lama niza {3): Ay 4 -f\v za.dow

voljavaju néjednakoat

4 L4 (24)
Ay-4i Bl Ay




we 321-&

I1s #ve nejednakosti pre 3rega.di:oktnp sleduje poznati
Vahlen~-ov stavida od dva uzastaépna Zlana niza (3) bar jedmm mora biti

7&61 od 2. |
b) Heka sw ®,n 1 a prirodni hrajevi,takvi da Je
m-m > 1 neparan broj, 6—11:?;, 4  neparan broj,

pa stavimo

odakle Jje identiékl

"
't’.- In
s poito je prema (45) | (46)
¢ <t <t
onda Je
¢ (t) <0

pa 3laduja zakljuéa |
Ha keja dva élana niga (3) -’Lh ; 8 -'Ln ,takvm da Jje n-m> <

neparan bra; gadovol javaju nejednakost

_j""b - C}u.«§ | PN (25)
vl S -

gde je A~m 1 neparan broj.
c) Ako je m~4>% 1 neparan broj, m-m > 41  neparan
broj,a izraz za % trinoma ¢ () napiemo u obliku
fatia =
| | ™ Dy }vnq-a."l‘ %4:{.,%}"1 | %m N -+ %41.;1\.

gde Je

é—tf-z (6’%&1-&-1,@%,@%-1,' - 'sé’-))

pa stavimo

Y | I | ey :
-'é - - 9'31"\
!

onda je



- 33 =

pa aladu;]a zakl judai
Na koja dva &élana niza (3) -’L\ J'“ takva da je

weparan Grref
Mm—w > 4 /Sadovoljavaju naaednakoat
i"slm _ + ___26_‘:‘__. < 9“'" ) | | C-Qé)
?)o‘n dL'h, ?'!um m

gle je M™-4%3y4 neparan broj.
Iz nejednakosti {25) i | ('-2-6) direktnoe sledujun poznata'

May (4w, "L“) ?«.?;:m - C}m.;%;:. B

najednakeati

Q1w -+ Goun )
Juaud (lu. An) > ‘}hk %m D m Gy

koje Je ;]a'panaki matematidar S.Morimoto [2-2] izveo geometriskim
putem, P | |
Iz nejednakoati 2Y),(26) 1 {16) sleduju jo¥ mnogi rezulw
tati koje su drugim putem izveli l.}E'u;j—:I.\vl_ra.J:--g.,_t S.Morimote i drugi
(3.P.Koksma [16] stavovi 8 i 22,str.27-35;5.Morimoto [22] ).
23 @) Posmatrajmo tri &lana niza {3): ‘/Lﬂ-'\. s A i -;Ls takva
da Jje |
M=—"v >4  neparan broj, 4—n > 4 neparan broj.

Tada,prema pbrascu (§ ) vrede ralaai;e

% «l%af-*-—,r'—o (27)

d | |
gde de o w= 2

a oaim toga je

| — 4, (2fa
%;u w — 9’“'6 r T gw'é )
Eliminaciju keolidina t i & iz relasija {(2f) 1 (2fa) mo%emo 1zvrsiti
na dva nadina.Ako £ iz trefe Jednakosti zamenimo u prvej pP& R dobiw
Fexajixiadnxkaxy Jeno} Jjednakostl zamenimo uw iz druge



b A
,LL —_— "'"f'z':" 'A'M. a"i’b “Ilr& )

onda se dobija.
2 - \/ 4 28
| | ?:{': — AM i—— ?‘Ium ?Mtpb %.4 i — %?I_é _A_“ lé ( )

Ako w1z trede jednakoati zamenimo u drugej,pa u dobijeno] Jednakoati

zamenimo 1E im prvet

t== (J\uqu.a—\b«%n ““ )

onda se dobija ;
i:.-& e 23'*-4‘ _%:——— %m ?ﬂ-;«s Q-uw.» v :[_ —- —-—TI“ ( '29)
JJS A %‘"’“ "

Poito su jednakoati {28)3(29),identilne jednakosti ,1 leve strane mow
raju biti pozitivne,fto znaéi da je zadavolgena.najednakpat
3
’ e o R ()

i

As Awm

(m-m> 4 neparno, 4~n> 4 neparno)

keju demo iakariatiti ne3to doenije.
Koristeéi koju bile od jednakosti (xs) 114 (29),posla |

kvadriranja i sredjivanja dolazimo do jednakosti

- zu 2 :2 .}um . 2 L
G TR TN

Na slidan nalin dokazuju se analogne relacije =za sludlajeve kad 3% su

M= ™ i ="M ohoje parni ili jedno neparnc a drugo parno,pa mo-
Zemo iskazati | - |
Stav 14t Ma koja tri &lana niza (3)3'im~, *Au i “Lé

vezana su relacijom

Ko As

. -l | A=n-4d
gde je 81 -— ("‘ij“ ) 82,= (-i)

2 . .
( 3%16 +£:L ?"Mb - E %“h ) E_;S;, l\'\/\h;é UL — ?:m’h ?’:Iﬁ CZ}",& (B)



AXo je m=Y-1, m=Y. , A=Y+i onda sleduje:
Ponledioa stava l4s Ma koja iri uzastopna &lana niza Ay

vezana su relaclijom

2 [ | 2
&v 1 _ i — = é ('B-*)
(——-—"'* —+ -\.v- L + J\v-i-.d. AH AY—I—L ke |

Iz relacije £B:) moZemo izvesti jednu nejednakost.Napi-

e i i o L T -

Fd 2 0

Aves Ay

Simo tu ralaai‘u u obliku)pa zanemarimo poalednji ¢lan leve strane

.._——rﬁ‘"'ﬂ

L . ‘{\\A,, g (ZB,,)

Av-q /\?_-l-.t

Iz ove nejednakosti,na primer,sleduje posnati rezultat koji je na
drugi naéin izveo Qbreskov [2-5 ] da je

-Max ("IH: J-V; )"’H> /\[8¥:H+ L{j

29. % Jednakost {B)noiema pre avega koriatiti da dokaZemo
poznati stav. o
Axo su J\m N -Au. i /Ls tri &lana niza £3),takva da

je M-wm>1 meparan broj, 4—m> 41 neparan broj,onda Je

2 L
\M A—h A-\L‘ A \/-(%‘3""2‘“154'?”:1{ (31
i ( > ?kaé i'm 49’“‘:“ ?;'.{, )
Dokazs Smenimo u relaciji (B)
1 A i _ ' 32
praii i vl e )

pa spamatrajme W kao funkeiju od 4 i V

W = -?/—i—v- { ?"Ié “im.ﬂf"“%v& %m\/?md‘A—Z{uV’ - (33)
™D

Ako u jednakosti {33) stavimo da su « v i W medjusobno jedna-

ki,onda je njihova zajednifka vrednost jednaka izrazu koji stoji na



= 36 - -
desn®) stranl nejednakosti (31)¢Praia tome da bismo dokazall gejednakat
(34) dovoljno je pokaszati da .;l'e'_ odw <o kad eu olu % olvr pozitim,'
Radi toga nalazimo 'paraijalne izvode ,a:: i g—:’— s X0j1l s8e - prema

{%3) ~ mogu napisti u oblika

R GV

dw _ Iomis ( —— _ )
ra “w - ‘;"’b i,‘.‘lé w —+ ?:‘Hlé W -+ ?!"‘hh v

| Y |
OwW 9;;?1. ( - ‘2' i"‘ré S | ﬂ__)
— T — - 1 d
‘B v ittyb ?/:hb W =+ 2:1‘3 W—l- %‘r‘h v

Prema ne jednakosti €90) ,kad se uzme u obszir smena -ﬁéZ},i-srazi u zagras-
dama su pozitival,8t0 snadl da. su poanatrani parcijalni lzvodi negative
nl.Pime je prethodni stav dokaszan,. .

) Taj stav su dokazali 1925 ge.na &rugi naéin w ne izvodedi
relaciju {(B) ~ japanski matematidari Morimoto {Fukasawa) [12] i
Pujiwara [9] _.. '
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IV. Ured jen i kompleks i prirodnih

b r eva 1 rad 8sa nijima

30. U sledeéim cdéijeima 0vog rada upotrebljavadéemo nekoliko
ve¢ poznatih simbola, a veddemo i nove, kao i tri operacije sa tim
simbolimae. Uvodjenje ovih opeéraci ja opravdaéeme njihavam neposrednom
primenom. ’

Osim veé upotrebljenog simbola za pravilan veriZni razlomak
(f#; 34, 4,4,.- 'y ‘gn Y, upotrebljavademo isto tako poznati simbol[en 5: ’ 0 5#]
- Za Eular-cvu funkel ju definisanu jednadinom | - i

_ Lboby baro 0] (1)
(6, br, e"/"” 3.,,,).- [6, 4., on]

. Osnovne osobine ove funkcije su

Fe]= by [be &3= bt 1, | B
[Bof, by @) = o [, ber ]+ [f080, 0 b))

_[‘*‘J 6’) e-i:‘“) g""; 'e'“']'-_"-[_ﬁ“‘e“'.‘*”'s'e”&‘]‘. CB)

31. Prema Frobenius-a stj s Jedan uredjeni kompleks velidina
111 simbola X%1%3...0m -oznalicemo jednim velikim latinskim slovom

A=adyay...m .

U nasSem sludaju su 4,0y, ..., Qm nepotpuni kolisnici veriZhog razlomka

- dakle prirodni brojevi.

Ako Je dalje

B e\(ai. e-’a 'g"'-J

onda Jje

o a %u,.»..aﬁﬂéﬁ

Za ove simbole ne vaZi kamutativni zakon, ali vazZi asocijatiwvni
{as}c = Afect -
Prema tome jednaznaéno Je odredjen amiaao stepena

\.rq thi.‘n
w
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kao i izraza ' | P

A%ste™ .

Isto tako, ako Je X Jedna jedina velilina = broj i11i simbol - tada

‘édemo kompleks a.a...*:. obaleﬁavati 88 {G-"S o ili = ako je izbegnu-

ta asvaka zabm - 88 a.k-.
Ako uvedemo pojam vakantnog kompleksa koJji éemo oznaditi sa

N s, onda je | -
Fi °='V' a,o :V :

)

32, Definisaéemo tri operacije koje mogu biti izvriene na
Jednom ured jenom kompleksu : o o

ﬂ:md;...ah‘q%'

To su: __ |
a) izostavljanie poslednjeg'élana
| A a(a.g, Q'N-I ).

b) inverzija
A = QG Omq--- X

c) promena parnosti broja &lanova | ‘
* o > Qwmy+ 1 | aaee g Am=4
=0Q, ... Qm.. <
Fi ai'a'l" . 2 Q,..,..,a..‘“ii Mo/-;, Bhee > X
Kao 8to se vidi uvedene operacije nisu medju sobom komutativrne.
Zato im utvrﬂjujeme red vréen;la

Neka operacija promene parnosti broja &lanova { A fbude ngj=
viseg reds, niZeg od nje operacija inverszi je {9} s A& najnizeg reda
operacija izostavljanja poalednjeg ¢lana {ﬁ*}

Prema tome:

H‘:am%-‘---a&;

F\* Pl — R . Qa4
— i O3 a\\'l/

Cm-2, :
g*)"’ ey @ . A= <
_ Rt 3\30\‘-:_ & a"‘_i'
) qﬂu-f"'i SNa— Ciman 2 Q‘“__a .. Qy Ay,

..B-. _-J_Q...iam-i
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0d uvedenih operacija u veé citiranom ¢lsnku Probenius-a
détinisana je samo operaeci ja inverzije ured jenog kompleksa.
| 33. Prema definiciji uvedenlh operacija i definmieiji i osobina-
ma simbola (o bt - .. én ) 4 [&, G- ﬁij s sleduju ove osnovne identidne
Jednakostis - o |

Voqal=a e A

ti. Ooperaciie inverzi e 1 promene parnosti broja %lanova onistavaju
game sebe. » o - Q'B'C.} ‘—cB A }

) (AY)=(R) , (ABYH)=(AB),

d

) | |
_ e
[A]=[A]  [A*]=[R], [A"]=[A"]=[A].
Izostavlijanje prvog "élm Jednog uredjenog koﬁpleksa
Az a ... Qm
moZe se oznaliti zﬁhvaljnjuéi obrascu (3):
[%“s---%]=[%%-1--’a3..‘11]—- 24,

PSSR ) B PO ) R 0
. [2] [A]
Kako je (&)= a , moZemo pisati
| [V] =14 . '
Isto tako, kako je (V):.-.%- y MoZemo, prema obraaeu (4) pisati
[\2"1.:-_0 | o
Erema definieiji operacije promene parnosti brojalélanova mo?emo pisati
' . aV*=a-1 4 |, AV*= A%

)

34. Rekurentni obrazac (R) moZem6 sad napisati u obliku
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a iteracijom ovog obraseca dolazimo de'apétijeg, poznatog rekurentnog
obrasca (Probenius [é] ) | | |
(G)

[A&]=[RI[B]+[A]] 817,

Poznati obrazac o razlici dve uzastopne glavne pribliZne
vrednostl, moZe se pomoéu uvedenih simbola napisati u obliku

ey
(aR)~ (aR) = To37a7

gde je ‘M broj ¢lanova kompleksa A }. Hepoarednom primenom ovog
obrasca i obrasca (6) dolazi se do tako isto poznatog obrasca

[BY &
o (aRBy- (aR) = ) s 7)
o ' -4y™
ok B) ~ (o) = - ' . (%)
LaR B) ‘ {m-.-zm}m’-

| gde je -~  prirodan broj, A i -E’ ured jeni kompleksi prirodnih
‘brojeva, a ‘™M  broj &lanova kompleksaa A . U obrascu () kompleks
P moZe imati i1 neogranifenc mnogo ¥lanova.

35, Iz prethodnih obrazaca sleduju dva korisna obrasca.

a) [av] =[R]-[A'] | (9)
gde je 4 ma koji uredjeni kompleks prirodnih brojeva. | |
Dokaz: Ako se kompleks H -zavriava ¢lanom veéim od jedinice,

onda je | % | - )
A=B86,A =B 6-4 4 . gde Jo B =22,
pe e [A%) =[Rr6] —[R] £ . ra%] =[p1-IA].
Ako je poslednji &lan kompleksa A jedinica, onda je

H:.B*@i_ ;,'Q*’: 8 6+4 . gde je .-g:;,i/
pa Jje [A)=[R6]+[P] 63 [A) = [A'] +[A%]
Prema tomebz; ot;-aﬁajlt}é:‘]gcgrefi[;bgja?;c é‘.‘iz‘: [ BIJ[E 'T o)

Zde su R' B 1 C nma koji uredjent }:omplei:ai prirodnih brojeva, a
M  broj &lanova kompleksa B . e - : -
Dokaz: Prema obrascu (6) Je

[apc]=[anr]lc] +[HBJ[_’]
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'|

a primenom obrasca (;) dobi ja ase | i
| _ m+4 [H J
(B RY- (B)= ) TaTe)
Eliminacijom kolidine [ AB'J 1z prethodnih jednadina dobija se obrazac
(40) : L L - .
Ako stavimo

lv—-[‘qféﬁ "] s veeta,. (1)

gde je 8— ‘prirodan broj, a A i B ured jeni komplgksi prirodnih
brojeva, onda se primenom obrasca (f0) - kad se u njemu H gsmeni sa
F]{&B}M'e 1 stavi C=6BD - neposredno dobija poznati rekurentni

obrazac

' < 4
Xy = @ ¥y = (=4) Xy-a (12)

gde Je (13)

o= [68] + [B]

a A broj &lanova periode 65 |
36. Ako Je A=A onda Je uredjeni ]mmpleks A gimetridan
pa ga oObeleZavamo sa 5 s Bl SR '

S:_s_.-":. c‘cz.-...c;_q ‘

Simetridni kompleksi sa parnim odnoano neparnim brajem ¢lanova mogu se
napiaati u obliku |

)Szlc,:CC ) Szk*1=Cc._c;,

gde je C ma kojl uredjeni kompleks prirodnih brojeva, a _€ priro-
dan broj. Neposrednom primenom obrasca (6) sleduju poznati obrasci

[S2e] = [CL] = fc3:f+ [c']* -- (1Y)
ESsz:[CQQ_]:—.[C]{[Cr_,]—l—fcq} *(15)

(Perron [‘?J y 8tr. 34-37). |
37. Kao primenu uvedenih aimbcla i operacija dokaﬁimo i tri
korisne identidénosti. S SICTER
Stav 15: Ako su A 1 B uredjeni kompleksi prirodnikh
brojeva i to A konadlan, a B -vakan-tan,.-konaéan‘_ili beskonaéan,
onda uvek vredi identinost ; )

st o ntB) = . (_4@)
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Dokaz: Bilo da ase kpmpleks' A zavriava jedinicbm 11i &lanom"
veéim od 1, izraz na levo] stranl navedene identidnosti svodi se na oblik

(61 a-1 C)+(0al) . - (17)

gde je QA2 prirodan broj, a C uredjeni kompleks prirodnih bro-
jeva, Podto izraz (/%) ima uvek vrednost 1, identidnost je dokazana.
Pri tome nema nikakve razlike da 1li je kompleks B vakantan, kanaéan

111 beskonalan.

Stav_16: Ako je - prirodan broj, a F? ma koji konaéni
- uredjeni kompleks prirodnih brojeva, vrede ldentilnosti
a)  (0AfaA] >-—-(M{a&})---<w>-—fﬁﬂ) o
gde je Y  nula ili prirodan broj; < | )
8)  (0Fa)— (0Ra)= (oA)— (6A) . d49)

Dokaz: Ako identidnost. (14) n’apiée’:_no u obliku
(08fanl") — (68) = (0A{al}) — (o),

Pa na obe strane primemimo obrazac (?), ona postaje olevidna. Identilnost
(19) je granidni sludaj iden‘tiénesti (13). Tdentitnost (4¥) vredi ma ko-
liko veliki bio prirodan brej Y , a poéto kad ¥—»eo izrazi

( oA {an}” ) 1 (0R {eBR} ) teze konadnim i odredjenim granicama

( 0Aa ) i (0.&“ ) onda vredi i identi&nost (49). Interesantno je na-
pomenuti da iz identinosti (49) neposrednc proizilazi poznati stav
Galois (Perron [#] 'y 8dr. 83, Satz 6) o inverzno;} periedi &isto perio~
diénog veriiZnog razlomka, - - | - -
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Vo T a & ke nagamilavanja nizgs "l"" éisto_
periodiénog veriﬁn@g "razlomka -

'38; Neka je &isto periodidan veriini rézlﬂmak
0= (& 23... %) - (1)

Tada se odgovarajuéi niz Aw (M=0,4,2,... ) moZe razdvojiti na <3
delimié_nih- nizova : )

Jlké-}-?

Svaki od ovih nizova ima samo po_Jednu tadku nagamilavanja, Jer svako

-llca-w (Y=¢,4,2 1220, %=41) za kK ~» 00 te3i k\pménoj 1 odredjencoj graniei
o= Bim Ricwsy = (yrr -0 By 0) + (0 B Ay G5 o)

VIe,4,2,...,4~4
{k"t‘?}i 1 .-

- {(Perron [9] str. - )+ Prema tome niz JLh. jednog périodiénos veri-
2nog razlomka moZe imati najvide A  tadaka naéomilhvan;ja (Mo, M, -r,j“ﬁ-f -
Parron [9] z8 (\w daje i12raz | S
VD (2)
HPM’ - [Ma. Ay &y... q“’]

gde Je D diskriminanta razlomka '(l).
Radi kratkodée ubudude éemo pisati:

M=(w{(a»ﬁa~+4 %04-%)}

39. Dve tafke nagomilavanja niza < &isto periodiZnog
veriZinog razlomka mogu se poklapati. 0 tome govori
| Stav 11 Jednakost

(\,,{(q,gaa)} p{(ﬁBﬂ-ﬂ)\ ' (3)

gde su & 3} A prirodni brojevi, a A i | B uredjeni
komplekal prirednih brojeva, biée zadovoljena onda i samo onda
kad je zadovaljen uslov

(q,m...(on)”_. cas)—cw) (k)

Dokaz: Da bi bila zadovoljena jednakost (3) - prema obrascu
(2) - potrebno Je i dovaljno da imenioci perioda afléB 1 5’3049 budu

dednail, 3. 2887 = [BaA]

Ovua jednakost - prema relurentnom obrascu ( o/ ‘_? ) moZemo mapisati u
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obliku A7 Tes) +[R'J[BJ=[BJ [a«ﬂJ-b-[b'J[‘q]

odakle se deobom sa [QJ[BJ dobija__’ualov ([,)’ pa je stav 17 dokazan.
Hapomena: Iz stava 17 sleduje da je uvek -

[u,{ (a.--Sd.Sg)} = {‘4{(“31“5)} | (5)

gde su /S i 5.1. vakantni, jedneélani il aimetriéni kompleksi pri-
40. Posmatrajmo éiato _periodican verizni razlomak

= (aR)Y o (¢)
gde je A prirodan broj,_ a A uredjeni kompleks prirodnih brojevé
sa -1 &lanova., Tada je, prema obrascu (2):

{(Z"m} = \/{cam +(08) P+ ( .."[:J,_ . (%)

Izraz  (oR) +(48) igra osnovau ulogu i desto se ;lavlja u nasim daljim
iapitivanjima, pa zato uvedimo za njega posebnu oznaku |

3(9) (aAY 4 (0B o | (&)

=3

U pogledu yrednosti i oblika funkei;e g (8) dokazademo neko-

1iko stavova, | ,
Stav 18: Uvek se moZe odrediti éisto periodifan veriZni razlo-

mek & , da odgovarajuda vredno_s't- funked je 3 (4) bude ma koji -
unapred daii pozitivan rdcionalan broj. :
Dokaz: Punkecijh 9 (&) mo¥e se dati i drugi oblik. Iz identi&no-

ati (i‘é_v) sleduje (#])=4 - (03*), pa izraz (&) postaje
3(9)-.-.-_ a+1 -+ (6A)— (0R™). | (9

Da bismo dokazali stav// doveljno je da dokaZemo da se uvek moZe odrediti
kompleks Q* y tako da bude zadovoljena jednakost =

(0A™) — (0AYy = = (10)

ma kojli pravi razlomak. Radi toga atavimo

(A*) "‘i ) CQ”))““L

313

gde Je

pa jednakost (40) postaje
{

- o=p'_ m

n

% =

omdede )
‘l

:':m ]
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| gde je X pﬁredan broj -~ za;]ed.r;iéki 'faktér' igraza f;"'fb' i //D .
Kad se 4"— i i iz jednadina (/1) gzamene u jednakosti
| | | =4
- P9 - P9 = E o , €=%4,
. ] ' : .
ona postaje ) _ AL HE | 42)
Mg —-mp =g )

| 2 - |
3to znali da jJe /fa' -+ & deljivo sa X « Neka je naprimer

o = FZ__I_ £ | | d3)
Ako je u tom slu&aju | E |
%: (B) (sa parnim brojem Zlanova)

onda je jedno redenje )

gii
a iz# jednadina (713) i (#) dobijaju se odgovarajuéa re%enja za P 1
9. « Kako je iz Jjedna¥ina (44) 1 (13) uvek p>p"' , 9>9’ znadi da je

svako na ovaj nadin dobijeno reSenje zadpvoljavajuée, pa je.stav 18. do-
kazan. Kao 3to se iz toka dokaza vidi, navedeno redSenje je samo jedno

od mnogih.

— (B’> )

41, Iz oblika (T ) funkei je 5'59) " sleduje B - .
Stav 19. DPa bi funkeija ¢ (f) imala celobrojnu vrednost, po-
trebno je i dovoljno da periodiéni veri#ni razlomak ¢ ima oblik

9 caﬁ#) | o ., C’”’)

gde je A prirodan bro}, a ;{ ma koji simetriéni kompleks pri-

rodnih brojeva., Tada je () =+ L.
Dokaz: Razlika (O&R) — (eA )kaja figuride u izrazu (9) je po

apsalﬁtnej vrednosti manja od 1, pa ée g (®) imati celobrojau vrednost
onda i samo onda; akom Jjs ’

(M)—C"".ﬁ*)-"zo S &uj I (A) = (R*) .

a to ée biti samo kad je »
| | o H*.-: A

o znadi da je u posmatranom sluaju uredjeni kompleks A" simetridan
A™ = s odakle jJe A=A .

te Je stav-lg.'dokazan.
Napomena 1=-Ako Je
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S* 3
i onda Je g(&;)'—a-l-i jer je kompleks f S’ simetridan,
Napomena 2: Dvoé&lane periode navedene osobine dobi jamo kad u

razlomku (1Y) stavimo S=V 113 S72% | ®ako sed obijaju jedina
dva takva dvoélans éisto periodidna razlomka .
(a-4, 4) g (Q,L) as)

Troflanu periodu iste osobine dobi jamo ako stavimo da ;]e .S é +4 s 8de
je 6— priredan broj: Dobija se razlemak

CQ} Ji)' ‘ {?6)
42, Stav 19. daje moguénost formiranja nizova Zisto periodiénilh
veriinih razlomaka 6 za koje funkcija ¢ (€) ima iastu celobrojnu

vrednost. To isto se moZe postidéi i za oatale racionalne vrednostiﬁ omodéu -
slededeg stava. |

~ Stav 203 Ako su o i & priredni brojevi, a fl ma
koji uredjeni kompleks prirodnih brojeva, cnda Fe.niz periodiZnih

rasionaka op= (@A 6AYY | v=os1,...  (1F)

funkcija ¢ () ima stalnu vrednost, nezavisnu od ¥ :
jf(ar)=fﬂL+i-*'(&9)'*'(ofi)) YVae,4,2

Dokaz: Prema definiciji funkeije ¢ (6) biée
g (ov)=a+ (6A*{6AT") + (0]AG}"AT),

(o{rE}"A™) = (oA {6AY),

- W @

*

Kako je

a prema identiZnosti (16/17)
(on*{“} y=4— (03 {“3 ) )
izraz 3 (e¥) dgbija oblilk

g(ey)__a.+i+ (09{“‘1] )_(ogicﬂ}

1 najzad -~ prema identidnosti €48f13_’) - oblik
g ()= ati-r (+A) = (2),

- te je stav 20, dokazan.
43, Izrazu 3 (9) moZe se dati ;joé jedan oblik. Heka je
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gde su & i G prirodni brajevi, a A i B ured jeni kompleksi
prirodnih brojeva. { R ga m B sa M ¢lanova). Tada je

Jedno zsa dz;lg(iglll) =¢+(0H6 3)_‘_(3_@3_&):: |
= (ah) +(0B)+{(0n88) - (M) + Jo & 68) = (BT

Kad prva dva razlomka izrazimo Euler-ovom funkei jom [ C] s 8 na zagrade
primenimo obrazae (#/1¥), pa sve svedemo na zajedni¥ki imenilac, gf8)do-

bija oblik _ [ALB][BaA] + (W [A] %)™ [B]* .
g{@mt = U9

44, 1z obrasca (19) sleduje
.ia_""_a_l.t Jednakost fﬂ'ﬁB] +(,-.£)“[H'J _p(-i)h [sz_, . CM)
gtamnt =

gde su & 4 8’ prirodni brojevi, A 1 B uredjeni kompleks:
prirodnih brojeva ( A sa M™m - P  ga M &lamova), bide za=
dovoljena onda i samo onda akc je L |

@ = @) )

Da b1 u tom sludaju prirodni birojevi [H] i [BJ bili uzajamno
prostli Eotrabno ;]e da komplekai A i -E) budu simetriéni i da
Je A= & . | |
- Dokaz: Prvi deo stava 2]. proizilazi neposredno iz stava 17. 1
obrasca (19). Zatim, prema stavu 17., uslov {21) zahteva ispunjenje uslo-
va (4) kojl se moZe napisati u obliku

o [a] . [B1-IB]
> L"JTFT"‘ =&+ T 22

Da bi u tom sludaju ﬁrire‘dni brojevi [‘4] i [3] bili uzajamno prosti,
potrebno je da brojioci razlomaka u Jednadini (22) budu jednaki nuli, tj.

a tada Jje 1 a = ° Iz.jednakoati (232 - deobom sa [HJ odnosno [BJ -
dobi ja ae:l (R)= (.B.) SR e (B)”: (_E,.), :

5%0 znafi da su kompleksi A 1 P  simetridni. Time je stav 21, doka-



— hs—

Vl Cela redenja jednadine W +(-4) V'+ (1) W xuvw.,
(20 /8 ) P —
.Obrazac (I5£EEL) iz stava J daje nam moguénost da dodjemo do

celih redenja Diofantove jednadine - 2 A
. — v W
WEA (AU (L) W=’ )
gde su & , ™M 1 ™ prirodni brojevi.Da bismo dobili jedan skup ovih re-
3enja dovoljno Jje odrediti tz}av gisto periodidni veriZni razlomak ¢ koji
(4/¥)

zadovoljava stav4§-i uslov (EK).Radi toga posmatrajmo razlomak

0= (aA é56A") | (2)
gde su & 1 © prirodni brojevi, A uredjeni kompleks prirodnih brojeva,
a /S’ simetriéni kompleks istih bréjeva.Kako je kompleks _ﬂ @56 ﬁ sime~
tridan to je,prema stavuiq : 9{9):(2.-!—1 «Da bl se na ¢ (6) mogao pri-
meniti obrazac ((zg“;)- prema atavovim.aJ i g ~potrebno Jje i dovoljno da

bude zadovoljen uslov

a + (0R)—(0A) = B+ (086R)— (0A™65) (3)
Valja naglasiti da su razlomkom (2) obuhvaéeni svi €isto periodidni veriizn
razlomei (izuzimajuél samo njih nekoliko sa pet i manje &lanova) koji za-
dovoljavaju oba navedena uslova,tj.koji daju cela refenja jednadine (1).
ll‘.ﬁ.U pogledu vrednosti prirodnih brojeva & | ¢ s Prema uslo-
vu (3),moguéa su samo tri sluéaja: b=a-1 . é=a-+1 , b=a .U pr-

(16/1V)
vom slucaju Jednadina (3) - prema identilnosti (====) - svodi se na oblil

2 —(088R)<(0R)= (0R85)— (6R),

$t0 Je nemogude, jer je uvek
1— (0R)> (0R ¢S)~(oB).
U drugom sludaju jédnaéina (3) na isti nadin postaje
(054 A)+(0R) = (@)-—_— (Gﬂ’@s))

Sto je isto tako nemogude, jer je uvek

_ (oR) > (OR) — (6R 65) .
Zato ostaje jedino sluéaj kad je az?d ¢

21.Kad je @=0 razlomak (2) ima oblik v)
0= (aRaSa A%) |



— &9 - (é/iv)

a Jednaéina (3),kad se u njo} stavi o= i - prema identilnosti (X5Z2T)-
" 0pT H)=4-(0Raf), (08aR)= 1= (0£eR)

dobija oblik (os*a.ﬁ)-—-wﬁ) (oﬂmﬁ)—-(o‘ﬁ) _ (5)

Neka su prirodan broj X 4 kompleks '5 dati,pa je u Jjedna

naéini (%) jedina nepoznat a kompleks i__,_ U tom slu&aju gednaéina (5) je u
stvari Jedna Diufantova- jednactina drugog s'tepena s8a nepoznatama [ﬁ] i [ﬁ’,,,
Ali,mi demo jednﬁéinu (5) re3iti direktno,ne prevodeéi je na algebarski
oblik Biofantove Jédnaéine drugog atepena.:laka je razlomak _(Dﬁ) jedna
glavna priblizna frednost ;t'aalamka (OHqS) y 1o se moze plekivati;po sklo-

pu jednaZine (5),da je 1 (6A) jedna glavna priblina vrednost razlomka

(O’S ) .Da bl to bilo potrebno je i dovoljno dxxkude - prema pozna-
ten Legendre-"ovom 4 uslovu = da bude 4
¥* < -
(6 $’aR -CO'Q)( rn'Jj_ 2
| ) {a+ &5 (A

tj.prema jednadini (5): | |
| (a3)+(0R)> (1 A),

a ova nejednakopst jJje zadovoljena za svako OL 22 yCime Je nada pretjostaw:
ka potvrdjena,
hY 2=2.8a osnovu toga moZemo dokazati

_E?-F_Q_Kad su u jeﬂnaéini
(08” ah)~— —(0A) = (MCLS)—-(M) (5)

poznati prirodan broj @G- 1 simetriéni kompleks prirodnih brojeva

,5 8 uredjeni kompleka A nepoznat,onda svakom paru uredjenih kom-

pleksa R 1 QO "koji zadovoljavaju uslove (6)
S = R Q¥ y [RoR'] = [R&]
odgovara jedan niz reSenja jednaline (5): . (;)

R‘,:{_S_*a}v_@,_ ) = 0,4,2,-
Tako dobijena reSenja su jedina reSenja jednadine (5).
DokazsiPosdto je razlomak (9A) jedna glavna pribliZni vrednos
razloﬁika (0§*¢9> ,onda se kompleks A poklapa sa podetnim delom kom-
,5": RQ

pleksa ..S... a A .Prema tome sako stavimo da jJje sonda smemo pret-

postavwiti da Je jedno reéehje jadnaﬁine (5): H-"'.@. eZamenom u jednalini
(5) dobija se uslov (6).U stvari kad je zadovoljen taj uslov, jednadina (95)

ima niz refenja (7),jer se zamenom kompleksa Rv ydatog obrascem (7),u
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-jfeanaéini_ (5),dobija uvek uslov (6)_,ma- koliki bio prirodun bro] Y .
lif. .1z niza -komplakaa Jf],, ydatog obfascem (7) proizilazi niz |

razlomaka oblika(4): —_— o %
‘ 5;)'.:. (O.gva- S-CL R'P) ) Y o0,4,2,... (8)
N 1
1z ovog niza razlomaka sleduje dalje - premz stavu § - jedan niz skupova:
uy= [Ava Sa Av] | vw=[A], wy= [Sa Ay] (9)
vy O
celih reéenja Jednadéine (10)

wk + (-_1_)"‘- .-U-"- + (-1)“\#1 = (a+LyunVv W
| ¥*
gde su ™M 1 M brojevi Clanova kompleksa Ay 4 _Sﬁ'qv .U pogledu ni-
za relenja (9) dokazadenmo:

% S 1 &
Sta¥ F: Svakom paru uredjenih kompleksa 1 (sa A

22
i 9 Elanova) koji gadovoljavaju uslove stava &,odgovara jedan niz

skupova W, Vv Wy (¥=z=0,4)2,--- ) celih refenja jedne od jednadina
wrtdvtawltl= (ati)uvw ()
kb= Ut-Wwls (a+nyuvw (D)
U:I'i "U"":i:wt': (¢+i)uv w (g)

i to: | | | |
a) jednagine (I),ako su 4 i 9 oboje parni;

b) Jednadine (II),ako je 4 parno,a ¢ neparno;
¢) jednadine (III), ako je -5 neparno.

Za niz prirodnih brojeva Vy vrede relaqijé
Vy = [R{a8"] | veo,a,... @1)

Uy = (a+) [8]%y — 1) Ve, | ¥=2,3,... @)

Qdgovarajude vrednoati Wy i Wy gvode se na Yy i Viy obrascima

- R At
Yy, +1)° U

Ako su Vo i Vi wuzajamno prosti,onda su uzajamno prosti
ima koji Wy , Vv § W (VY=o,i,2;... ),
DokaziKako su M 1 M u jednaé&ini (10) brojevi &lanova kom-
pleksa Ay i S“p‘:- sonda,prema obrascu (7) sledmje da Je:

—

M iste parnosthd sa Y4-+¢.

M iste parnosti sa (V#)4+ 9.
23
Odatle, prostim rezonovanjem,sleduje prvi deo stava F.Obrazac (11) proizi-

lazi iz ?Eﬁﬁgfa {7) 1 drugog od obrazaca (9).Na osnovu obrasca (11),a prems
WV
o?ra}sc)u (32523) proizilazi rekurentni obrazac (12).U nﬁmu je,pé’?%a obrascu
13 /% ") v) (g/v)
(=) €= [aS]+[5%] ,5t0 se,prema obrascima (ZZEI) i (E3I) moZe



napiaati u obliku §’=(“-""-"‘)[5-] .Prvi od obrazaca (13) doté’i;j/%jfse kaid mg na
| o/ .
izraz v dat prvim od obrazaca (9) primenimo obrazac (FH):

[8][Ara Sa AT = [Sah]*+ (-2)* [H]7

Drugi od obrazaca (13) sleduje neposredno iz obrasca (7) 1 tredeg od obra-
| | - 23 |

zaca (9).Da biamo dokazalil pcsiednji deo stava ¥ dovoljno je da posma'tra-

mo obrasce (12) 1 (13).Ak0 su Ve i Vi wuzajamno prosti,cmda_su - premsa
obrascu (12) - uza jamno proati" i ma koja dva uzastopna Vy i Vs .8 na
osnovu obrasca (13) 1 ma koji trio W , Yy 1 Wy
L(Q.a.Posmatrajmd séd uslove (6) i oblik najmanjeg resenjsa 9=.§Q_
Jedﬁaéine (5).U tom pogledu dokazademo prvo
Stav 23": Ma kakvi billi dati prirodan bro‘j' & i simetridni

kpmpleks prirodnih brojeva Is y Jednadina
(08%a R) — (0A) = (oA aB)— (08)

H?EK ima niz regenjaﬁ,,:"—- {S*m}yé_* L ¥=e, 4,2, Uv)

Odgova'ra;]uéi niz skupova v , Uy 4§ Wy (¥=0,4,2,... )
celih reSenja odgovaras

a)jednaténi (II),ako je - parno;
b)jednadini (III),ako Je © neparno.

Ma kojl skup ovako dobijenih cellh reSienja ima zajednicki

faktor [SJ .
g R=V  Q=3"
Dokazt: Kad u obrascima (6) stavimo = ’ =%~ oni su
identidki zadovoljeni,p&riz obrﬁéca (7) sleduje niz redenja (14) .Prema

obrascu (11) je tadavc =[.S] . Vi= (¢+1)[5]2'

odakle vidimo da Vo i VYV imaju zajednilki faktor [5] .Prema rekuren-
tnom obrascu (12) to znudi da je i svako V» (?=24,3,... ) deljivo sa [5],
a iz obrascalélﬂ s-.ledﬁje da 55131. svi Mv 1 Wy gdeljivi séﬁ [3) .0stale
ﬁvrdnje stava/:aleduju iz stava F,jer je 9° 4L 314 9= =4

50.2% .Pokazademo dagpod izvesnis uslovima jednadina (5) moZe ima-

t1 1 drugih nizova reSenja osim niza (14).Radi toga dokaZimo
Stavy B:Ako simetridni kompleks u jednadini

(08" R) — (8A) = (08 aS) — (6A)
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ima osbinu da razlomak (-;—;;) — (a.CcL:D) | , (4;) ,
daje jedan skup celih resenja uml= [CaD] ' 'U"’:::-[C-J R w's [D] Jedn
od jednalina (I)Eﬁ;l) i1i (III),onda jednadina (5),pored niza rese-

nja datog stavom H,ima i niz re%enja | | UG) "
.n,,={_-_s_*a.} D vso,d4e,-..

Razlomei  —— —
9, = (e ByvaSa A) v=o,1,2,... (13)
koji proizilaze iz tako dobijenog niza kompleksa Ry daju cela re-
Senja My , Vv i Wy one iste od jednadina (I),(II) i1i (III),&i}:
redenja daje i razlomak (15). |

Ma koji tako dobijeni skup W , V¥ i1 Wr 1bide uzajamno
prosti brojevi onda i samo onda ako su &' ’ v o3 w! uza jamno
prosti. | - ;
DokaziAko stavimo R=Ca ’ XR=D onda 1z prvog od
uslova (6) proiziljlzi é?dnakest (15),a drugi poste:.tj.]s_e [94!-03"-:[0&.19] , odakle
na osnovu stavova T i proizilazi prvi deo stava B.Ako sa M i M kao i
do sada,o0znacimo brojeve &lanova kompleksa ﬂy i Sq,ﬂ: ,a sa 14 i ke
brojeve Clanova kpmpleksa ¢ i D ,onda je na osnovu obrazaca (16) i

(17y: m iste parnosti sa ¥ (f-}- k)+ k |

. n iste parnosti sa ¥ (C+ k) 4 e,
odakle neposredrio sledﬁje drugi odeljak stava g.Dalje iz obrasca (16),ma
osnovu drugog od cbrazaca (9),sleduje .

v=[2] , vi= [0][a2][c]+PL2]

gde je 'f"- prirodan broj.Ako su v/=/c¢] i wl[d] uszajamno prosti,cnda su
premz poslednjim obraseima uzajamno prosti i Ve i V. |, jer ~ prema
teoriji pravilnoh veriZnih razlomaka - [5] ne moze imati zajednidki
faktor sa [WJ 11i sa [ﬂ-fb]' «Prema poslednjem odeljku stavaz onda su
uzajamno prosti i svi Ly , Vo 1 wy Naprotiv ake v' i w' imaju
zajednicki faktor,dnda - prema poslednjim obrascima - isti faktor imaju
i Ye i Vi ,pa i svi Ay , Vv 1 Wy « Tako Je stav'zyydukazan a celi-
ni. - ' | |
54.28 .Posmatrajno sad pojedinadno jednadine (1),(II) i (III).Re-
zultati koji se dobijaju u pogledu jedna&ine (I) slaZu se sa ved poznatim
ezultatima Iﬁarkova[’-ﬂ;"fj ,Hurwitz-a [1§] ,Probenius-a [6J JM.Fujiware [ 9]
i X.Shibate [35] «Dvi rezult.%—zti_proizilaze is stava 3,polazedi od na jmanji
~celih redenja jednadine (I':);za' a=g skoje daju razlomci ('ZT) ) ('2»'",5)-
$2.2F,Jednadine

q?"-VL-WL-: ol 4 VW | (-E)
e

gle smo radi kracey pisanja stuvili o = a44d simaju -prema stavu £ -
bezbrojno mnogo skupova celih reSenja sastavljenih iz brojeva koji nisu

uza jamno prosti.Ali iste jednadine imaju i bezbrojno mnogo skupova celih




| - 53 . . . |
refienja sastavljenih iz uzajamno Eroatih brojew.ﬁtav 8 ompgudava nam da
potpuno odredimo niz takvih reSenja i Jedne 1 druge Jednaline.Ti nizovi -
kao 3to Cfemo pnkaz&ti - pretstavljaju analogiju niza brojeva Markova,ti

niza celih resenja jednadine (I). N | -
. - y
. 53. 28.3tav -Perioda. svakog 6ist093riodiénog veriﬁnog razlomka

iz kaga'proizilasi jedan skup uzajamno prostih celih reéenaa jedna-

¢ine: | " T LuwU W )

u_v"z,'.'-w

gde je o 23 Prirodan broj,ima oblik .

gde Je - s:_k-_” o1 S.‘lh'—H _ S‘zku -

Svaka takva perioda Je sastavlaena ndjviée od éetiri vrate &lanova:
Vrednosti “ iz svih skupova ugzajamno prosiih celih res
fenja jednadine (II) - sa svako dato %23 -¥ine jedan odredjeni niz

t )
priredniil.‘-ir:;g?i —t-i “94_36‘1.4_1 o _.So( Y4t2x +-‘L } C48)

o &+ a:."-f- zd.'-—f.i 0t So ¥t GxktFL,

Isto t_am vrednosti ¥ 1 W iz svih takvih skupova - za jedno

odredjeno * >3 ~3ine odredjeni niz prirodnih brojeva,koji nema za-

‘jednidkih 8lanova sa prvim nizom
4,00, 0t-1, 32, R34 2L, ot Y~3e

[ Sexq] 26
Dokaz:Prvi deo stava m,ko;]i govori 0 obliku periode proi-

zhlazi neposredno iz pasledn,jeg odeljka stava 5 Iz obliks perio d~1lje sle=-

duje da de sv Qc}e 8 reﬁa za U piti ob]iika [5-?.14] 8 2a VvV i W pbli-
ka¥(Obrasci ( ) 1 ( )).Prema stavu é'(jedini razlomei koji daju

uza jamno prosta reSenja Jednadine (II),dobijaju se za Sz=v £, |
Gy = (adija-4 13"&0-‘[1 Q- d.l'H:l.a,) , v=4,2,... (20)

4, ae"+ot"+i .. @3)

ga poletnim

Oo= (@i a aAtl) ' - ()
Primenom stava‘g‘,_iz'svakog Qé ovih razlomaka dobija se po jedmm novi kom-
pleks S ,koli daje pc jedan novi niz trafenih razlomaka itd.Takvin po-
stupkom bicde obuhvadeni svi razlemcl koji daju uzajamno prosta cela re-
Senja Jednadine (IXI),pa ialnjih i sva takva resienja.S bbzirom ma operaci-
je koje se pri tome vrge ( ¢ 1 & ),2 na osnovu sastava razlomaka (20)
i (21) zakljudujemo da de.i svi dalje -dobijeni razlomci biti sagstavl jeni
od navedene Cetiri vrste &lanova.Da bilsmo odredili nizuve (18) 1 (19) pri-
menimo stav§ na razlomke (20) i (21) 1 na one koji iz n;jih proizilaze,
Tako se dobija niz mozudéih kompleksa S :

bez #lanova: V , |

sa dva &lana: '{“—""131

sa Setiri &lana: 4 a° 1] {CL'H-} )



adatia ia.. {G--H-X “-i {q_-\-.t}

ga Sest Cl:nova: a_ia."it’- a+ ;

1a-1. 1& 1a-14;aria’
1 a {ars}’ ad; {“-"4-3 “"‘“‘7:w
Iz svakog od ovih kompleksa pr{:istiée ~ prema stavu X - po jedan niz ¢isto
periodidnih veriZnih razlomaka od kojih svaki daje ?f jedan skup uzajamno
prostih celih resenja jJednaéine (II).Primenom stava 1 na tako dobijene ni-
zove,vodeéi raduna o stepenu (u odnosu n?'wo" Jdobijenih vrednosti,formi-
rani su nizovi (18) i (19).Tako je stav ¥ dokaszan u celini. |
57"-&.2& cela uzajamno prosta refenja jednadine (III) vredi ana=
logni stavs 27 |
Stav E:Perioda svakog Sisto periodidnog veriZnog razlomka

iz koga prolstide jedan skup sajamno prostih celih reéenaa jednadin

ga ogam d&lanova:

gde je ©« 23 priro&an broj,bma oblik
oL =4 Sikesr o4 San'

gde Je e |
Sihﬂ"‘-"i Sgk,' = $2.l¢4-:i. .

Svaka takva perioda sastavljena je najviSe od Setiri vrste Clanova
Vrednosti M 41 " iz svip skupova uzajamno prostih celil
reSenja jednadine (III)~ za svako dato K>3 -~%ine jedan odredjeni
niz prirodnih brojeva. Y y ]
3 3 oL, d. 3l L AL, ...
i,d]d___d_?g{, J..GLOC'"'-?. 3 | .

Isto tako vrednosti W iz svih takvih skupova - za svako datox>3 -
¢ine odredjeni niz prirodnih brojeva,kojl nema zajednilkih &lanova

(3
7'-;‘-4. ol +3a¢"+i O~ 3V 2o+,
¢ . St +G°¢ +-"-

sa prvim nizoma
"-+.t,ct ~&
Dokazsdedini &isto,periodidéni verizZni razlomei koji daju
cela xmisaja uzajanno prosta redenja jednadine (III) su raslomci su razlo-

mak sa- troélanom periodom

(aad)
4
1 niz razlomaka koji daje stav'% 8= .:I. .
| Oy = (a {a.Hiva.ia.{a.H.S a.:l.) y:-.o,:.;;,... ,

kao i oni razlomei koji iz ovih proizilaze primenom stava P2.Tako se dobija

niz mogudéih kompleksa S :
sa jednim &lanomg 1 °L+5'-;

3,
e . LY _
ga &ri ¢lana: 4 a- .‘Li a _f_a {& ' ~+4
- sa pet 3lanova: | :La-ii&.i.i ia.a.-;-—id..d. a44 a i1 aa )

/
a Lda-44ia; {“*i} dnd 2
Ostale tvrdnje g tava ﬁ se dokazuju analogno stavu iA.
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Vi1l Peron—-ova modularns funkei ja JLLET)

iracienaincg broja J

5.6 @113 ovog odeljka je posmatranje Perron~ove modularne

funkcije ﬂw)tko;ju smo definisali u treéem delu ovog rada {strana 29),;
jednog iracionalmog broja |

‘X’z Cg-o;&l‘;é&)"')

¢iji su svi nepotpuni koli®nieil by (V= "?i"z"”) konadni.Onda je

(1)

prema obrascu (:r'@ )

M) = -e(,'cmw-{(6Vﬁ1&w4,...>+(0€Ver--véi)} (2)
N Y oty 2O

Markov [zo, 'uj je pokazao da Jje najmanja vrednost ove

funkcl je ‘J-S- a najniZa tadka nagomilavanja broj 3.Perron [2‘?;3{;" Je
nasSao da ova funkcija nema vrednostl i oda postoji jedan
skup brojeva 3,., koji ima mo¢ kontinuuma !z%t koji Je M (T)=3 »ist0
tako i za J‘H3'3=WZ itdaPri tome je interval LB,VQZ) ostap nelspi~
tan.Shibata [5(93 Je produ%fio ova ispivanja dalje u istom smisld za
vrednoati MW)>L{ .

Ispitivanja u ovom }adu odnose se na vrate Efojeva
k0ji uopSte mogu biti vrednosti ili tacke nagomilavanja vregdnosti
funkei je M) +ka0 i na specijalne tadke aliéne*-_-taéki M(Y)=3 ove
funkcijeo - ” |

5‘@ Stav 28: Svaki prirodan broj a?zS je talka nagomi~

lavanja vrednes’éi modularne funkecije M (X) sdedan od nizova

vyrednosti fuﬁkcije J-Hc?f') koje teZe broju. A dat je obrascem

‘M (e"’) :\/;L"' (‘i)’bv [,;:JL (3>

gde Je 5? (Yy=o54,2--.) niz svih moguclh simet:giénih kompleksa

sastavljenih od prirodnih brojeva 4,1 ...,a=-2  (Tako da je
i svaki kompa;eks Sf aastavljaen samo od issih tih brojeva).
Nigz kompleksa »5*' je tako uredjen da bré‘j [ 593 raste 8a
indeksom Y . ¥ je broj &lanova k:omﬁlelma Sy N

- opl
Brojevi - 6y su ekvivalentni sa brojevima

gy = (a~1 S5°) ()




Y
Bokaz: Polto je 4-1 najveél nepotpuni kolidnik u
u razlomku ©¥ onda je ' |
M (6y) = (Mo
;ruga strane 1z stava gg sleduje da jJe 9591’ =& ,pa iz obrasca
{ /V)) sleduje obrazae (3) Tako je stav 9§ dokaszan.
5:)({& Stav E:' Skup brejeva ¥ za kojf je MF)=a ,ima

moé kontinuuma,ma koliki bio prirodan broj az3 .,

Dokazi Pokazademo da za svaki prirodan broj a =4
postoji prebrajive mNnogo takvih skupova iracionalnih brojeva 3 o
Neka Je ,S ma koji simetriéni kompleks sastavljaen od &lanova <,

.. a=1 » DO pqsmatrajmo broj & definisan veriZnim razlomkom
x- le
¥ = (a,-_f_s .SSa--« S78%a-4 ... ),
| _ —
gde je Lq ) ey ’ k;,,..,,lc,,.,, ma koji rastudéi heﬁkrajni niz prirodnih

brojeva.U tom slu&aju - prema obrascu {(2) jé:
M)y =a-1 + (6875)+(05),

16
ili ~ prema identilnosti {FE/IV)

(Y= a
29 )
pa Je stav 54§ dokazan,
. 30
58 .2 Stav 5: Ma koliki bio racionalan pravi razlomak -?L- s

uvek se moZe na¢l dovoljno veliki prirodam broj /A ,takav da

vrednost Cm

A= A (5)

tude talka nagomilavanja vrednosti funkeije M) .
U tom sludaju su dadke nagomilavanja iste funkecije i

svi brojevi

% | . '.F —
&4’?‘4““’,}:‘ J g,gz.jf r}‘ ymir;jBI.«,

Jedan od nizova vrednosti funkei je ML) koje teZe

broju 2{ dat je obrascenm

TR A ) (9405 |
uﬂ-(_(g;}) - \ d‘z...l_ (.-g,‘j% ) - e




.

gde je kompleks A=y ... as

Jedno ma koje refiemje
jednadine M o)
a prirodni brojevi & 1 ‘6' su tako izabrani da je
a7 Oy+2 3a YEd4..,4 ; 6 L£a-2. (3)
Brojevi 6y su ekvivalentnl brojevima
¥ ¥ \
y= (a-1 A*{6AYY | yzoua,... @)

18
- Dokaz: Prema stavu 2% Jjednadina {7) uvek ima bar jedm

| m
resenje ma koliki bio dati pravi razlomak 3T o8a tako odredjenim

kmﬁpleksm A moZemo uvek formarati niz razlomaka {9).Tada je

prema stavu 2P 1 jedna&ini (7)
.  glhy =,
pa iz obraseca (éﬁ)}, uz uslove (8), sleduje obrazac (6).Poto [F? {&H}v]
neogranifeno raste sa ¥, to je
D M (By) = o .

| Y ey O
Od brojeva A <+ Y zavisi da 1i ée se vrednoati M (ey) pribliza=

vatl broju & samo sa gornje strane ili .bseblatame.
5q. (2= Stav 3243 Postoji be€zbrojno mnogo racionalnih razlom~
ljenih brojeva X vedih od 3,takvih da skup irackonalnih bro-
Jjeva ] sZa koje Je M(¥)=e  ima moé kontinuuma.Ako e oK
Jedan takav broj,onda istu osobinu imaju i svi brojevi & ~+ V¥,

gde je Y=4,243.--.
Ma koliki bio dati racionalan pravi razlomak % ’
uvek se mpZe nadéi dovoljno veliki prirodan broj QR ,da racio~

nalan broj

A = R~ Y

ima osbinu navedenu u prvom delu ovog stava.

Dokaz: Za jedno dato % skao u dokazu stava 30,o0dre~

dimo kompleks A ,pa zatim prema uslovima {8) prirodne brojeve 4 u -

Na jzad formiramo iracionalan broj



L | ' iy
Y= (a-41 ,-ﬂ_w{ﬁﬁ} a-4 _&*Qﬁﬂ} a-4 &*ﬁé.@.') a-4 ... )
gde Je k«, \CLJ lcbr cevq Lev, .. ﬂ/i na koji beskona®an rastuéi niz

prirodnih brojeva.Prema obrascu (2) i uslovima ?E)-biée
M) = a1 + (0A%ER )+ (0AG)
a odatle prema iden£iénosti fl‘?I?}
My =a + (0AE) — (0A¢)
i najzad prema identiénoati (19/1IV)

Jl.(_(ar’) = ol

Ostali navodi stava 3‘ su o&igledni.
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6o . (% DokaZimo najzad

Stav 3&s Ako je

%2 Cg&,’gz_gb} ..... >

jedan ma koji éraciomalan praxﬂ#ﬂzlﬂmak ¢iji su svi nepotpuni
koliénici konaéni,onda se uvek moZe odrediti dovoljno veliki

prirédah brejla, s da skup iracionalnih brojevaffyw y Za& KoOje

€ MF) = a+ §

ima modé kantinu%é.ﬁtam sludaju istu osobinu imaju i svi bro-

Jevi |
a4+v+

gde je V-T'- i;-‘z]?)""

DokazsNeka je
£ — (_E}f‘-fét.'é“-]

ettt

i
jedan iracionalan pozitivan broj manji od 1 takav da postoji neko

najvede gﬁﬁ,ﬁa da su svi

by < be Tl

Formirajmo tada niz simetridnih kompleksa

gde Jje LCo, k4 'C,_, v e ma koji beskonadan rastuéi niz
prirodnih brojeva.Tada obrazujmo broj | |

¥ = (a Sea S a5, a. ,_..;.)
gle Jo Q-4 >y spa je prema (2)

M(Y) = a-s—(od.,dz.;.)-;-(a&wz...)

t3
ME)=a+§ .
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Hesume

\
LE PROBLEME D'APPROXIMATION DE ROMBRES
IRRATIONNELS PAR LES NOMBRES RATIONKELS
par B. Djerasimovié

Le but de la premigre partie de cette th;se est d'étudier les
valeurs approchees rationnelles d'un nombre irrationnel sans utiliser
les fractions continues et les fractions de Fareye. C'est le premier
lemme qui donne la possibilitéfpour cela. , .

Dang la deuxieme partie on utilise les resultats de la premiere
partie pour obtenir guelques resultats bien connus de fractions con-
tinues regulieres. |

Dans la troisiéme partie on démontre certaines relations entre
deux ou trols termes de la suite Ay g définie par la formule (2),
d*ou 1'on obtient quelgues resultats connues et nouveaux.

Dans la quatrieme partie on definit trois operations avec les
complexes ordonné;s de nombres naturels et puls on utilise ces symboles
pour exprimer lesf fprmules connues et nouvelles de fractions continues
reguli;res. y '/ |

La cinquieme partie est consacree a l'etude de points d'accumu-
latiion de la sui te Jh’ dfune fraction continue pé}iodique.

Dans 1la sim'.:ame partie on resout ltequation de Diofant en utili-
sant les complexes ordonné;s-de nombres n%turels citéés-plua_haut.

Enfin la sep'l:igme partie est consacree a l'étude de fonction J‘{J)
modulaire de Perron (8) ['29,3q7 d'un nombre irrationnel s .
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