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PREDGOVOR

Ovaj rad se sastoji od cetiri dela.

U prvom delu navedeni su poznati pojmovi i rezultati
iz teorije polugrupa koje su nam korisne za dalji rad.

U poetku drugog dela, tacno recdeno u paragrafima
1.1, 1.2 i 1.3 dati su neki poznati re.ultati iz teorije medi-
alnih polugrupa, gde kod svakog navedenog stava napisan je u
zagradama od kog ¢lanka je dzet i nisu dokazani. U paragrafu
1.4 dali smo definiciju levo polumedialne polugrupe, desno po-
lumedialne polugrupe i polumedialne polugrupe, koja predstav-
1ja uopitenje medialne polugrupe (lema 1.4.1). Dalje u ovom
paragrafu data jJe iarakterizacija polumedialnih archimedovih
polugrupa koje sadrZe idempotente preko ortogonalne grupe
(1.4.4, 1.4.5, 1.4.6). U paragrafu 1.5 daje se definicija T=2vo
(desno) 2- archimedove polugrupe, 2- archimedove polugrupe i
razmatra se dekompozicija polumedialne polugrupe no spomenutim
polugrupama (1.5.1, 1.5.4). U paragrafu 1.6 daje se karakteri-
zacija polumedialne separativne polugrupe preko kancelativno-
sti njenih archimedovih 1 2- archimedovih komponenta (1.6.3,
1.6.4, 1.6.5).

| U treédem delu razmatraju se L polugrupe. U paragrafu

2.4 dati su neki poznati rezultati iz [29] o varietetima I po-

lugrupa koje smo ih naveli bez dokaza zbog celine materijala.



2

U paragrafﬁ 2.1 vidimo da X polugrupa je pod direktno razlozi-
va. U paragrafu 2.2 daje se pojam splei polugrupe i konstruk-
cija K pOIUQEUpe preko jedne polugrupe idempotenta i A polu-
grupe. U paragrafu 2.3 daju se potrebni i dovoljni uslovi da

K polugrupa bude splei (2.3.1, 2.3.2, 0.3.3, 2.3.4, 2.3.5 i
2.3.6). U paragrafu 2.5 proucava se slobodne L polugrupe i ne-
ki njenih podvarieteta. U poragrafu 2.6 broj a(L,n) odredjen

u 2.5 dobija drugi oblik.

U Cetvrtom delu prouavaju se D polugrupe. U para-
grafu 3.1 opisuje se struktura D polugrupa u kome se vidi da
D polugrupa je poddirektno razloZiva kao jedna polugrupa idem-
poténta i jedna A polugrupa, tako da u paragrafu 3.4 daju se
konstrukcija D polugrupe 1 potrebni i dovoljni uslovi da D po-
1ugrﬁpa bude splei. U paragrafu 3.2 prouCava se s'nhndna INp
pc1UQFUpa. U paragrarafu 3.3.proucfava se konstrukcia sinbodne
D polugrupe nre%c slobodne komutativne polugrupe idempotenta |
i dva njena homdmorfizma.

Istidemo da su u I, Il 1 IIIl svi stavovi dati sa
dokazom, originalni.

Veéina rezultata prikazana su u katedru olgebre fa-
kulteta Matematike-Fizike Univerziteta Karlovo u Pragu (CSSR)
gde sam boravio godine 1988.

Sa posebnim zadovoljstvom zahvaljujem se Dr. Tomadu
Kepké iz Prage, Dr. Georgi.Cuponu 1z Skopje, Dr. Ejupu Hami-

tiju iz Pridtine i Dr. Smile Markovskom iz Skopie na pomodéi i

podriéi u radu.



0, UVOD

Termin polugrupa prvi put se pojavio u knjigu Segu-
ier-a'(éeguier J.A. Elements de la Tneorie des Groupes Abstra-
its, Paris, 1904).

Prvi rﬁdovi iz teorijé polugrupa bili su objavljeni
1905 od Dickson-a (Dickson L.E. On semi-groups and the general
isomorphism betwen infinite groups, Trans. Amer. Math. Soc. 6,
205-208). Godine 1928 pojavlijuju se vaini radovi Suikevida.
Rezultati SuSkevic¢a nisu bili podobni za primenu, takp da to
je usavr3io Rees godine 1940 uvodjenjem pojma matrice nad gru-
pom sa nulom.yTeoriji polugrupa je posvecena ¢itava jedna gla-
va knjige Béuck—a (Bruck R. A Survey of Binary Systems, Erge-
bnisse, 1958). U knjizi Hille-a (Hille E., Functional Analysis
and Semigroups, Amer. Math. Soc. Colloqg. Publ., 1948) razma-
tra se analiticka teorija polugrupa i njene primene u analizi.

Knjigu posvelenu sistematskog izloZenja algebarske
teorije polugrupa objavio je Ljapin (Ljapin E.S. Polugrupi,
Moskva, 1960).

U'dona§nje vreme {ma niz knjiga posvelena teoriji
polugrupa a medju njima valja napomenuti monografije [1] ,[2],
(81 , [13]1 ,([17] i [18].

| U ovoj doktorskoj disertaciji koristiCemo terminolo-

giju koja je kori¥cena ufll, [2111_[13],



0.1. ELEMENTARNI POJMOVI

Grupoid (S,-) naziva se polugrupa ako zadovoljava

identitet

(x-y)-z = x-(y+Z) za sve x, y, z € 5

(}!

tj. ako je operacija .-" asvciativna,

U buduée operaciju .- podrazumevacdemo sem u izuzet-
nim slucajevima kada postoji oposnost od konfuzije, tako da u
mesto obeleZja polugrupe (S,:) uzedemo samo polugrupa S.

Polugrupa S je komutativna ako zadovoljava identitet
Xy =-yx, za.sve X, ¥y € S

Po1ugrupa S je medialna ako zadovoljava identitet
xaby = xbay, za sve x, a,'b, y € S.

Polugrupa S je Tevo distributivna ak o zadovoljava
/

jdentitet
XYZ = XyXZ, 2a sve X, Y, Z € S.

Polugrupe S je distributivna ako zadovoljava i1 iden-

titet

XyzZ = XyXZ, yZIx = yXZX, Za sve X, ¥, Z € 5.

Card (S) nazivamo red polugrupe S, gde card (S) je
kardinalni broj od S.

Ako polugrupa S ima eiement 1 i ako zadovoljava iden-
titet

x = x1 = 1x, 2za sve Xx € S



onda S nazivamo polugrupa sa jedinicom ili monoid.
Ako polugrupa S sadrzi najmanje dva elementa i sadr-

7i element 0 tako da
X0 = 0X = 0, zZa sve X & S

onda kaZemo da 0 je nula element od S i S je polugrupa sa nu-
Tom.

Polugrupa S za koju je card (s) = 1 naziva se tri-
vialna polugrupa.

Polugrupa S naziva se kvazitrivialna ako zadovolja-

va re1aciju_
xye{x,y}, za sve x, y € S.
Polugrupa S koja zadovoljava identitet
Xy = X, zZa sve X, Yy € 35

naziva se polugrupa levih nula. Analogno polugrupa S koja za-
dovo]java ?dentitet Xy =y za sve X, y € S naziva se polugru-
pa desnih nula.

Polugrunu S sa nulom 0 zvademo polugrupa sa nulom

multiplikacijom ako zadovoljava identitet
xy = 0 za sve X, y € 5.

Element x po]ugrﬂpe S naziva se idempotent ako za-

dovoljava
XX = X

Ako svaki element polugrupe S je idempotent, onda kaZemo da S
je polugrupa idempotenata.

Polugrupa S koja zadovoljava relaciju



(¥x€S), xS = 3§

naziva se leva grupa, dualno se definiSe desna grupa.
Polugrupa S koja je leva i desna grupa naziva se
grupa.
Neka je G- grupé onda G° = GU{0} je polugrupa. G°

nazivamo 0- grupa.

0.1.1. Teorema ([13}). Polugrupa S sa nulom je
(i) 0 - leva grupa akko (¥xeSV{0}) xS =S
(ii) 0 - desna grupa akko (¥xeSV\{0}) Sx = S

A

(iii) 0 - grupa akko (¥xeS\{0}) xS = Sx

|
(g

Neprazan podskup T polugrupe S naziva se podnolugru-

pa od S ako zadovoljava
(¥x,y)(x,yel = xyeT)

Iz ove definicije sledi T je podpolugrupa od polugrupe S ako
TT C T/

0d interesa su one podﬁOIUQPUpe polugrupe S koje su
grupe. Podpolugrupa koja je grupa naziva se podgrupa polugru-

pe Sf

0.1.2, Lema ([13)) Neprazan podskup T polugrupe S

je podgrupa od S akko
(¥XET)XT = Tx = T 4

Neprazan podskup A polugrupe S naziva se levi ideal
ako SA C A, desni ideal ako AS C A i (dvostrani) ideal ako je
i Tevi i desni ideal. 0&igledno je da cvaki ideal polugrupe S
je podpolugrupa od S dok obratno ne vazi.

: Pb]ughupa's'naziva se levo (desno) prosta ako je S



jedinstveni levi (desni) ideal. Polugrupa S naziva se prosta
polugrupa ako je S jedinstveni ideal od S,

Ako je A neprazan podskup polugrupe S onda presek
svih levih jdeala od 5 koji sadrze A(S-je jedan od takvih idea-
la) je levi ideal koji sadrzi A i1 koji se sadrZi u svaki drugi
ideal sa tom svojstvom. To nazivamo levi ideal generisan sku-
pom A i jednak je sa AUSA. Dualno desni ideal poluqrupe S ge-
nerisan skupom A jednak je sa AUAS i ideal polugrupe S generi-
san skupom A jednak je sa AUSAUASUSAS. Ako je card (A) = 1,
onda L{a) = SUSa, R(a) = aSusS i J(a) = SUadUSauSaS gde a€A,
nazivaju se glavni levi, desni i dvostrani ideal polugrupe S,

generisani sa a.

0.1.3. Lema (L 11) Polugrupa S je
S

(i) levo prosta akko (¥x€S) Sx
(ii) desno prosta akko (¥x€S) xS = §

SXx A

(iii) prosta akko (¥x€S) xS = S

Neka je f pfes]ikovanje polugrupe S u polugrupu T

onda kazemo da f je homomorfizam ako

(Vx,yeS) f(xy) = f(x)f(y)

Ako je f.jedan—jedan onda f se naziva monomorfizam, ako je f

jedan-jedan i na onda f se naziva izomorfizam. Homomorfizam

od S u S naziva se endemcriizam i1 izomorfizam od S u S naziva

se automorfizam. Ako postoji izomorfizam f od S na T onda ka-

femo da S i T su izomorfne i obeleZimo na sledec¢i nacdin S = T.
Neka su I.i A proizvoljni neprazni skupovi-i neka je

na IxA definisana asociativna operacija

| (a,b)(c,d) = (a,d) za sve a,cel, b,dEA.

Skup IxA naziva se ortogonalna traka. Ako je card(A) = 1 onda

1 onda IxA je

IxA je polugrupa levih nula i ako je,card(i)

AT e - P L 1



0.1.4. Teorema ([ 13]) Polugrupa je izomorfna sa or-
togonalnom trakom akko je izomorfna sa direktnim proizvodom

polugrupe levih nula i polugrupe desnih nula 4

Neka je S polugrupa onda sa Id(S) obeleZavamo skup

idempotenta polugrupe S5 tj.

I1d(S) {x€S |xx = x}

tl

Neka su e, f€1d(S) onda
e < f akko ef = fe = e

Idempotent e polugrupe S naziva se primitivan ako nije nula 1
ako je minimalan u skupu ne nula idempotenta.

Polugrupa S naziva se kompletno prosta ako je prosta
1 sadrZi primitivan idempotent.

Polugrupa S naziva se ortogonalna grupa ako je izo-
morfna sa direktnim proizvodom jédne grupe i jedne ortogonalne

tra}e.

0.1.5. Teorema ([ 15]). Polugrupa S je ortogonalna
grupa akko je kompletno prosta polugrupa u kojoj Id(S) je pod-
polugrupa od S 4

Polugrupa S naziva se levo (desno) kancelativna ako
iz xa = xb(ax = bx) za sve X€S, sledi a = b (a,b€S). Polugru-
pa S naziva se kancelativna pd1UQrupa ako je levo i desno kan-
celativna. Polugrupa S naziva se slabo kancelativna ako iz

xa = Xb 1 ax = bx za sve x€5 sledi da a = b (a, beS).



0.2. KONGRUENCIJE

Neka je S polugrupa i p relacija na skupu S onda »

naziva se levo saglasna ako

(a,b)€p - (ca,chb)ep za sve a,b,cES

desno saglasna ako

(a,b)ep = (ac,bc)€p za sve a,b,ceS 1 saglasna ako
(a,b)€p=cc,d)€p = (ac,bd)€r za sve a,b,c,deS.

Levo (desno) saglasna ekvivalencija naziva se leva
(desna) kongruencija. Saglasna ekvivalencija naziva se kongru-

encija.

0.2.1. Lema (F13]). Relacija o polugrupe S je kong-
ruencija akko je leva i desna kongruencija 4
Ako je p kongruencija polugrupe S onda sa ar obele-
)

5imo klasu kongruencije elementa a€S. Na faktor skupu S/p de-

finigemo binarnu operaciju na sledeCi nacin:

(ap)(bp) = (ab)»r (1)

Prirodno preslikavanje T, od S na S/p definisana sa

n,(a) = a»  (za sve a€S) (2)
je homomorfizam.

0.2.2. Lema (F13]). Ako je p kongruentija polugrupe
S, onda S/p je polugrupa u odnosu na operaciju definisano sa
(1) i preslikavanje 7,:5=5/p definisana sa (2) je homomorfi-
zam. Ako je f:S5 > T homomorfizam, gde S i T su polugrupe, onda

relacija
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kerf = f lof = {(a,b)eSxS|f(a) = f(b)}

je kongruencija na S 1 postoji monomorfizam «:S/kerf - T tako
da a{(S/kerf) = f{(S) i diagram

.F
S » 1

"kerf o

Y

S/kerf

kKomutira.a

0.2.3. Teorema ([13]). Neka su p, o kongruencije na

polugrupu S tako da p C o. Onda
a/p = {(xp,yp)ES/oxS/p|(x,y)€E0}
je kongruencija na S/p 1 (S/p)/(c/p) = S/c A

Pod dekompozicijom poilugrupe S podrazumevamo njeno
razhhijanje kao uniju nepresecnih podpolugrupa Sa(aEQ). Dekom-
pozicijom dobijaju se podpolugrupe Sa specialnog tiva koja nam
omogucuje laksSe prouéavanje polugrupe S. 0Cigledno je da kon-
gruencija polugrupe S razbija nju na podpolugrupe koje pred-
stavljaju klase kongruencije.

. Pretpostavimo da se S = U{Sa|aEQ} takﬁa dekompozi-
cija polugrupe S, da za svaki par o,8€Q postoji element veERQ,

tako da je SaS <:Sv. DefiniSemo binarnu operaciju na © na sle-

i
dec¢i nacin:

a8 = v ako sasﬁ - 57

Lako je videti da je £ traka u odnosu na tu operaciju. KaZemo

~da je S unija trake'n.po]ugrupa Sd; Prés1ikavanje-definisana 
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Sd-.

f(a) = o, ako a&5

je homomorfizam polugrupe S na £ i podpolugrupa Sﬁ je klasa
kon;ruencije od kerf. Obratno, ako je f homomorfizam polugru-
pe S na traku @ onda S = f~ " (a) za sve o€R je podpolugrupa
polugrupe $ i S je traka @ polugrupa Sa(aEQ). Ako je £ komu-
tativna, onda S se naziva unija.po1umreie ¢+ = noluarupa

S (0€Q).

Q.

0.3. SLOBODNE POLUGRUPE

Neka je A neprazan skup, obeleZzimo sa FIA] skup svih
reéi a,a, ... a_ nad alfabetom A. Binarna operacija na F[A]

definisana je na sledec¢i nacCin.

(a1a2 ... @ )(bib

m

PR hn) = aa, ... ambibz... bn

Skup F[IA] u odnosu na definisanu operaciju naziva se slobodna

polugrupa nad A, card{(A) nazivamo rang od F[A].

0.3.1. Teorema ({13]). Neka je A neprazan skup 1 S
jedna polugrupa. Ako je f:A-S jedno proizvoljno preslikavanje
onda postoji jedinstveni homomorfizam g:F[ A]»S tako da g/A=fa

Na osnovu teoreme 0.3.1 imamo da S= F[ A]/kerg.

Ako je A ¥_{a1; ey oA} konac¢an 1 ako kongruencija

p na F[A] je generisana konaénim skupom

)}

R = {(w1’21)’ c e s (wr,zr

elemenata (wi,ziﬁEF[A]xF[A] onda kaZzemo da F[ A}/, je konaclnc

predstavljiva 1 piSemo
FLAY/, = <a;5 oo a_n]w = 2

Kazemo da FIAl/, ima sistem slobodnih genefatora'éjg Jo., a

i relacije koje je definisu w, = z,, e W= 2.
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J.4. VARIETETI POLUGRUPA

Neka je A proizvo1jan skup i f[A] s]obodna po]Ugru-
pa nad A. Neka je S jedna polugrupa. Ako su p,qeF[A], onda
kazemo da polugrupa S zadovoljava jednakost p = q ako
f(p) = f(q) za svaki homomorfizam f:F[A -S.

Klasu polugrupa koje zadovoljavaju jednakosti

nazivamo varietetom polugrupa odredjenom datim jednakosmim
relacijama.

Variete odredjen jednakosnim relacijama P, = 44>
P, = G, ... obeleZicemo ga sa Mod(pj = 0,, P, = q,, ce )

Neka je R skup jednakosnih relacija. Odgovarajuéi
variete obeleZicdemo ga sa Mod(R).

Presek neprazne kolekcije varieteta V. (1€I) je va-

)
riete. Ako je v, = Mod(Ri) onda

n{v, |i€l} = Mod(U{R {i€I).
Unija neprazne kolekcije varieteta Vi(iEI) ne mora

da bude varietet.

0.4.1. Teorema (1 131). Neprazna klasa polugrupa V
je variete akko

(1) Svaka podpolugrupa od polugrupe 1z V je u V.

(ii1) Svaka homomorfna sliika polugrupe iz V je u V.

(iii) Direktni proizvod familije polugrupa iz V je
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0.4.2. Teorema ([ 13]). Neka je S polugrupa sa fami-

1ijom kongruencija {p, |i€I} za koje vaZzi

Nlp, [i€l} = &g

onda S je izmorfna sa poddirektnim proizvodom polugruna S/p; 4

0.4.3. Toerema ([ 13]). Neprazna klasa polugruna V

Je variete ako i samo ako

(i) Svaka homomorfna slika polugrupe iz V je u V.

(1i) Svaki pod direktni proizvod familije polugrupa
iz V jeu V A



[. MEDIALNE I POLUMEDIALNE POLUGRUPE

U ovom delu nave3cemo neke rezultate medialnih polu-
grupa koje su date u [ 11), [ 14}, [15), [ 171, (18}, [19], [25],
[26) , [ 271, [ 31), [ 32}, [ 331 i {34]. A zatim dokazacemo neko-
liko tvrdjenja u vezi polumedialnih polugrupa i tc u paragra-

fima 1.4, 1.5 i 1.6.

t.1. MEDIALNE POLUGRUPE

Polugrupa S naziva se medialna ako zadovoljava iden-

titet
xaby = xbay za sve x,a,b,y€S

1.2.1. Lema ([ 14]). Za medialnu polugrupu S vaZi

(i) (¥x,yeS)(¥neN)((xy)® = xTy")

(i1) (¥YxeS)(¥neN)((SxS)" = SPxIs?)a
Polugrupa S naziva se archimedova ako
(Ya,beS)(IneN)(a"eSbSAb"eSas)

Podskup A polugrupe S naziva se root u S ako

(¥aeS ) (IneN)(aleh)
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Polugrupa S naziva se rooted ako sadrZi idempotente

i ako unija svih njenih podgrupa je root u S.

1.1.2. Lema ([ 14]). Polugrupa S je Archimedova akko

svaki njen ideal je root u S a

1.1.3. Teovema ([ 14]). Polugrupa S je Archimedova i
sadrzi idempotente akko sadrzi ideal K koji je prosta polugru-

pa idempotenta i root u S A

1.1.4. Lema ([ 14]). Polugrupa S je Archimedova i
rooted akko sadrzi ideal K koji je kompletno prosta polugru-

pa 1 root u S 4

1.1.5. Lemg ([ 14]). Neka je S Archimedova polugrupa
i rooted. Onda za bilo koje idempotente e i f od S, eS je des-

na grupa Sf je leva grupa i eSf je grupa 4

Polugrupa S naziva se desno Archimedova ako zadovo-

ljava:
(Va,beS){3IneN)(a"ebsabeas).

1.1.6. Teorema ([ 14]). Polugrupa S je desno Archi-
medova i sadrZi idempotente akko sadrZi ideal koji je desna

grupa i root u S 4

1.1.7.-Lema ([ 24} ). Ako je S desno Archimedova po-
lugrupa koja sadrzi idempotente e i f, onda eT je desna grupa
i Te = fTe je grupa. $ta vise Id(s) je polugrupa desnih nula

1 eT=Te x d(S) za sve e€ d(S) a

Neka je S jedna polugrupa onda closet c¢c(a),a€S, de-

finiSemo na sledeéi nadin
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71.2.8. Teorema(l 31)). Ako je S mediaina Archimedova

polugrupa bez idempotente, onda
§ Sa”S = ® za sve aE€S 4

1.1.9. Lema ([ 31]). Medialina prosta nolugrupa sadr-

Zi najmanje jedan idempotent A

1,1.10. Teorema ([ 311). Polugrupa S je medialna i
prosta akko S je izomorfna sa direktnim proizvodom jedne Abe-

love grupe i jedne ortogonalne trake 4

1.1.11. Teorema ({ 14]). Neka Jje S medialna polugru-
pa. S je Archimedova polugrupa koja sadrZzi idempotente akko

S sadrzi ideal J koji je ortogonalna grupa i root u S 4

1.1.12. Lema ([ 74]). Neka su S i J kao u teoremu
t.1.11. Onda Id(S) Jje ortogonalna traka, eSf je abelova grupa
za sve e,feld(S).i J=eSfxId{(S) za sve e,fEld(S) 4

1.1.13. Lema ([ 14)). Neka su S, J 1 Id(S) kao u teo-
remu 1.1,12. Onda postoji kongruencija » u S tako da S/p je
izomorfna sa ortogonalnom trakom Id(S) i svaka kongruencijska
klasa S_(e€ld(S)) od p sadrzi ideal &_ koji je abelova grupa

-1 root u polugrupu Se A
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1.2. DEKOMPOZICIJA MEDIALNE POLUGRUPE

Neka je S jedna polugrupa. Kongruencija t polugrupe
S naziva se polumreZna kongruencija ako je S/t polumreia.
U svaku polugrupu S postoji najvela i jedinstvena

polumreZzna kongruencija. ObeleZicemo je sa o .

1.2.1. Teorema ([ 14]). Neka je S medialna polugrupa

i neka je u S definisana og na sledeéi nadin:
(Va,beS)(aoch = (IneN) (a"€SbSAb™eSas)

Onda 0 je najveca polumreiZna kongruencija u S i kongruencij-
ske klase od oc Su medialne Archimedove polugrupe 4

Za medialnu polugrupu S kongruencijske klase od O

nazivacemo ih Archimedovim komponentama i S = U{S_J|a€V} gde

je Y =_S/aS i S#S CS tj. S je unija polumreZe Y polugrupa

g Taf?

S ,a€y¥,
[ 4

Polugrupa S naziva se levo separativna ako zadovo-
ljava

(¥x,y€5) (x% = xyay® = yx = x = y)
desno separativna ako zadovoljava

(¥x,y€S)(x° = yxAy® = xy = x = y)

1 separativna ako zadovoljava

2 2 -
(¥X,yE€S)(x" = xy =y~ = x = y)

Kongruencija ¢ polugrupe S naziva se (levo, desno)
separativna kongruencija ako je S/t (leva, desna) separativna

polugrupa.
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1.2.2. Teorema ([ 14]). Ako je S medialna polugrupa

sa archimedovim komponentama Sa(aEY). Onda:

(i) S je separativna akko svaki_Su je slabo kancela-
tivna

(ii) S je levo (desno) separativna akko svaki Su je
levo (desno) kancelativna.

(iii) S je levo i desno separativna akko svaki Sa

je kancelativne 4

1.2.3. Lema ([ 141). Neka je S medialna slabo kance-
lativna polugrupa. DefiniSemo relaciju n u polugrupu

S* = SxSxS na sledeéi nacin:
(a,b,c')n(a‘,b‘,c‘) + cab'c' = c¢'a'be
Onda relacija n je kongruencija u S*, S*/n je ortogonalna gru-

pa i preslikavanje ¢:5~>5*/n definisana sa v(a) = (a,az,a)n

Je izomorfizam A

1.2.4, Teorema ([ 14]). Medialna polugrupa S moZe se
potopiti u polugrupu koja je unija dgrupa akko S je seperativ-

na A

1.3. SLOBODNA MEDIALNA POLUGRUPA

Neka je (S,+) komutativna polugrupa, ¢ i ¥ njeni
homomorfizmi koji zadovoljavaju uslove (1):

el =90, 90 =¥ i ev = Yy (1)

foes gde ¢(t_) = ¥(t ) i1i t_ je slobodan simbol, u S defini-

Semo multiplikaciju na slede¢i nagin:
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ab w(a)+w(b)+tO Zza sve a,bes (2)

1.3.1. Lema ([25]). (S,.) sa operacijom (2) je me-
dja]na polugrupa 4

U daljem izlaganju daje se konstrukcija slobodne
medialne polugrupe S = S[xi,iEI].

Razmatramo slobodnu komutativnu polugrupu (F,+) =

= (F[ai,bi,ci,di; 1€l] ,+). Definisemo ¢ 1 ¢ na sledeé¢i naédin

1 1 i 1
@ =
b b. d. d
i L A XL
(*)
a b c. d
1 L ¥ 1
Y =

za sve i€l

I1.3.2. Lema ([25)). Homomorfizmi ¢ i ¢ zadovoljavaju
uslove (1). (F,-) sa operacijom (2) je medialna polugrupa (t,

je slobodno izabran simbol) a

1.3.3. Lema ([ 251). (Fla,,i€l]l,-) je slobodna media-
Ina polugrupa sa sistemom generatora {ai}, i€l A

0Cigledno je da smo konstrukciju slobodne medialne
polugrupe izveli preko slobodne komutativne polugrﬁpe 1 dva
njena homomorfizma.

Vidi se da ako Zelimo konstruisati s]obodnu medialnu
polugrupu ranga 2 preko slobodne komutativné polugrupe i dva
njena homomorfizma, onda sistem generatora komutativne polu-
grupe mora da bude salinjen od Zetiri elemenata. Naime, ako

je (F,+) = (Fla,b,c,d], +) slobodna komutativna poluarupa,.
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onda (F,-) = (Fla,cl,-) je slobodna medialna polugrupa gde su

¢ 1 ¢ dati sa

abcd
r,p -

b bc¢d

a b ¢ d
1}):

abdd

i zadovoljavaju se uslovi (1). Multiplikaciju defini3emo na
sledeéi nacin

WoW, = v(w1)+w(w2) Za sve w w,EF[ a,c] .

1 3

Gornje tvrdjenje dokazuje sledeca lema

1.3.4. Lema ([ 25]1). Neka je (S,+) slobodna komuta-
tivna polugrupa 1 ¢, ¥ njeni homomorfizmi koji zadovoljavaiju
(1), onda'(S,-) je slobodna medialna polugrupa &iji je rang
veéi od jedan 4

Poznato je da medialna polugrupa definisana preko
komutativne po]ugrube ¢, ¥ 1 ustova (1) i (2) zadovoljava im-
Tikaciju '

ab = cd = axb = cxd (3)

i da svaka medialna polugrupa koja zadovo1java (3) je podpo-
lugrupa medialne polugrupe konstruisane lemom 1.3.1.

U nastavku izloziéemo konstrukciju meﬂia]ne nolugru-
pe koja zadovo]java uslov (3).

Neka je ({xi},iel;-) medialna »poiugrupa koja zado-

Tt

voljava (3). Definifemo relacije 1. ¥, € na sledead¢i nadin:



21

xj = Xy il1 za neki yl,...,ynex,n>1 1
X, Y xk'ﬁﬁ permutaciju » od brojeva 2,3,..., n
X, = ... ] = |
el B Yn V%% T Y Yai2) 0 Yainy
r%. = %X, 111 za neki €X, n>1 4
3 k ‘yl""’yn ?
X, 7 X »<4 permutaciju 7= od brojeva 1, ..., n-1
x. - . ¥ = ¢+ -
(% = Yy Ynt % T Y1) Yu(n-1)Yn
r- ] -
Zza neki Yyseons ynGX, n=1 i permutaciju
X5 E X 4 od brojeva 1, ..., n
h_xj=y1 ...yn1xk=yﬂ(”...yﬂ(n)

1.3.5. Lema ([ 26])(1) Relacije 7 L ? su refleksi-

vne, simetriéne i1 saglasne u odnosu na datu multiplikaciju

- . -i ~— C o
r t 1 t

(i113) xj T X = xjy X, Y Za sve Yye€X

X, = yX za sve ye&X

i r "k bj Y Xk

LY X, P XL
Jj £t 'k JJ

N )

X ¥ yxj 1 Y%, Za sve yExa

Tranzativnom zatvorenjem pomenutih relacija dobija-

mo kongruencije. Klase ovih kongruencija elementa y obelezi-

cemo ih sa [yl ,, [y]r ilyl,

1.5.6. Lema ([26]1). La(y, 1, =1(y,1, i [x, 1, = [x,],
Vazi ly x,}1, = Ly, x,],. Za [x,0_ = [ x,] 1 [y,}, = [x,] vazi
Lx,y,l, = [x,y,1 . Zaly,l, = [y, 0, 1 0x,1 = {x,]_ vazi
Ye Xy = ¥ X4

ZLa bilo koju medialnu polugrupu (X,-) = ({xi},iel,-)

neka je F = (F,+) = (F[ai,bi, c.

i di, 1€I} ,+) slobodna komu-

tativna polugrupa (FNX = @), Elémehti R,S od F su oblika
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= 3 + 5 ) >
R aiai-'-ﬁib.l 7ici_"." idi’ ui+ﬁi+7i+6i 1
Neka je ~ relacija u F definisana na sledeéi nacin:

R ~S =

(1) R =S ili

(2) R = 25_d,iS = 28}d, gde [ux)7] - [Hxiilt} i1

(3) R = b, +Z* .d., S = b +Z*s'd, gde
[Xhu*xiiJI = [xj“*xi311 ili

(4) R = ¢, +2% .d ., S = °j+2*5}di gde
LGty x1 = Lo t)x ) i

(5) R = b, +C, +T*8 d. . S = b.+c +Z¥'d. ade
xhﬂ*xiixk = xjH*xiExm

"Preko relacije =~ definiSemo relaciju Au{F,+) na
sledeé¢i nac¢in: Neka su
R =Za.a.#8.b.+y.c.#46.d. i S = ZTa.a.+8'b . +y.c.+5' . d.
l I .'I' " 1 1 X 1 1 1 1l 1 il 1 i 1
onda
RA S » postoje A .. A , A, ..., A;EF tako
da

Relacija & je refleksivna, simetricna i saglasna u odnos
odnosu na adiciju. Tranzitivnom zatvaranjem relacije A dobija-
mo kongruenciju = u(F,+). |

Sa [R] = [Eaiai+ﬁibi+7ici+5idi] obeleZimo klasu
kpja sadrzi:

T a: + +5 d
R Zuiai+ﬁibi 7€, 6idi
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1.3.7. Lema (F261) (i) [al = {a}
(ii) Ako A = b +c +Z*s ,d, i A =B onda A ~ B a
n Il L 1

Homomorfizme ¢ _ 1 ¥_ od (F,+) u (F,+) dati relaci-

o

jama (%) (str. 23) ocigledno zadovoljavaju (1) i josS vaiZi:

b (S).

ako R = 5 onda ¢ (R) = v,(S) 1 ¥_(R)

o

Endomorfozmi e i wo indukuju endomorfizme ¢ i ¢

u F/=, koji zadovoljavaju uslove (1) i (*).

1.3.8. Lema ([ 26]). F/= je medialna polugruna sa

multiplikacijom

[R]I [S] =[w(R)I+H¥(S)] 4

5 .
IT*y 1 = * -
X, X xn. Klasu [bh+ck+2 aidi] obe

Neka je x i Xy

h

leziéemo sa T _.
Il
1.3.8. Teorema ([ 26]) (i) Skup
2
T = {[aillxjex ]U(UTH)

je medialna podpolugrupa od (F/=, ‘)

(ii) Preslikavanje

r
[a.] ako x.EX2
7 7

e(x.) = 9
Y T. ako x.€X?

7 T

je izomorfizam od X u T C F/= 4

1.3.10. Teorema ([ 26]1). Neka je X = ({x},i€l,-) me-
dialna Archimedova polugrupa. Onda (F/=,-) je medialna Archi-

medova polugrupa 4
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1.4. POLUMEDIALNE POLUGRUPE
Polugrupa S naziva se levo (desno) polumedialna ako
zadovoljava identitet
aabc = abac(bcaa = baca)

Za sve a,b,cES.

Polugrupa S naziva se polumedialna ako je levo i

desno polumedialna polugrupa.

1.4.1, Lema. Ako je S medialna polugrupa onda S je

polumedialna polugrupa.

Dokaz: je oCigledan 1 sledi na osnovu definicije 4

Na osnovu leme 1.4.1 vidimo da polumedialnost je uo-

pStenje medialnosti.

1.4.2, Lema. Neka je S polumedialna polugrupa onda

(1) (¥x,y€S)(¥neN)((xy)" = x"y")
(i1) (¥x €S)(¥neN)((SxS)" = s"x"s™)
Dokaz: (i) (xy)" = (xy){xy)?~ ! =

- . 2 2
=L(xy)(xy) cou{xy) = XTYyTxy ... Xy =
-~ - L )
n=-puta n~-2-puta

T ... = XY

2. (5x5)2 = SxSSxS = $x5x55 = SZx?s?

H

(i) Za n

Kk tj. (sxs)¥ = skxksk

Pretpostavimo da vaZi za n
onda

(sxS)X*T = (sxS)¥(5xS) = SKxKsksxs = sktixkfigh+l 4
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1.4.3. Lema. Ako je S polugrupa tako da S=I1d(S) onda
sledec¢i uslovi su ekvivalentni
(i) S je medialna

(ii) S je polumedialna
Dokaz: 0O&igledan na osnovu definicije 4

1.4.4. Teorema. Neka je'S polumedialna polugrupa.
S je ardhimedova polugrupa koja sadrZzi idempotente ako 1 samo

ako S sadrzi ideal J koji je ortogonalna grupa i root u S.

Dokaz: (=) Neka je S Archimedova polugrupa koja sa-
drzi idempotente. Na osnovu teoreme 1,1.3 § sadrii ideal J ko-
ji je root u S. Neka su e i f idempotenti iz J za koje vaZi

ef = fe

xey za neki x,y€J., Dakle

e. Kako je J- prost f

f = f2 = xeyf = X ezyf = Xeyef = fef = ef = e

to znadi svaki idempotent od J je prim“tivan na taj naclin J
je kompletna prosta polugrupa. Idempotenti polumedialne polu-
grupe su ob]ika podpolugrupe. Na osnovu teoreme 0.1.5 J je
ortogonaina grupa.

Obratan dokaz je trivialan i sledi neposredno na

osnovu teoreme 1.1.3 &

1.4.5. Lema. Neka je S i J kao u teoremu 1.4.4,
Onda Id(S) je ortogonalna traka, eSf je grupa za sve e,f€Ild(S)
i J=eSfxId(S) za sve e,feld(S).

Dokaz: Svi idempotenti od S pripadaju J tj. Id(S)cd.
Ako je J = GxI'y G- grupa i I' je ortogonalna traka onda I = Id{J).
Zna¢i I1d(S) je izomorfna sa ortogonalnom trakom I'. Kako S je

rooted, eSf'ia sve e,fe€ld(S) je arupa na osnovu leme 1.1.4,
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Na osnovu leme 1.1.4 imamo takodje da je eSf = edf, edf =G i

J=eSfxId{(S) za sve e,feld(S) 4

1.4.6. Lema. Neka su S i J kao u teoremu 1.4.4, Onda
postoji kongruencija o u S tako da S/p je izomorfna sa ortogo-
natnom trakﬁm Id(S) i svaka kongruencijska klasa Se(eEId(S)j
od p sadrzi ideal Ge keji je grupa i root u polugrupu Se.

~ Dokaz: Kako je J izomorfna sa direktnim proizvodom

GXE grupe G i ortogonalne trake Id(S), onda J je disjunktna

unija grupa G gde

G, = {(g,e)[g€G].

=
Neka je

S {aESIa”ESe za neki neN},

e

Kako su G, disjunktne podpolugrupe i kako J UG_, e€ld(S),
je root u S, onda Se indukuje relaciju ekvivalencije » u S.
DokaZimo saglasnost relacije o. Neka je a”, meGe i deS. Tada

dpeef za neki f€Id(S) i peN. 0Odakle sledi:

np _ np .pn
(ad) = avdve6 6, C 6,

Analogno (bd)™€G_, . Prema tome, adebd. Na analogan nacin do-
bijamo da je daedb. Da je S/p izomorfna sa Id(S) sledi iz Cin-

jenice da je Id(S) reprezentativni sistem za kongruenciju ».

Neka je Se kongruencijska klasa odp i SenJ = Ge. Kako
je J ideal u S to Ge je ideal u Se. 1z definicije za Se sledi

da je G root u$S _ 4
e e
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1.5. DEKOMPOZICIJA POLUMEDIALNE POLUGRUPE

1.5.1. Teorema. Neka je S polumedialna polugrupa. U

S u kojoj je definisana relacija 9¢ nNa slede¢i nacin:
(Ya,bES)(aocb (IneN)(a”eSbsS A b"eSas)

Onda je O polumreZna kongruencija i klase kongruencije od 7
su polumedialne archimedove polugrupe.

Dokaz: DefinisSemo relaciju p u S na sledeé¢i nacin:
apb « (IneN)(a”esbsS Ab"€Sas), a,beS

Refleksivnost i simetric¢nost relacije o su oligledne. Neka je
arb i bec. Onda a"€SbsS, b €SaS, b™eScS i c™eESHS za neke n,mEN,
odnosno

a”Me(sbS)™ = sPHMST C $™ScSS™ € ScS

c™le(sbs)? = s7bPST < $7Sass” ¢ Sas

odale sledi da se apc tj. da je p tranzitivna relacija.

Neka je apeb 1 d€S. Onda

(ad)n*+? = an*1dn*lespsd™*

SbdSd” C SbdS

Sadsd” c© SadS

(bd)n+1 _ BRF IRt lgg 4540t

$to zna&i da je adpbd. Analogno se dokaie da je dapdb, Prema
tome p je kongruencija na S. g je polumreina kongruencija,
Zaista,
2
x?esx?s, (x?) eSxS
(xy)2eSny, (yx)zeSxyS

a to znaéi da je ﬁl'p01umre2na'kongruencija;
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Na osnovu izloZenog imamo da je O C p, Dokazimo da

je p C 0. Neka je apb onda a” = ubv i b” = waz za neki neN

j uU,V,w,2ES 1

n 2 n,n
30 2 usubvasub vtssuvbasa b asawaz
2 n
uswa ZUSwaZUSb osb
a to znac¢i da je acsb odnosno o C O Na taj nacin dobili smo

da je p = 0. Na osnovu definicije relacije as,s1edi da su

klase kongruencije od g archimedove polugrupe 4

Na osnovu teoreme 1.5.1 zakTudujemo da se polumedi-
alna polugrupa moZe velacijom o dekompozirati kao unija polu-
medialnih archimedovih polugrupa. Odgovarajuce klase kongruen-
cije nazivamo archimedovim komponentama,

Polugrupa S naziva se desno archimedova ako zadovo-

Ijava

(¥a,beS)(IneN)(a"ebS A b"€as)

Polugrupa S naziva se Jevo archimedova ako zadovo-
Ijava

(Ya,beS)(IneEN)(a"eSb A b"ESa)

Polugrupa S naziva se desno 2-archimedova ako zado-
voljava

(¥a,bes){IneN)(a”eb®s A b%ea’s)

Polugrupa S naziva se levo 2-archimedova ako zado-
voljava

(¥a,besS)(IneN)(aesb’abmesa’)
Polugrupa S naziva se 2-archimedova ako zadovoljava

(¥a,beS){IneN)(aeSb?s A bPeSa’s)
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l.5.2. Lema. Neka je S jedna polugrupa. Onda

(i) Ako je S desno 2-archimedova onda S je desno
archimedova

(ii) Ako je S levo 2-archimedova onda S je levo ar-
chimedova

(iii) Ako je S desno i levo 2-archimedova onda S je
desno i levo archimedova

(iv) Ako je S 2-archimedova onda S je archimedova.

Dokaz: Sledi neposredno iz definicije archimedovih
polugrupa 4

Kongruencija o polugrupe S naziva se traka kongruen-
cija ako je S/p traka tj. ako je 1d(S/e) = S/p. Maksimalnu -

traku kongruencije obeleZicemo sa Tg.

1.56.3. Teorema. Neka je S polumedialna polugrupa.
Onda

(i) Relacija o uS definirana sa
(¥a,beS)(ao b = (3IneN)( a”€bS A b"€as))

je polumreZina kongruencija i klase kongruencije od o su desno
archimedove polugrupe,

(ii) Relacija o, us definisana sa

(Ya,beS)(ao ,b » (3IneN)(a"esb A b"eSa))
je polumreZna kongruencija i klase kongruencije od o, su levo
archimedove polugrupe.

(iii) Relacija 1. ud definisana sa

(Ya,beS)(ar b = (IneN)(aeb?s A b"ea’s))
je traka kongruencija i klase kongruencije od'fiju desng 2-

ardhimedove polugrupe.
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(iv) Relacija 7, u 5 definisana sa
(Ya,beS)(ar b = (3neN)(a"esb? A b"esa’))

je traka kongruencija i klase kongruencije od T, su levo 2-

archimedove polugrupe.
~(v) Relacija v, Mt, u S je traka kongruencija i klase

kongruencije od T _Nt, su levo i desno 2-archimedove polugrupe.

(vi) Relacija o_ u S definisana sa

t

(¥a,bes)(ac b * (3neN)(a"eSb?s A bPe€Sa’s)

je maksimalna polumreina kongruencija i klase kongruencije od

o, Su 2-archimedove po]ughupe.

Dokaz: (1) i (1i) dokazuju se analogno sa dokazom
teoreme 1.5.1,.

(iii) Refleksivnost 1 simetriénost je oligledna,

Neka je ar b i br_c onda afeb?s, blca?s, bTec?S,
c®cb?S za neki n,meN, odakle

anme('b::'s)m - B2ms-m — (‘bm)zsmc (025)25m - C‘?S

cmne(hZ’S)n — bZIISn = (bn)QSnC (_&25)2Sncazs

ti. ar ¢. Dakle T, je tranzititvyna relacija.

e

Neka je aTrh i de3 onda

(ad)?*! = a”+1d”+16b28d”+1 = b%d?sd® ! c (bd)?s,
(bd)n+1 - bn+1dn+16325dn+1 - a2d25dn—1 C (ad)zs,
(da)”*l . gitigntleggntipn2g o 42p2gn-15 ¢ (dh)?s |
(db)?*! = d?*1p"*led?*la?s = 4%3%d”"!s ¢ (da)?s.

Prema fome'adTIbﬂ-i darrdb;'ﬁto znadi da je T kongruéncija
na 3.
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Kako
xlex’s ¢ x25, (x2)2€x25
to 7 _ je traka kongruencija tj. Id(S/rr) = S/rr. Dcigledno je

da su klase kongruencije od T desno 2-archimedove polugrupe.
(iv) se dokazuje analogno sa (iii).
(v) sledi iz (iii) i (iv)
(vi) Neka je p, U S definisana sa
n 2 n 2
ap b * ( nEN)(a " €Sb"SAD'ESa"S)
Refleksivnost i simetricnost je oCigledna.

Neka je aptb i bptc onda anEszs, bnESazS, bm§Sczs,
¢™esb’S za neke n,meN, 1

aMPe (525 )™ = §Mp2TsT = sM(pM)ZsMc sM(S5cfs) ST =

='Sm+2645m+2 c SCZS;
CMHE(szs)H= Snb.?nsn — Sn(bn)QSn C Sn(saZS)ZSn -

Sn+2a4sn+2 - SaZS

tj. o, je tranzitivna relacija.
Neka je aptb i d S onda

sb?d?sd"~ e s(bd)®s,

(ad)n+1 _ an+1dn+1 Sb25dn+1

(da)?*! = ¢@*1an*! ¢n*1sp?s = 477 Is(dh)?ScS(dh)?s i
(db)R*+! = ¢+ Ipn+l gh*lsaZs - 4P Is(da)?S c S(da)”s

S§to znaci da je P, kongruencija na S,

Kako je
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3 2
x4€Sx23, (xz) ES(xz) S,
(xy)’es(yx)?s, (yx)&es(xy)’s,

to sledi da je P polumreZna kongruencija.
Na osnovu izloZenog mozemo zaklju&iti da je °c.C ..
DokaZzimo i obratno da je », C o _. Neka je ap b onda a” = ub®v

. 2 . . .
i b" = wa‘z za neki neN i u,v,w,zES i

n Z 4 2 2
ac  a atub vo ub ve ub”vb 7.

n.n 2 2 n
a’'b 0, awa“Zo Wa zatb crtb.

a to znaci da je N C g

Na taj nacin dobili smo da je p. =0, tj. je ma-

g
&
ksimalna kongruencija sa tom svojstvom. Lako je videti da su

klase kongruencije od ¢ _ Z2-archimedove polugrupe i da se polu-

t
medialna polugrupa moZe dekompozirati kao unija 2-archimedo-

vih polugrupa koje nazivamo 2-archimedove komponente., Dakle,
S = USa(aEY = S/at)

gde su S, 2-archimedove komponente A

{.6. POLUMEDIALNA SEPARATIVNA POLUGRUPA

U ovom paragrafu dacdemo karakterizaciju polumedial-
nih separativnih polugrupa preko njenih 2-archimedovim i ar-

dhimedovim komponentama,

1.6.1, Lema. Ako je S polumedialina separativna polu-

grupa onda vaZi
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(1) (¥x,y€S)(¥n=>2)(x"*! = x?y = x% = xy)
(11) (vx,yES)(¥n?2)(xﬂ+1 = yx' = x? = vXx) -
Dokaz: Neka je x®*! = x"y. Onda

(x1)2 = xA-Iigntl o oamtny o ynn=lyy

xn+1xn-2y - xnyxn-2y _ (xn-zy)z

1
pr
e

gde x?"%y = y za n = 2, Kako je S separativna onda x "

Ponavljajuci taj proces n-1 puta dobijamo x° = xy.
(ii) se dokazuje analogno kao (i) 4

1.6.2. Lema. Ako je S polumedialna levo separativna

polugrupa onda vazt
| n+1 2

(¥x,yeS) (¥n=>2)(x = x"y = x° = xy)

1

[}

Dokaz: Neka jJe x?* x?y onda

(xn)Z _ xn—lxn+1 - xn—lxny - xn(xn-ly)

(xﬂ".ty)d? — xﬂ"lyxn"'fy - xﬂ-zyxn‘f‘l - (xn“ly)xn
Na osnovu levo separativnosti od S imamo da je x? = xP-ly,
Ponavljajuéi taj proces n-1 puta dobijamo da je x° = XY.

Analogno se dokazuje u sluCaju za desne seperativne
polugrupe 4
1.6.3. Teorema. Neka je S polumedialna polugrupa sa

archimedovim komponentama Su(aEY = S/us). Onda

(i) Ako je S separativna i svaki Sm levo 1 desno

2-archimedova onda svaki Sa je slabo koncelativna,

(ii) Ako je S levo separativna i svaki S je desno

2-ardhimedo#a polungpa onda svaki Sa je levo kancelativna

polugrupa.
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(iii) Ako je S desno separativna 1 svaki S_ je levo
2-archimedova polugrupa onda svaki Sa je desno kacelativna
polugrupa. | |

(iv) Ako je S levo i desno separativna i svaki S,
je Jevo i desno 2-archimedova polugrupa onda svaki 5 Je kan-

celativna polugrupa.

Dokaz: (i) Pretpostavimo da a,x,y Su(aeY) i ax = ay
onda za neki uESa i neEN imamo

n 2
X = a u

Dalje,

n+d

2 2 n
X = g UX = dUaXxX = auay = a uy X'y

H

a to znaci da je x2 = xy. Analogno, ako xb = yb(x,y,besa) onda
za neki VESOE i neEN imamo

x? = yb?

Dalje

+ .2
x2*1 - yyB

]

= xbvb = ybvb = yvb2 y X
a to znaci da Jje x° = yx;

Na osnovu separativnosti od S imamo da svaki Sa je
slabo kancelativna polugrupa.

(ii) Pretpostavimo da a,x,yesa(aeY) i ax = ay onda
za neki uesa i neN imamo

x? = a‘u

Iz poslednje relacije sledi

Bt o a2y = auax = auay = a‘uy = xy

a to znaci da je x° = xy. Dualno se dobija da Je y2 = yX.
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Na osnovu levo separativnosti od S imamo da svaki
S je levo kacelativna polugrupa.
(iii) Pretpostavimo da a,x,yESa(uEY) i Xxa = ya onda

za neki uESu i n€N imamo

x? = ua®
;
x?*1 = yua? = xaua = yaua = yua‘ = yx"
a to znadi da x° = yx. Dualno se dobija dé je y2 = Xy.

Na osnovu desno separativnosti od S imamo da svaki
SOt je desno kacelativna polugrupa.

(iv) se dokazuje kombinacijom (ii) i (iii) 4

1.6.4, Teorema. Neka je S poTumedia]na'polugrupa Sa
archimedovim komponentama Sa(aEY = S/os). Onda

(i) Ako je svaki S slabo kancelativna onda S je
separativna polugrupa

(ii) Ako svaki Su je levo (desno) kancelativna onda
S je levo {desno) seperativna polugrupa

(ii1) Ako svaki Sa je kancelativna onda S je levo i
desno separativna polugrupa.

Dokaz: (i) Neka je x° = xy = y°; x,y€S. Koristeci

definiciju za ¢ imamo da je
2 2
XUSX osxyasy Usy
to znaci da x = y i da x,y pripadaju istoj archimedovoj kompo-
nenti. |
2 . 2

(i1) Neka je.x®™ = xy i y° = yx; x,y&€S5. Na oesnovu

definicije za.qs_imamo da je
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x“sx2°sxy“sy””syz“sy
a to znaél da x = y 1 da x,y nalaze se u istu afchimedovu kom-
ponentu., Dualno se dokaZze za desnu kancelativnu polugrupu.

(iii) dokazuje se koristeci (ii) 4

1.6.5. Teorema. Neka je S polumedialna nolugrupa sa
2-ardhimedovim komponentama Sa(aEY = S/6 ). Onda

(i) S Jje separativna akko svékivsa je slabo kancela-
tivna.

(i1) S je levo (desno) separativna akko svaki Sa je
levo (desno) kancelativna,

(ii1) S je levo i desno separativna akko svaki S,

je kancelativna.

Dokaz: (1) Neka je S separativna 1 ax = ay i xb = yb
(a,b,x,yesa), tada

x? = ua‘y

za neki u,vesa i neN 1

x?*1 = yadvx = uavax = uavay = ua‘vy = x7y

a to znaéi da

x? = Xy

s druge strane

x? = wb?z

za neki w,zesa i neN. Dalje

x?*t1 = xwb?z = xbwbz = ybwbz = ywbzz = yX

a to znaci da x3¢= yX.
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Dualno se dobija y2 = yx i y2 = xy. Na osnovu sepa-
rativnosti od S sledi da je Su slabo kancelativna.
Obratno, neka je x° = Xy = yz, X,¥eS. Na osnovu defi-

nicija za o, imamo:

Xa )(20 Xyo 20 V
t t Y t‘y t-

il

ti. x,y pripadaju istom Sa a to znaéi da je x Y.

(1ii) Neka je S levo separativna 1 ax ay(a,x,yESu)
onda za neki u,VESa i n€EN imamo

2
x? = ua‘vy

iz ove relacije sledi

n+1

2 2
X = ya“vx = uvavax = uavay = au“vy = x'y &to zna-

¢i da je xZ = XY .

Dualno se dobija da je y2 = yXx. Na osnovu leve sepe-
rativnosti od S imamo da S, Je levo kancelativna.

Obratno, neka je x? = Xy i y2 = yX3 X,Y€S. Na osnovu
imamo

definicije za o,

2 | 2
xatx otxyatyxaty aty
tj. x,y pripadaju istom S, 1 x = y na osnovu levo kancelativ-

nosti. Dualno je za desno seperativnu polugrupu.

(iii) se dokazuje analogno sa (ii) 4



[I. LEVO DISTRIBUTIVNE POLUGRUPF

U ovom de]q razmatracéemo levo distributivne polugru-
pe. U radu [29] dati su varieteti levo distributivnih polugru-
pa, u radu [ 3], [4] i [30] date su splei levo distributivne
polugrupe, s]bbodne levo distributivne polugrupe i konacCno

generisane levo distributivne polugrupe.

2> 1 NEKI REZULTATI LEVO DISTRIBUTIVNIH
POLUGRUPA

Polugrupa S naziva se levo distributivna ako zadovo-
1java

(¥x,y,ZES)(xyz = Xxyxz).

Varieté levo distributivnih nolugrupa obeleZzavamo
sa L tj. I = Mod(xyz = Xyxz). .

Neka je S polugrupa. Relacije p(s) i q(S) definisa-
ne na sledeéi nadin

(a,b)€Ep(S) akko ae = be;
ed

|

(c,d)€q(S) akko ec

za svaki e€S su kongruencije.

Neka je
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R = LNMod( xy = xyx)
T, = LNMod(xy = xzy)

T = LnMod(xy® = xzyz)
R = LnMod(xzy = xzyz)
A = LNMod(xyz = uvw)
A, = LMod(xy = uv)
I* = LNMod(x = x?).

2.1.1. Lema. Neka je S€L, Onda:-

(i) aba, ab2, a3€Id(S) za sve a,besS,

(i1) Id(S) je levi ideal od S.

(iii) S zadovoljava sledec¢e identitete
YYZ = XYyXZ = xyzz,

v = x%y,

o {xy)? = xv? = xy?, n 2.

(1\') S/p(S)ERI i S/CI(S)ETI

(v) Za n> 2 preslikavanje a—-a” je endomorfizam
u S akko SET
(vi) 1d(S) je ideal u S akko S CId(S) akko SER
(vii) Skup I(a,b) = {c|ac = be} je il1i prazan ili
desni ideal od S za sve a,be€sS.

(viii) Skup K(a,b) = {c|lca = cb} je i1i prazan ili

levi 1deal od S za sve ab€sS.

ababa = abaa = aba
3

Dokaz: (i) (aba)(aba) = abaaba

tj. aba€ld(S), analogno se dokazuje za ab? i a
(ii) Neka je i€Id(S) i s€S onda

Csiesi = sii = si tj. si€ld(S). 1d(S) je dakle

levi idal od S.
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(i11) Xyz = Xyxz = (xyx)zz = XYXXYXZ = XYyyXZ =
= XyyzZ = xyzz. |

Analogno se dukazuju ostali identiteti.
(1V)S/p(S)ERI akko (xy,xyx)ep(Ss)

akko xye = xyxe = xye za sve e€S

2
S/q(S)eTI akko (xy,x“y)eq(Ss)
akko exy = ex“y = exexy = exey = exy

za sve e€S,

(v) Neka jen= 31 f(a) = a® i SET, onda

F(xXy) = XYXyxy = XYyyXy = XXyyxy =
3 3
xX"y” = f(x)f(y)

tl

= XXYYY
Analogno se dokazuje za n> 3.
(vi) Neka je i€ld(S) i s€S onda
. N s . e 2 . .2 2
is.is = (isi)"s = isiisis = isiis” = isi s =
.. .2 2 .2 :
= isis = i'§ = 1's = is.
Id(S) je dakle desni ideal od S.

Na osnovu (ii) sledi da je Id{(S) ideal od S.

(vii) Pretpostavimo da I(a,b) # ®. Neka je c€I{a,h)
i s€S, Onda ac = bcAs = s i acs = bcs tj.
cs€l(a,b).

I(a,b) je desni ideal od S.

(viii) se dokazuje analogno sa (vii) 4

2.1.2. Lema. Neka je Ser. Onda:

(i) S€4 akko card(I1d(S)) = 1

(ii) Ako je Se€T i f(a) = a® onda svaki blok od kerf
je poiugrUpa iz 4

(iii) Ako je SE€ER onda S/Id(S)EA
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(iv) Ako je SE€RNT onda kerfﬁ(Id(S)xId(S)U&S) = 8¢

(v) Ako je S€RNT onda S je pod direktni proizvod
jedne polugrupe idempotenata i1 polugrupe 1z 4.

Dokaz: (i) Ako je S€A onda 0€S i Id(S) = {0},

Obratno pretpostavimo da card(Id(S}) = 1. Na osnovu 2.1.1.(1)

imamo da aba = ab? = a° a to znali da S zadovoljava xyz = uvw
tj. S€A.

(ii) Neka je Se€T i f(a) = a’

.U 2.1.1(v) dokazali
smo da f je endomofizam. Neka je B jedan blok od kerf. Neka
su a,b,€Id(B) i a # b. Tada abeld(B). Kako akerfb akko a = b,
to card(B) ='1, tj. Be€4.

(iii) Kako S€R onda Id(S) je ideal u S. Zbog toga
S/Id(S)EA pri.éemu Id(S/Id(S)) = {Id(S)}-

(iv) Neka je SE€ERNT onda za svaki Xx,y&€S vazZi:

xkerfﬁ~1d(s)y e f(x) = f(y) A (x,y€ld(S)vx = y)

o x3 = y? A (x,yeld(S)vx = y)

< Y y_E&

S
(v) Neka je SERNT, onda na osnovu 2.1.2(iv), S Je
poddirektni proizvod od Id(S)xS/ID(S) jer

g : S>1d(S) x S/Id(S)
gde “Id(S):S'+S/Id(S)' definisan sa
g(s) = (f(s)tﬂld(s)(s))
je jedan hdmomorfizam od S u Id(S)xS/Id(S)#
2.1.3. Lema. Neka je S€r . Onda
(i) S?cld(S), 1d(S) je ideal i S/1d(s5)A
(ii) S€ER 1 S zadovoljava identitet xy = xy2 = XyX

(iii) S/q(S)EIf
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Dokaz: (i) Neka Jje S€R . Kako Qy = xyx Id(S)
te na osnovu 2.1.1.(i),..sledi Szc:Id(S).
" Neka je i€Id(S) i s€S onda is-is = isi = is tj.
1d(S) je ideal u S i S/1a(s) <A

2 2
XXYYX = XXyy = XY

(i) xzy = XXY = XXYX = XXYyXX
tj. SER.

Xy = XYyX = XYXyX = XyXy = xy2

(ii1) Neka je x&€5, kako

2
ex

gx = exe = exee = exexe exex

L] - . *
to imamo da je S/q(S)EI A

2.1.4. Lema ([ 29)). Neka je S€I., Sleded¢i uslovi su

ekvivalentni

(i) S zadovoljava identitet xyzx = Xzyx
(ii) S je medialna polugrupa

(iii) S je levo i desno distributivna 4

2.1.5. Lema ([ 29)). Neka Jje S'jedna polugrupa. Sle-

de¢i uslovi su ekvivalentni:
(i) SerR 1 S je medialna polugrupa

(ii) S je levo i desno distributivna 4

2.2. SPLEI LEVO DISTRIRUTIVNE POLUGRUPE

2.2.1. Lema. Neka je SE€L, Slede¢i uslovi su ekviva-

lentni

1l
>
=
-
b4
<
|
>

(i) S zadovoljava identitete x°y

(ii) S zadovoljava identitet x°y = xy°
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Dokaz: Ako vazi uslov (i) onda je oZigledno da vaZi
uslov (ii).

Obratno, neka vazi (ii) tj. x°y = xy? onda x3y = xZy?
u levu distributivnu polugrupu x3y = x3y i imamo

xy2 _ x2y - X3y = x2y2 A

Neka je X = LﬂMod(xy2 = x2y). Ako je SE€INL onda SEX
i ako S€4 onda SE€X, Syaki direktni proizved jedne INL polugru-
pe 1 jedne A polugrupe je K polugrupa. Ove potltugrupe nazivamo

spiej polugrupe.

2.2.2. Stav. Neka je S€k., Onda
(i) Id(S) je ideal od S.

(ii) abc€ld(S) za sve a,b,ceS
(111) A(S) = S/p4(5)4-

Doka=z: (1) Kako za a€S, imamo

a’.a? = (aa?)(aa?) = a(a“? a) = a°

}
s 1)
i

= (aaz)(aa) = a(a2-a) = a3 "=

= {a.a)(a.a) = a{a.a) = a

to sledi da a’eld(S) a to znaci da je 1d(S) # @.
Neka su é,beld(S) 1 c€S. onda

cb.cb = c.bb = ¢cb tj. cbeld(S) i

bc-bc = bb.c = be tj. bceld(S),
Sto znac¢i da je Id(S) ideal od S.

(ii) Neka su a,b,ceS. Onda

abc = abac = aba®c = aba’c = abacabc =
= abcabc tj. abceld(S),
(ii1) Neka je ful, [Vv], [w]eS/Id(S) Onda, na osnovu

(11) sled1 da je uvweld(S) tj. [uvw] = Id(S) a to zna&i da je
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2.2.3. Stav. Neka Jje S€Ex. Tada:
(i) Preslikavanje f:a->a’ je endomofrizam od S i
F(S)C Id(S).

(i) kerfﬂ~1d(s) = B¢
(gde je HId(S) odgovarajuca kongruencija po ideaifu Id(S)).
‘Dokaz: (i) Kako za a,beS vazi

a’b? = ab’ = a’b.b’ = ab®.b? = ab? = ab’ = (ab)?,
to imamo da je f endomorfizam od S, S druge strane za svaki
acs , aBEId(S) Sto znac¢i da je f(S)cC Id(S).

(ii) je ocigledno 4

2.2.4. Pogledica. Svaka K polugrupa je poddirektni

proizvod'jedne IﬁL'polugrupe i jedne 4 polugrupe.

2.2.5, Posledica. Svaka poddirektno nerazloZiva K
polugrupa je ili [ pa]ugrupa 111 4 polugrupa.

Za S€K i a€ld(S), neka Jje

A(a) = {beS|f(b) = a} = {beS|b’ = a} tada vaZi
sledec¢i stav.

2.2.6. Stav. Neka je S€K i a€ld(S). Onda

(i) A(a) Jje podpolugrupa od S,

(ii) A(a)} je 4 polugrupa

(1i1) A(a) je izbmorfna sa jednom podpolugrupom od

A(S).

(iv) Ako su a,, a,€Id(3), a #a,, onda A(ai)hA(a2)=¢.

1
Dokaz: (i) Podto je f endomorfizam-od S, to A(a) je

. podpolugrupa od S,
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(ii) Za b,c,d€A(a) imamo da je bcd€ld(S) i
bcd = f(bcd) = a = a. [ bed = a sledi da je
A(a) 4 polugrupa. -
(iv) Sledi trivijalno jer za svaki a€S vaiZj
A(a)nId(S) = {a} &
2.2.7. Stav. Neka je S€K, Oncda S Je desno.distribu-
tivna po]ugrUpa akko Id(S) je desno distributivna polugrupa.
Dokaz: Pretpostavimo da je S desno distributivna tj.
da vaz?i abc = acbc za sve a,b,c€S. Onda to vazi i u Id(S) jer
Id(S)cS i 1d(S) je podpolugrupa od S,
Obratno, pretpostavimo da je 1d(S) desno distribu-
tivna polugrupa onda za a,b,c€S imao-
abc = f(abc) = f(a)f(b)f(c) = f(a)f(c)f(b)f(c)

= f{acbc) = acbc,

i

Na taj na&in smo dokazali da je S desno distributivna polu-
grupa 4

2.2.8. Konstrukeija: Neka je Sex il= 1d(S). Onda
IEIOL, i S je disjunkna unija 4 polugrupa A(a), a€l.

Neka su a,bel. Ako je c€A(a) i deA(b), onda
f(cd) = f(c)f(d) = ab i c¢deA{ab). No, imamo presiikavanje
g, , °d A(a)XA(b) u A{ab) data sa

ga’b(c,d) = ¢cd

Za ael, neka jJe |

Ala,2) = A(a)-A(a}) = cd c,deA(a)

Ala,1) = A(a)\A(a,2).
Ako je bel, ceA(a,2), deA{b) onda cdel.A(ab) = ab i cd = ab.
Analogno se dokazuje da je dc¢ = ba tj. vaZi

(1) 9, ,(A(a,2)XA(b)) = (0,,3 = g, (A(2)XA(b,2))
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(gde smo sa 0_, obelezili nulu od A(ab), 0_, = ab).
Za a€l, neka je
Z(a) = {ceAfa)ch(a) = {Oa} = A(a)cl
0¢igledno je da A(a,2)C Z(a). Ako je b€l,ceA(a,l) i d€A(b,1)

onda ab€Z{ab). Na taj nacin imamo

(2) g fA(a,1)XA(b,1))<c Z(ab).

Na kraju, neka je

P(a,b) = (Z(ab)-{0_,})ng_ ,(A(a,1)XA(b,1))
Ako je c€l, i€P(a,b) i e€A(c), onda
de = 0_, . i ed = Ocab'

Prema tome

Aco je P(a,b) # ®, onda:.

{0 }

abc

Ja (P(a,b)XA(c))
(3) 5

(A(c)XP(a,b)) = (0 . }.

:’c,ab cab

Dbratno,;eka je Iernp i A(a),acel familija disjunktnih 4 polu-
gfupa. Za svaki a,bel,a # b, neka je dato preslikavanje ga’b
od A{a)XAjb) u A(ab) i neka su A(a,t), A(a,2), Z(a), P{(a,b)
gore defiyisani skupovi. Pretpostavimo da se uslovi (1), (2)
i (3) zadwoljavaju za sve a,b,ceA(S)a # b, ¢ # ab 1 neka je

S = UA(a)}Definiéemo operaciju * na S na sledeéi nacin:

xy ako x,y€A(a) i a€l

.X*y

Xk ) = g, b(x,y) ako x€A(a),y€A(b) i é # b.
. ,
Nije teSko viditi da Se€k, Id(S) =1 i za xeld(S), AS(*)(X) je
l.‘- .
jediaka sa A{a), kada x€A(a).
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2.2.9. Stav. Svaka X polugrupa konstruisana preko
jedne INL polugrupe i familije disjuuktnih 4 polugrupa je opi-

sana postupkom 2.2.8 4

2.3. SPLEI X POLUGRUPE

Neka Jje SGK, Kazemo da je S balansirana polugrupa
ako su podpolugrUpe-Aia) i A(b) izomorfne za sve a,b 1d(S).

0&igledno je da svaka Spléj K- polugrupa je balansi-
rana. Preciznije, ako je S splej polugrupa onda S je izomor-
fna sa Id(S)XA(a), a€ld(S) je proizvoljan.

2.3.1. Lema: Neka je S€X. Onda S je splei polugrupa
akko postoji jedna 4 polugrupa T i izomorfizam g_ od A(a) na
T, acld(S) tako da vaZi ga(c)gb(d)'; g, (cd) za sve ceA(a),
deA(b); a,beld(S) i a # b,

Dokaz: Ako je S splei polugrupa onda za T moZemo

uzeti A(S) a ostalo je ogigledno. Obratno, neka je

a(x) = (f(x)s9.,,,(X)) za sve XES

Onda g je jzomorfizam od S na IH(S)XT A

2.3.2. Lema: Ako je S€K i S€4 onda sledeci uslovi
su ekvivalentni

(i) S je splei polugrupa i A(a) Je 2 polugrupa (tjJ.
polugrupa sa nula multip]ikacijbm) za svaki a€ld(S).

(ii) S je splei polugrupa i cd€ld(S) za sve c,des,
cEA(a), deA(b), a # b.

(iii) S je balansirana polugrupa i A{S) je Z polu-

grupa.
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Dokaz: (1}=(i1i)={(1ii) je o&igledno. DokaZimo da
(i1i)= (i). Neka je a€id(S) i za b€ld(S) neka je 9, jedan izo-
morfizam od A(b) na A(a). Ako su b,c€lId(S), b # ¢, d€A(b) i

e€A(c), onda

i

a de)

g, (d) = g_(e) 9,
Konaéni rezultat se dobija na osnovuy 2.3.1 4

2.3.3, Stav: Neka je S€K tako da A(S) je Z polugrupa
i card(A(a)) = card(A(b)) za sve a,b€ld(S). Onda S je splei
polugrupa.

Dokaz: Proizilazi iz 2.3.2 imajuéi u obzir da dve 2
polugrupe su izomorfne ako su istog kardinala 4

2.3.4. Stav: Neka je S€k, 1d(S) kvazitrivialna i
card(A(a)) = 2 za sve a [d(S). Onda S je splei polugrupa.

Dokaz: Na osnovu 2.3.3 vidimo da A(S) je Z polugru-
pa. Pretpostavimo suprotno, onda cd€Id(S) za neki c¢,dE€S,
ceA{a), deA(b), a,beld(S). Tada a # b, cdeA{ab), cd # ab,
c # a, d # b. Tako imamo da je cdeA(ab)\{abl, ce€A(a)\{a} i
dsA(b)\ {b}. Kako Id(S) je kvazitrivialna, onda ili ab = a 11
ab = b. Ako je ab = a, onda c,cdsA(a)\{a} i ¢ = cd. ATi

2
02 = ¢ d

= ¢d? = ¢d = c, c€Id(S) i cdeld(S) a to je kontradik-
cija. Ana]ognb.sledi ako predpostavimo da je ab = b.

3‘3'51 Stav: Neka je'IEIﬁZ i Te4d. Pretpostavimo da
se najmanje jedas od s$ledec¢ih uslova zadovoljava:

(a) I je netrivialna i T nije Z polugrupa

(b) I rije kvazitrivialna i T je dvoelementna Z po-
lugrupa.
| (c) I je netrivialna i T je z polugrupa koja sadrizi

najmanje tri e]erﬁéﬁta.
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Onda postoji ne splei ba]ansiréna K polugrupa S tako

da 1d(S)=1 i A(a)=T,a€ld(S). |
| Dokaz: (i) Neka se zadovoljava (a). Razmatramo famf—

1iju A(a),éEI, koje su disjunktne 4 polugrupe izomorfne sa T
i obeleZimo sa 0a nula element od A(a). Neka je S = VA(a) i
ga’b(c,d) = Oablza sve a,b€l, a # b, cEA(a), dEA(Db). UCigledno
je da uslovi (1), (2) i (3) iz 2.2.8 su ispunjeni. Neka Je
S(=) odgovarajuca K polugrupa. Onda Id(S(=x) = I i AS(*)(x)='T.
S(*) je balansirana polugrupa. Sta vise, xxyeld(S(*)) za sve
X,yES i xxxxx # yxyxy. Kako T i A (S(*)) nisu Z polugrupe to
na osnovu 2.3.2(ii),(i1i) sledi da S(*) nije splei polugrupa.
(ii) Neka se zadovoljava (b). Razmatramo familiju A(a),a€l
disjunktnihldvU elementnih 4 polugrupasa nulom Oa i neka je
S = VA(a). Kako I nije tvazitrivialna, onda postoji a,b€l tako
da a # ab # b, tj. a # b.

Neka je A(a) = {Oé,x}, A(b) = {Ob;y} i
A(ab) = {Oab,z}. Onda elementi x,y,z su razli¢iti. Definisemo
preslikavanje 9. g od A(c)XA(d) u A(cd) za sve c,del, c # d
gde |

g, glusv) =0

u jednom od oyih s1uEajeva'
c=a, d=b, u-= x; vV = Y.
Neka je ga’b(x,y) = z. O&igledno je da su uslovi (1), (2),
(3) iz 2.2.8 ispunjeni u odgovarajuéu X polugrupu S{x). Onda
Id(S(*)=1 1 AS(*)(a) je dvoelementna A polugrupa.
Na kraju xxy = z€Id(S(*)), A(S(x)) nije A polugrupa.

Na osnovu 2.3.2(1), (iii), S(*) nije splei polugrupa.
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(111) Neka se zadovei:ava (c).‘Razmatrama familfju
A(a),a€l disjunktnih Z polugruc= jzomorfne sa T, 0, nula od
A(a) i neka je S = UA(a). Kako I nije triv{a1na, onda postoji
a,b€l, a # b. PodSto svaka A(c) sadrii najmanje tri elementa,
onda postoje xEA(a)\{Oa}, yEA(b}\{Ob}i ZEA(ab)\{Oab}tako da su
elementi x,y,z razli¢iti. Ostais se dokazuje na analogan nacin

sa prethodnim sludajem 4

2.3.6. Posledica: Neka je I€INL i T€4. Onda svaka
balansirana X polugrupa S gde Id{S)=1 i Ac(a) =T, a Id(S),
Je splei polugrupa akko se zadovoljava najmanje jedan od sle-
de¢ih uslova:

(i) 1 je trivialna

(ii) T je trivialna

(i1i) I je kvazitrivalna 1 T je dvo elementna Z po-

lugrupa.

2.4. VARIETETI LEVO DISTRIBUTIVNIH POLUGRUPA

U ovom paragrafu nave3cemo nekoliko rezultata koje
su date u radu_[29] a koji ¢e nam biti potrebni u naZem izla-
ganju.

Podvarieteti od INL po definiciji su:

I, = Mod(x=y), I, = Hod(x=xy),1€,= Mod(xfxz,xy=yx)

0
I, = Mdd(x=yx), I, = Mod( x=x?, Xyz = xzy)
I, = Mod{ x=xyx), I, = Mod(x=x2, XYz = yxz)
I, = Mod(x=x , xy = xyx), I, = Mod(x=x2,xyzx=xzyx)
Ig ?_Imgﬁ;ﬁMod(x=x2, XYz = Xyxz).



51

VaZzi sledeéi1 stav

2.4.1. Stav (12891 }:

(i) I,cI,CcI,CcI, CI,
II < I5 < IS
I,cI,cI,
Ip I, I, C1g¢ s
IOCIBCIBCIBCIE
(ii) Varieteti Tps wovs Iy su jedini podvarieteti
od INL a
Neka Je
A5 = 4 = Mod(xyz = u;)
A, = Mod(xyz = u_), A4, = Mod(xyz = u3, Xy = yx)
42 = Mod(xyz = uz, Xy = yX), A, = Mod(xy = zx) 1
4, = Mod{(x = ¥)
To da vazi:
2.4.2. Stav_ ([ 29]) ):
AOCAICA.?CABCAS
Ay C A, T 4y
(ii) Varieteti 4,, ..., 4, su jedini podvarieteti
od 4 4

Za svaki 0 < i <5 10« 3j<9 neka je

P .,z A, + 1,
s X J

Onda vaZi:
2.4.3. Lema ([ 289])
(1) P5’9 = TOR

(1) P, I.iP, . =4, A

’J J 1,0 1
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2.4.4. Stav (129] ). Svaki podvariete od TnR je jed-
nak sa jednom od sledec¢ih 44 varieteta:

L, = P = I = A

0 0,0 0 0

Ly =Fo,1 = 1y g = Pp g T 1o

Lio= Pr0 = Agor--ol1g=%5 0 7 45

Lyg=Pp go-rsly3 = Fy g

Lyg=Fy polps = By 7Py qulgg = By o7l = Py 570 5

Lyg=Py g % Py g2 Lbpg " Fy 57 Fy 5

L30Py 6 TPy 62 L3 =83 75F, 5

L3225 ¢ = Fy, 82 L3357 85,9724,

L3g™ Py g0 L35 = P53 17 P54 L35 7 P55

Ly,=F3 35 Fg 35l3g = Py gy = Pg 4ol =P3 5855

Lyo=7%3,6 =Py ogolyy = P37 Pg 50 Lyy = Py g5Pg

Ly3=F39=F5 o4

Neka su §, = DﬂMod(x2 = x3, xy2 = XYyX),

S, = LnMod(x2= x3), 33 = LﬁMod(xy2 = XyX) i S, = L.

Neka su 1< 1 <4171 0<3J<29. Obelezimo sa S4,j
klasu svih S€L za koje Id(S)EIj i neka je Si’j = Sins4,j

Tada vazi:

2.4.5. Lema (129])

(i) s, =8, 8,, 5, ¢ 5, ‘i §3C 8, = L

(ii) Si,j su podvarieteti od L i Si’jrﬁr = Ij

(111) 4, €85, . §, . T A4 4 Si,j’s‘?,hj

(iv) 8§, 58, 3583, 575,,570:5,4 0745753 ¢ L 8, 07475 o

Neka su R, = LNMod(xy = XyX), R, = LOMod( xy = xy2)
R, = RS, R, = RNS,, R, = RNS;, R, =R

Tada vazi:
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0< <9

sa jednim

sa jednim

sa jednim
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= M = 7y
2.4.6. Lema ([29]1). R, = R,NR,, R, = R NA,
A
R, + R, C R,
¥ . -é . =
Za 0 < j< 91 1= 6, neka je Ri,j S4,iji
2
T, = LNOMod(xy = x"y), r, =10, , T, = INL. Za
i 1< i< 3 neka jerT, .=8, ,NT,
1,7 4,7 i
A
2.4.7. Lema ([ 28] ). TI C T2 - T3

2.4.8. Stav ([ 291 ). Svaki podvariete od T je jednak

od sleded¢ih 62 varieteta:

2.4.10. Stav ([ 29}). Svaki podvariete od L je jednak

od sledeéih 88 varieteta:

LSI = 51!7, L = 5

33,7’L36"

g2 s Bogs Lgp = 5

Lg3 = Sy, 9:Lgy = 53,470

L 1,4°

85

Loreweolygzs Dyg = Ty 55 Dys = Ty 4olys = 71,6

Ly, =Ty 200y = Ty 5049 = Ty 4olsg = T3, 2005, 756
L5y = Ty,80053 = T2, 70054 = T3,45055 = T1,0:0567 73,5
Ly, = Tysg L53.= T3270h59 = Ty golgg = T3.826:17 73,9
2.4.9. Stav ([ 291). Svaki podvariete 0od R je Jjednak
od slede¢ih 80 varieteta:

Loseeeslggaligy = By 45 Lgy = B3 yslgy = By 4 ’
Les = By 5elge = Bg yolgy = Ry yolgg = By 75

Leog = Ry gilgg = By 5Ly = Bg 4oliyy = K3 5

L3 = By golyy = By, gl75 = Bg, 50076 = 85, 7>

L7 ° R4,9’L79 = Bg, gt Lyg = Bg o *
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SLOBODNA LEVO DISTRIRBRUTIVNA POLUGRUPA

Neka je FI X] slobodna polugrupa nad bezkonacnim

Razmatramo sledede podskupove od F[X]:

A =

B

(g m
i il

.0,

LrMod( v

{x,x
{x

{x

{

{x

{x

{ x

X

1.

s D) b e B b

- ) e

2

2

X

N

X

N

XZ.

2
Xz..

Lema.

. X

Il

» .x

3

A

3§

X ;..xniZ*in,x

x> | xeX}

1
X

-
o S R S R

IX

'EEE
X (25 n,X

.,anX su razlic¢iti}

|2 < < k <
Xyos o X Xy |2 n,1s<k-In,x

.xn+xki2<n,‘1=§k*in,x

1°°

1?°

oo X €X su razlicéiti}
...,anX su razlic¢iti}
...,xnex su razlicitil
.. ,XHEX su razliciti}

. ,anX su razlic¢iti}

(i) Neka su r,s€F[X]. Onda postoje

= M tako da

=5)

LNMod{p

1|

q)

(1) Neka su p,qEM tako da p # q. Onda L ¥ Mod(p=q)

Dokagz: 0Cigledan A

Za sve brojeve 0 < m < n, neka je

a(n,m)

a(n)

z{n)

= n(n-1)...(n-m),

Il
z a(n,m),

m=o0

I

mEoma(n,m).

je da vazi

a(n+1,m+1) = (n+1)a(n,m)

a(n+1) = (n+1)(1+a(n))

z(n+1)-=:{n+1)(a(n) + z(n)).
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Obeleiimo sa a(L,n) broj etemenata L polugrupe ranga n. VaZi

s ledeci:

2.5.2. Stav: a(L,n) = 4a(n)+2z(n)-n, za sve n=1.
Dokaz: Neka je X_ jedan n- elementan podskup od
FEX] i neka FH{XH] podpolugrupa od F{ X] generisana sa X . Neka

je An = Aan, analogno za ostale. Na osnovu 2.5.1 imamo:

~a(r,n) = card(An)+card(Bn)+card(Cn)
+ éard(Dn)+card(En)+card(Gn)
+ card(Hn).

gde card(An) = 3n,;

11
card(B_) = card(C ) = card(D ) = card(E ) = mgz(’;)m!
Il -' 1
= mgzn(n-1)...(nwm+ )
I
= mEia(n,m) = a(n)-n
nn
card{G ) = card(H ) = mgz(m)m!(m-1) =
Il
= mgz(m-1)n(n-l)...(nam+1)
= z(n)
Odakle dobijamo da je:
a(Z,n) = 3n + 4a(n) -4n+2z(n)
= 4a(n)+2z(n)-=n. Npr.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

a(z,n) 3 18 93 516 3255 23378 191793 1753608 17755371 197282010

A
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. I '
Za svaki n=0, neka je b(n) = = ;%. Kakao
m=o m.
1 = b(0)<2 = b(1)~:% = b(2)<b(3) ... imamo da limb(n) = e.
| i

Neka je b(-1) = 0.
2.5.3. Lema: a(n) = b(n-1)n! za svaki n=0.
Dokaz: Relacija se dokazuje indukcijom A

I1
Za svaki n> 0, neka je y(n) = mgob(m). Neka je

y(-1) = y(-2) = 0, Tada vaizi
2.5.4. Lema: z(n) = y(n-2)n! za svaki n>0.

Dokaz: Relacija se dokazuje indukcijom 4

"

_Z = e~b{(n)

Za svaki n> -1, neka je v(n) ‘1 é%

mn
11

i za n21, neka je'u(n) = mgjv(n), u(d) = 0. Onda

u(t)y<u(2)<... <1 1 Tim u(n) = 1.

Tada vazi:

2.5.5. Stav: a(L,n) = 2y(n)nt-2-n za svaki-n =1.
Dokaz: Na osnovu 2.5.2, 2.5.3 1 2.5.4 imamo:
a(L ,n) = 4b(n-1)nl+2y(n-2)n!l-n

= 2nl(2b(n-1)+y(n-2))-n

= 2n!i(b{n=1)+y(n-1))-n

= 2n1(b(n~1)+ é%r+y(n-1))—2-n

= 2ni(b(n)+y(n-1)) -2-n

= 2nly(n)-2~n A
2.5.6, Stav: a(L,n) = 2n2n!t-2-n+2{1-u(n))in!.
Dokaz: Na osnovu 2.5.5 i imajuéi u obzir da je

y{n) = ne+1-u(n), to neposredno sledi pomenuti rezultat &
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2.5.7. Poslediea. a(L,n)> 2nen!-2-n za svaki n>1

Sto vise

1im —alEan) . g
n*= Z2nen!-2-n

Naime, iz donje tablice vidimo:

n 1 2 3 4 5 6

2nen!-2-n 1,436... 17.746... 92,858... 515,-12>... 3254,938..,. 23477,856...

Neka su R LﬂMOd(XQY = X2Y2)

R, = LOMod( xy=xyx) 1 Rz = LNMod(xy = Xyz)

Tada vazi

2.5.8. Lema. (i) R, C R, CR

(ii) R, = Mod(xy = xyx).

Dokaz: Jasno je da Rz C R, Neka je SERI i x,YES,
onda imamo ,

Xy = XyX = (xy)x = (X.YX)(X,Y) = X(yX_Y) =
= (xy)(xy) = xy°

to znaci da S€AR . Jednakost R, = Mod(xy = xyx) je oigledna 4

2.56.9, Lema. BJ # R2 # R
Dokaz: Razmatramo sledeli grupoid A = {a,b,c,d}

d u ostalim slulajevima. Onda A€4 i AeRr.

ab = ba = ¢ 1 xy
OCigledno je da Aﬁﬁz. Razmatramo slede¢i grupoid B = {a,b},

aa = ba = a, ab = bb = b, Onda B je polugrupa desnih nula,

BeRz i BsERI A

Neka je V skup sledeé¢ih terma u F[ X]:
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XY XZ.Y: X.YQ; X,y X, £ #Y

.Y?YZ--- y , 1sis2,3<n; Yy reeos ynex suU razliciti

n

Y Yyeoo ¥ Y250, 1Sksn, 1<9<2, y, ...,y €X su

razliciti

2.5.10. Lema: (i) Neka su r,s€F[ X]. Onda postoje

0,q€V tako da RIMod(r = s) = RrMod(p = q)

1

AED A

(i1) Ako su p,qgeV tako da p # q, onda RCMod(p = q).
Dokaz: Sledi na osnovu 2.5.1 i 2.5.9 4

2.5.11. Stav: al(B,n) = n<+2a(n)+2z(n)

a(R,,n) = 2n - 2n’+2a(n)+2z(n)

a(RI,n) 2a{n) za svaki n=1,

Dokaz: Je analogan sa 2.5.2.4

Neka je T = LﬁMod(xy2 = xzyz) i

T, = LriMod(xy = xzy). 0digledno je da T, CrT

2.5.12. Lema: T1 #F T

Dokaz: Razmatramo polugrupu A iz 2.5.9. Onda Aer i

2.5.13. Stav:

a(T,n) = n2+2a(n)+22(n),

a(TI,n) = 2a(n)+2z(n),

a(ToR,n) = nZ+n+a(n)+z(n),
a(TjnRz’") = n+a{n)+z(n),
a(TlﬁRI,n) =_n+a(n) za svaki n=1,

Dokaz: Je analogan sa dokazmom u 2.5.2 a

Nekg su'Ia, .II, I2, I3, 14, I5, 1'6, I7, IB 1 Ig

kao u prethoan6m+paragrafu. Tada vazi:
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2.5.14. Stav. Za svaki nx= 1
a(Iosn) =1, a(II’ﬂ) = a(I3an) = 0
= 97_ - - n-1
a(Iz,n) = 27°-1, a(I4,n) a(I5,n) = n?
= n? =
a(IS,n) = n°, a(I7,n) a{n)
a(IB,n) = (n+n )2”'2, a(Ig,n) = n+z{n).

Dokaz: (O0c¢igledan 4

2.6. KONACNO GENERISANE LEVO DISTRIBUTIVNE POLUGRUPE

U prethodnom paragrafu odredili smo a(Z,n} i a{I,n)

3bili smo da

1im 320D o
n-o 2nlne

om paragrafu dokazademo da je

a{Z,n) = 2[nitn ]-n

7

Za realni broj r=0 (r<0), neka je [r] najveéi ceo
tako da[r] < r (r < [rl).

Za svaki n>»1 i m=>2, neka je

g(n,1) = 1,

g{n,m) = (n+2)(n+3) ... (n+m)+{n+3)}(n+4)...(n+m)+

oot (nem=-1Y(n+m)+(n+m)+1,
h{n,1)
h(n,m)

1 = {(n+1)-n,

(n+m)h(n ,m-1)-n.

2.6.1. Lema: Za svaki n=21 1 m=>1,

..(n¥m)~-ng(n,m) = h{n,m)
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Dokaz:

(n+1) ... (n+m)-ng(n,m} =

= (n+2) ... (n+m)-n(n+3) ... (n+m)-...-n(n+m)-n-1 =
= h(n,1)(n+2) ... (n+m)-n(n+3) ... (n+m)- ...-n-1 =
= h{n,2)(n+3) ... {(n+m)-n{n+4) ... (n+m)~ ...-n-1 =

= ... = h{n,m=1)(n+m)-n = h(n,m) a

2.6.2. Lema: la svaki n,m>1 vazi h{n,m)>m!
Dokaz: Indukcijom po m &

2.6.3. Lema:; La svaki n,m>1 va3i

(n+t1) ... (n+m)}-ng(n?m)

Dokaz: Na osnovu 2.6.1 1 2.6.2

2.6.4. Lema: Neka su n,m> 1, Onda

1:>_1_ + 1 —t .., + 1
n

n+ (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)...(n;m)

Dokaz: Datu nejednakost mnoZimo sa‘n(n+1)..,(n+m) 1
dobijamo (n+1)...{(n+m) >ng{(n,m) a to vaZi na osnovt; 2.6.3 4
2.6.5. Lema: La svaki n=2 1 va3i

i:>_l_ + — 1 + 1 + .

n n+t (n+1)(n+2 (n+1){(n+2)(n+3)

Dokaz: Za m> 1, neka je

k(n,m) = A i

n+1 | (n+1);..(n+m)

1

Na osnovu 2.6.4, H:rk(n,m) za svaki m. Takodje %:»k(n,m). Ako

je %-= k(n,~) onda

1+ 5= (n41)k(n,=) = T+k(n+l,=), tj.
1 k(e ey < ]
n i n+j
Sto je kontradikcija. Na taj nadin smo dokazali da je %>k(n,®)t
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Za svaki 0<m<n, neka je

a{n,m) = n(n-1} ... (n-m)

Tada vaii

2.6.6. Lema: Neka je 0<m<n. Onda

(i) a{(n+1l,m+1}) = (m+1)a(n,m)

(i) a(n+1) = (n+1)(1+a(n))

(iii1) z(n+1) = (n+1)(a(n)+z2(n))

(iv) z{(n) = (n-2)a(n)+n.

Dokaé: (i) a(n+t,m+1) = (n+1)n...(n+1l=-m-1) =
= (n+1)a(n,m)

(ii) Na osnovu (i) imamo
Il : : n
a{n+1) = I, a(n+l,m+1) =.a(n+1,0)+(n+f) man(n,m)

= (n+1)(1+a(n))

n ' n
z, ma{n+1,m) = (n+1) mzo(m+1)a(n,m)

(1i1) z(n+1) =

= (n+1)(a(n)+z(n)),
{iv) Dokazimo indukcijom po n. Stav vazi za n = 0.
z(0) = -2(0+40) = -2(a(0)+0);
Pretpostavimo da stav vaZi za n. Tada
z(n+1) = (n+1)(a(n)+z(n)) = (n+1)(a(n)+(n-2)a(n)+n)
= (n2—1)a(n)+n2+n = (n2-1)(1+a(n))+n+1

= (n=1)a(n+1)+n+1 tj: stav vaZzi za svaki n 4

2.6.7. Lema: Za svaki n> 1 vaii

nle-1 = a(n)+b(h) gdé_b(n)<:%
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Dokaz:
nte-1 = 2n!+3-4...n+4-5,, . .n+...+(n-1)n+n+b(n).
gde
b(n) = LI 1 — + ... v <l na osnovu 2.6.5.
n+1 (n+1)(n+2) n
Odavde sledi:
nle-1 = a(n,n-1)+a{(n,n-2)+a{n,n-3)+...+a(n, 1)+

+a(n,0)+b(n) = a(n)+b(n) 4
2.6.8. Lema: Za svaki n> 1 vaZi
a(n) = [nle-1] = Inle]l-1
Dokaz: Je oligledan na osnovu 2.6.7 A

2.6.9. Lema: Za svaki n=21 vazi

nl{n-2)e+2 = a(n)+c(n)
gde c(n) < 1- %

Dokaz: nl(n-2)e+2 = (n-2)}(2n!+3-4...n+...+(n-1}n+n)+

+ n+¢(n) = (n-2)a(n?)+n+c(n)

gde c(n) = (n—2)(—l— + 1 +_._){;HL§ A

n+1 (n+1)(n+2) n

2.6.10. Lema: 1a svaki n=21, vaii
z(n) = [n!(n-2)e+2] = [n!(n-2)e] +2
Dokaz: Za n = 1,2 je ocigledno a za n> 3 sledi iz
2.6.9. 4
2.6.11. Lema: Za svaki n=21, vaii
2nine-n+4b(n)-2c(n) = 4a(n)+2z(n)-n
‘gde 1<4b(n)+2c(n) <?2.
Dokaz: Na osnovu 2.6.7 i 2.6.9 imamo

4b(n)+2¢c(n) = 2n(—— + ‘ o)

| n+l- {(n+1)(n+2)
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gde po 2.6.5 imamo

1 Zn <X 4b{n)+2¢c(n) <2 A
n+1

2.6.12. Lema. Za svaki n=21, vazi
[Z2nine-n-1] = [2nlne]l -n-1 = 4a(n)+22(n)—h
Dokaz: Na osnovu 2.6.10 4

2.6.13. Lema: Za svaki n=Z 1, vazi
2intnel -n = 4a(n)+2z(n)-n

Dokaz: nlne = x+d{(n)

gde x je pozitivan broj i d(n) = LN n +...,

n+1 (n+1)(n+2)

1 d(n) 1. odakle

L

{2nine] = 2x+%1 i 2[n!ne] 2x. Ostalo je jasno na

osnovu-2.6.12. A
2.6.14. Teorema: La svaki n=>1 vaii
a(L,n) = 2l ntnej -n
a(I,n) = [nl(n-2)e] +n+2
Dokaz: 1z prethodnog paragrafa imamo da

a{L,n) = 4a(n)+2z(n)-n

a(I,n) = n+z{n)
Primenjujuéi 2.6.13 i 2.6.10 debijamo pomenute re-

2ultate 4



I1T1. DISTRIBUTIVNE POLYGRIPE

Neka je L = Mod(xyz = xyxz) tj. variete levo distri-
butivnih polugrupa i R = Mod(yzx = yxzx) tj. variete desno dis-
tributivnih polugrupa, onda polugrupa S naziva se distributiv-
na ako S€D = LNR, gde smo sa D oznacili variete distributivnih
polugrupa.

U ovom delu razmatracemo strukturu distributivne po-
lugrupe, stobodnu distributivnu polugrupu idempotenta, kons-
trukciju slobodne distributivne polugrupe preko jedne slobodne
komutativne polugrupe idempotenta i dva njena homomorfizma i

&
na kraju splei distributivnnu polugrupu.

3.1. STRUKTURA DISTRIBUTIVNE POLUGRUPE

3.1.1, Lema. Neka je€SeD. 0Onda

(1) abceld(S) za sve a,b,ceS

(11) Id(S) je ideal od S.

Dokaz: (i) Neka je a,b,cesS, onda

abc = abac = abcac = abcaabc = abcabc tj. abceld(S)

(i1) Neka je i€ld(S) i s€S onda

2

is.is = i = is tj. is€ld(S)

S
si-sT % si? = si tj. si€ld(s)
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odakle imamo daje Id(S) je i1deal u S.a
Razmatramo kongruenciju ”Id(S) po idealu Id{S) tj.
wId(S) = (Id(S)XId(S)U&S). Faktor polugrupu S/Nld(S) obeleZa-

vamo je sa A(S). Neka je n prirodni homomorfizam od S u A{(S).

3.1.2. Lema: Neka je S€p. 0Onda

(i) f:a~a’ je homomorfizam u S

(1) Flrgesy = Trags)

(i11) kerfﬁ~1d(s) = A
(iv) S je poddirektno razloZziva

Dokaz: (i) Neka su a,b€S, onda

f(ab) = = (ab)’ = ababab = abbab
| = abbb = ababb = aabb

= aabab = aaabb = aababb

= aaabb = aaabab

= aaabbab = aaabbb = a-b> = £(a)f(b)

(ii) Ako je i1€ld(S) onda f(i) = i’ = i t].

Flraes) = T1d(s)
(iii) Neka je a,b&€S i

akerfﬁwid(s)b akko akerfzka~1d(s)b

akko a = bA (a,b Id(S)V a b )
akko a = b,

akko (a,b)E&S

(ivy) Na osnovu (iii) a
3.1.3. Lema: Neka je Se€p. Onda A(S) je 4 polugrupa,
u ovom slucaju ulogu nule igra skup Id(S).

Dokagz: 0Cigledan &
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3.1.4, Lema: Neka je S€D. Onda S je poddirektni pro-
izvod jedne distr1but1vne polugrupe idempotenta i jedne 4 polu-
grupe.

Dokaz: Sledi na osnovu 3.1.2 7 3.1.3 4

Neka je SE€D. Definisemo skup A(a) za svaki aeld(S)
na sledeé¢i nacin:

Ala) = {x&€S|f(x) = al = {xESIx3 = a}

Tada vazi

3.1.5. Lema: Neka je S€D, Onda S je poddirektno ne
razloziva ako je ili polugrupa idempotenta il1i A polugrupa.

Dokaz: Sledi na osnovu 3.1.4.4

3.1.6. Stav: Neka je S€D., Onda

(i) Za svaki a€ld{S), Ala) je podpolugrupa od S, ona
je A polugrupa, a jJe nufa 1 ona je izomorfna sa jednom podpo-
lugrupom od A(S).

(i1) Ako je a€ld(S) onda A(a) je jedan blok od kerf
koJji sadrzi a, svaki blok od kerf je jednak sa A{a) za neki
aglid(s).

(iii) S = VA(a}, a€ld(S) je disjunktna unija.

. Dokaz: 0€igledan. 4

3.1.7. Posledica. Neka je SE€D, Onda S je disjunktna
unija A polugrupa.A

3.1.8. Stav: Neka je S5 jedna polugrupﬁ. Onda sledeci

usltovi su ekvivalentni

xzyz,xyz = XYXZ)

!

(1) S € Mod(xyuvy = xuyv, xzy

(ii) SeD
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Dokaz: (i) = (ii)

abc = abac = aabc = aabbc = aabbcc = aabcc =
= aacbc = acabc = acbc za sve a,b,ceS.
(ii) = (i)

abcd = abchd = abacbd = abacdb = ababcbd =
= acbd
Za sve a,b,c,dss.
3.1.9. Lema ([ 291). Neka je S polugrupa idempotenta.
Onda sledec¢i uslovi su ekvivalentni:
(1‘)‘ 5 e Mod(xy'zx = XZYX)
(ii) S € Mod(xyuv = xuyv)

(iii) SeD. 4

3.2. SLOBODNA DISTRIBUTIVNA POLUGRUPA IDEMPOTENATA

7

Neka je pE€F[ X1 onda sa var(p) obeleZavamo skup va-
riabla koje ugestvuju u p i sa o(p) odnosno (p)o obeleZavamo
prvu odnosno zadnju variabilu koje ufestvuju u p.

3. 9.1. Stav: Neka su p i g dva terma tako da

var(p) var(q) i o(p) = o(q) 1 (p)o = (q)o. Onda svaka dis-

tributivna polugrupa idempetenta zadovoljava identitet p = q.

Dokaz: Na osnovu 3.1.9.4

Neka je X neprazan skup i F[ X1 skup svih uredjenih
prava <<a,b>,M>, gde a,b€EMC X i card(M) <e . Defini3emo multi-
plikaciju na F[ X} na sledec¢i nacin

<<a,b> ,M> ,<<¢,d> N> = <<a,d>, MUN>

i neka je Y = {<<a,a>,{0}>]a€X}.
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3.2.2, Stav. Poiugrupa F[X]jé slobodna distributivna
polugrupa idempotenta i Y je njen sistem slobodnih generatora.

Dokaz: Neka je S jedna distributivna polugrupa idem-
potenta i f jedno preslikavanje od Y u 5. Neka jJje

<<a,b> ,M>EF[X] 1 M = {31""’ an}, gde A, . anex sy razli-

giti, a = a, i b=a_1ili a = b.

1 n
Neka je
g(<<a,b>,M>) =

= f(<<a1,a1>,{al}>)...f(<<an,aﬁ>,{an}>)-
f(<<b,b>,{b}> |
0¢igledno je da g defini3e jedno preslikavanje od F[X] u S,
$to vise g|Y = f i g Jje homoporfizam. Lako je videti da F[ X]
je distributivna polugrupa idempotenta. Neka je G podpolugru—
pa od F[ X] generisana sa Y. Pretpostavimo da G # F[ X]. Onda
<<a,b>,M> #G za neki <<a,b>,M>€F[ X].

Kako <<a,a>,{a}>-<<bjb>,{b}> = <<a,b>,{a,b}>€h,
onda postoji cEM tako da a # c £ b, Neka je N = M\{c} onda
<<a,b>,N>€G. Onda

<<a,b>,M> = <<Ka,c>,{a,c}>.<ka,b>,N>€G
to je kontradikcija. Dakle X je skup generatora od F[X] 4

3.2.3. Posledica. Slobodna distributivna polugrupa

-2
21 elementa 4

idempotenta sa n generatora ima (n+n)
3.2.4., Posledica. Svaka konaéno generisana distri-

butivna polugrupa je konacna 4
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3.3. KONSTRUKCIJA SLOBODNE DISTRIBUTIVNE POLUGRUPE
PREKO KOMUTATIVNE POLUGRUPE IDEMPOTENTA

Neka je (S,+) jedna komutativna polugrupa idempo-
tenta i ¢, ¥ dva njena homomorfizma koji zadovoljavaju slede-
¢e uslove

(1Y e =49, ¢ =V¥, v = ¥ 1 oP(x) = ¢¥(y) za sve
X,YES.

3.3.1. Lema: Neka je (S,+) komutativna poluqrupa
idempotenta 1 ¢, ¥ dva njena homomorfizma koji zadovoljavaju
uslove (1). U S definiSemo multiplikaciju na sledeé¢i nacin:

(2) xy = ¢(x)+¥(y)

Onda (S,) je distributivna polugrupa.

Dokaz: Neka su x,y,z2€S, onda

xyz = o(x)+¥(yz) = o(xX)+¥(e(y)+¥(2))

= o (x)+0lp(¥))+i(2] |
e(x)+¥{e{y) ) Hbe(x)+y(2)
o(xy)+¥(xz)

i

Xy XZ

yz-x = o(yz)+o(x) = v(o(y)+y(z))+y(x)
v(y)+te(v¥(z))+¢(x)
v(y)+tev(x)+od(2z)+¥(x)

e (yx)+¥(zx)

il

"

YXZX

na taj nadin dokazali smo da (S,-) je distributivna polugrupa A

Dalje Cemo konstruisati sliobodnu distributivnu poltu-~

grupu sa slobodnim sistemom generatora {xi},iel}~~f
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Neka je (F,+) slobodna komutafivna polugrupa idempo-

tenta sa slobodnim sistemom generatora
{a.Ju{b, lu{c,6 tu{d}, i€l
A 1 i

Neka (F,+) defini3Semo homomorfizme ¢ i ¥ na slededi

nacin
(3) o = [ 1 i A iog o= 1 oi

3.3.2. Lema: Homomorfizam ¢ 1 ¥ slobodne komutativne
polugrupe idempotenta (F,+) definisani.preko (3) zadovoljavaju
uslove (1) i (F,-) gde u»+" je definisana preko (2) je distri-
butivna polugrupa.

Dokaz: Homomorfizmi v i ¢ zadovoljavaju uslove (1)
za to §to to zadovoljavaju u sis%emu slobodnih generatora. Da
je (F,?) distributivna polugrupa to sledi na osnovu leme 3.3.14

3.3.3. Lema: Neka jef{ai}, iel jedan sistem slobod-
nih generatora. Onda (F[ai,iel],') gde ,-" je definisana pre-
ko u+" je-s]bbodna distributivna polugrupa sa slobodnim sis-
temom generatora {ai},iel.

Elementi 1z F[ai,iEI] su oblika

n r-1 nr
= 1 I
(4a) W, aij(k=2aik)air’ gde A, # aiu za v # u
o ] €{1,2}.
il LR L (1,27
r
(4b) W, = ail(kg2aik)ai1, gde aiv # aiu za v # v
Neka su
m, s—1 m
(5a) w_ = a.(.nm a, )a.t

111
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5

. ] s
(5b) W, ajj(l=zaj1)aj1

H

iz w, = W, sledi da r s i ai1 = ajl, n, =m,

tako da izrazi a) i1i b) ostaju oblika

r-1 s-1
(6) N, a, i H_ o a,
k=2 lk 1= 7,
Kako za w, # ai1 iw, ¥ ajz imamo
= . +d+y : = . +C .
W, ¢(a11) d+¥(a; ) b11+d Ci
.i
W, = v(a )+d+3.-5*‘(ﬂ,F ) = b, +d+cC.
1 5 1 js
iz w, = w, dobijamo da i, = j, i i_ = J_, a to znali iz (6)
dobijamo da aik = ajk, ir=s,n, =m, 1 n_=m

Déigledno je da za konstrukciju (Frai,iEI],-) nismo
uzeli minimalnu komutativnu polugrupu idempotenta (F,+).
Neka je (F,+) slobodna komutativna polugrupa idempo-
4

tenta sa slobodnim sistemom generatora
falu{blu{clu{d}

Neka su v i ¢ homomorfizmi od (F,+) definisani na

cjedeéi nacin

Dcigledno je da ¢ i i zadovoljavaju uslove (1).

3.3.4, Lema: (Fla,c],*) je slobodna distributivna
polugrupa sa slobodnim sistemom generatora {a}u{c} gde multi-

plikacija je data preko (2),
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Dokaz: Svi elementi od Fla,c] su oblika
a®.c”,ame?,c"a™,a"c%a i ¢"a"c  gde 1<n,m< 3
jer koristeéi (2) dobijamo da su to razliciti elementi u (F,+)

pa time oni su razliciti 1 u (Fla,bl,*) A

3.3.5. Posledica. Konaino generisana distributivna

polugrupa je konacna 4

3.4. SPLEI DISTRIBUTIVNA POLUGRUPA

U paragrafu 3.1 videli smo da distributivna polugru-
pa je poddirektni proizvod jedhe polugrupe idempotenta i jedne
A polugrupe. Direktni proizvod jedne polugrupe idempotenta i
jedne polugrupe nazvali smo je splei polugrupa. U ovom para-
grafu razmatracemo sp]ei distributivne polugrupe. NaveScemo
nekoliko tvrdjenja Eij{jdokaz je analogan sa splei levo distri-

butivnim polugrupama tako da njihov dokaz necemo jzvesti sem

2to cemo navesti sa kojom tvrdjenjem je analogan.

3.4.1. Konstrukeija. Neka je Sep onda na osnovu
3.1.6.(iii) S je disjunktna unija A polugrupa A(a),ael.

Neka su a,bel = 1d(S). Ako je ceA{a),deA(b) onda
f(cd) = f(c)f(d) = ab (gde fra->a’) i c,deA(ab). To znaci da

imamo preslikavanje g¢ :A(a)XA{b) > A(ab) definisanu sa
a,b

’

garb(c,d) = ¢d

koja zadovoljava uslove (1), (2) i (3) navedeni v 2.2.8. Obhr=a-

tno, neka je lep i A(a),aeI-famiIija disjunktnih 4 polugrupa.
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Za svaki a,b€l,a#b neka je dato presiikavanje q_ b:A(a)XA(b)*
~A(ab) koja zadovoijava uslove (1), (2) i (3) iz 2.2.8 za sve
a,b,c€EA,a#b ¢ # ab 1 neka je S = UA{a). Definisemo operaciju

* na S na sledec¢i nacin:

Xxy = xy ako x,y€A(a),a€l

X* Yy ga’b(x,y) ako x€A(a),y€A(b) i a # b.

Lako je videti da Sep, Id(S) =1 i za x€ld{(S) A (x) je jed-

S(*)
naka sa A(a), kada x€A(a).

3.4.2, Stav: Svaka D polugrupa konstruisana preko
jedne IND polugrupe i familije disjunktnih A4 polugrupa opisa-

na je postupkom 3.4.1. &

3.4.3. Lema: Neka je S€D, Onda S je splei polugrupa
akko postoji jedna A polugrupa T i izomorfizam ga:A(a)-*T,
a€ld(S) tako da vazi ga(;)gb(d) = gé’b(cd) za sve c€A(a),
deA(b); a,beld(S) i a # b.

Dokaz: Analogan sa dokazom 2.,3.1. 4

3.4.4. Lema: Ako je S€D i S€4 onda sledecdi uslovi su
ekvivalentni.
(i) S je splei polugrupa i A(a) je Z polgruna,
ac€lid(s) |
(ii) S je splei polugrupa i cdeld(S) za sve c,deS,.
ceA(a), deA(b), a # b.
(ii1) S je balansirana polugrupa i A(S) je z polu-
grupa.

Dokaz: Analogan sa dokazom 2.3.2, &
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3.4.5. Stav: Neka je S&€D tako da A(S) je Z polugru-

pa i card(A(a)) = card(A(b)) za sve a,b€Id(S). Onda S je splei

polugrupa.
Dokaz: Analogan sa dokazom 2.3.3 4

3.4.6. Stav: Neka je S€p, 1d(S) kvazitrivalna polu-

grupa 1 card(A(a)) = 2 za sve a€ld(S). Onda S5 je splei polu-

grupa.
Dokaz: Analogan sa dokazom 2.3.4.4

3.4.7. Stav: Neka je leInp i Tea. Pretpostavimo da

najmanje jedan od sledeéih uslova se zadovoljava:
(a)- I je netrivialna i T nije Z polugrupa
(b) I ﬁije kvazitrivialna i T je dvoelementna Z

polugrupa.
(c) I je netrivialna i T je Z polugrupa koja sadrzi

najmanje tri elementa.
,
Onda postoji ne splei balansirana p polugrupa 5 ta-

ko da 1d(S) =1 i A(s) =T, acld(S).

Dokaz: Anologan sa dokazom 2.3.5, o

3.4.8. Posledica: Neka je lerInp i Ted4. Onda svaka

balansirana D polugrupa S gde Id(S) =1 1 As(a)==T, acld(S), je

Lsp]ei polugrupa akko se zadovoljava najmanje jedan od sledecih

uslova:
(i) I je trivialna
(ii) I je trivialna

(iii) 1 je kvazitrivialna i T je dvoelementna / po-

lugrupa. A
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J6 k8t8 punim jan shaqvrtuar qjysmégrupef-media1g
dhe pérgjitsimet e tyre, Eshtd dhéng pérkufizimi i qjysma-
qrupeve qjysnémediale, karakterizimi i gjysméarupeve ajvsmi-
nediale p8rmes najysmé€arupeve t8. Archimedit, "18 tutje ianad
shqayrtuar qjysméqrupet e majta distributive, snlei ajvsmid-
qrupet e majta distributive, 1jysméqrupet e lira t8 majta
distributive, giysméqrupet e majta distributive me ajenerator
té fundém, ajysmégrupet distributive dhe splei ajysméarupet

distributive.

ABSTRACT

In these the-+is the medial semi-aroups and their
generalization are studied, it is qgiven the definiticon of
semi medial semi aroups, semi medial semi nrnups characteri-
zation by means of Archimedi semi arours. The left distribn-
tiv semi groups, the splittina 1oft distributiv semi aronuns,
free left distributiv semi aroups, the left distribuntiyv semi
qrouns with finite generators, the distrivafiv §emi Arouns
and splitting distributiv semi narnups are also treated,
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