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O, UVQOD

Termin semigrupa, prvi je uveo istaknuti francuski mate-
maticar SeZye u B-moj'strani objavlijene knjige (Séguier J.A.,
Elements de la Theorie des Groupes Abstraits, Paris, 1904).

Prvi kratak rad o semigrupama objavio je Dikson (Dicson L.E.,
On semi-groups and the general isomorphism between infinite
groups, Trans. Amer. Math. Soc. 6(1905) 205-208).

Razvo] teorije semigrupa datira od 1928. godine, nakon
$to je A.K. SusSkijevid¢ abjavio rad "Uber die endlichen gruppen
obne das gesetz der eindeutigen umkehrbarkeiﬁ", Math. Ann., 99,
30-50. U tom radu, pored ostalog,lautor tvrdi da svaka konadéna
semigrupa sadrzi "jezgro" (prost ideal), c¢ime je okarakterisao
klasu kona&nih prostih.-semigrupa. U vezi s tim, i jo3 nekim poj-
movima teorije semigrupa, Suskijevil& je objavio knjigu - Teorija
obobséenih grup, Harkov -—Riév 1937 godine.

Dalje prouc&avanje i produbljivanje znanija iz oblasti semi-
grupa nastavljeno je radovima matematicdara Risa:

Rees D., 1) On semi--groups, Proc. Cambridge Phil. Soc.,

36 (1940) 387-400; 2) Note on semi-~groups, Proc. Cambridge Phil.
Soc., 37(1941) 434-435; 3) On the ideal structure of a semni -
group satisfying a cancellation law, Quarterly J. Math. Oxford,
Ser., 19(1943) 101-108; 4) On the group of a set of partial
_transformations, J. Lond. Math. Soc., 22(1948) 281-284. Autor
ovih radova je uveo pojam matrice nad grupom s nulom i reprezen -

taciju semigrupa sa semigrupom matrica nad grupom s nulom. Xo-



M)

risteci taj pojam, prethodni autor proudio klasu prostih semi-
grupa koje sadrZe primitivan idempotent i njihova svojstva.

U knjizi - Polugrup od autora E.S. Ljapina, izdate 1960.
godine u Moskvi, a potom u monografiji - The algebraic theory
of semigroups, Tom 1, 1961; Tom 2, 1967; izdate od autora A.
Clifford, G. Preston u Amer. Math. Soc., na sistematid¢an i sa-
zet nacin izloZena su najbitnija dotadasnja saznanja i rezul -
tati i1z oblasti semigrupa.

Zadnjih dvadeset godina, je period burnog razvoja teorije
semigrupa, kada je doslo do objavljivanja brojnih nau&nih rado-
va, monografija i knjiga:

~ M. Petrich: 1) Introduction to semigroups, Columbus,
Ohio 1973 godine; 2) Structure of regular semigroups, Montepe -
ler 1977 godine; 3) Inverse semigroups, John Willey i Sons,
1984 godine.

= J.M. Howie: An introduction to semigroup theory, London,

1976 godine, i druge.

-

-,

U navedenom periodu organizovani su brojni kongresi, sim-
pozijumi u inostranstvu i konferencije u zemliji iz oblasti semi -
grupa., Na svim tim skupovima saopsStavana su reSenja nekih od
proplema i postignutih rezultata iz oblasti semigrupa, a takodie
postavljeni i novi problemi.

VaZzno istadi da je matematidar jugoslovenskog porekla -
Petrich sedamdesetih godina ovog veka, aktualizirac oprobleme u
[ 11] koji su i ranije postavljeni: 1) ije-agabine jedne semi -
grupe imaju uticaja na njen translatorni omotaé?; i 2) koje
semigrupe i njihovi translatorni omota&i pripadaju istoj klasi?

Ovi problemi, prema matematilkoj literaturi koja je au-

toru ove disertacije bila dostupna, samo delimidno reSeni. Treba




istacdi na primer da je:

- Szdse (1957), pokazao da translatorni omota& polumreZe
je polumreZa;

~ Ponizovskii (1964) , pokazao da translatorni omotad in-
verzne semigrupe je inverzna semigrupa;

- Petricih (1973), pokazao da: a) translatorni omota® kan-
celativne semigrupe je kancelativna semigrupa, b) ako je semi -
grupa kancelativna i komutativna tada je i ﬁranslatorni omotac
takodje kancelativna i komutativna,

Predmet ove doktorske disertacije je_ispitivanje: Kada i
pod kojim uslovima jedna semigruPa'i njen translatorni omotad
pripadaju ili ne pripadaju istoj klasi semigrupa i koje osobine
jedne semigrupe imain uticaia na nijen translatorni omotad,

Materija ove disertacije je podeljena u tri dela:

— U prvom delu su navedeni poznati pojmovi i rezultati na
koje se vrsi pozivanije u &isertaciji. Osim toga, u ovom delu su
dati rezultati iz oblasti semigrupa koji su znadajni za problem
koji reSava ova doktorska disertaciija.

— U prvoj tacki drugog dela, dokazano je da translatorni
omotad trake ne mora biti traka (Primer II.1.3), 3to zna®i da
traka i odgovarajuc¢i translatorni omotad ne pripadaju uvek is -
toj klasi semigrupa (traka). Takodije, pbmenuﬁim primerom je do -
kazano da ako je semigrupa unija njenih podgrumna, da tada odgo-
varajuci translatorni omota? ne mora biti unija njenih podgruoa.
U drugoj tacki drugog dela, data je karakterizacija centra
C(£2(S)) translatornog omotaca semigrupe jedne klase. Koristedi
ovaj rezultat, dokazano je da se za takve semigrupe C(Q(S)) izo-

morfno potapa u Q(C(S)). Takodje, dat je dovoljan uslov da



C(si(5)) = 8(C(S)) (Teqrem II.2.10). Navedeni rezultati su ana-

logni rezultatima za translatorni omota¢ Q(E(S)) idempotenata

neke lnverzne semigrupe [1] . Zatim u ovoj ta*ki se dokazuje da

je CQ(S)(H(S)) = C{2(S)) za § = HO(I,G,M;P). U trecoj tacki

Y. ST i YL XY -

drugog dela dat je potreban i dovoljan uslov potapanja S u (T),
iI(T) u § za slabo reduktivan ideal T, slaboreduktivne semigrupe

S (Teorem I1I1.3,2 i PosledicalI.3.3).

RS T T LT T O h'“‘ \ -ore

— U prvo) tacki treceg dela, data je ekvivalencija izmedju

Cr L LSITERTE e

pojma desni (levi, dvostrani) idealni sloj i pojma R-(L~,%~)
klasa Grinovih relacija &(£,%) (Lemma IXI.l.1, Posledica ITI.1.2) |
Zatim, karakterisSe se tranzitivna reprezentacija konaZne inver—
zne semigrupe S pomocu slabo reduktivnog minimalnog ideala od
S 1 potapanja S u translatorni omota@ tog ideala (Teorem fII.1.3)
i ilustracija primerom (Primer III,1.4). U drugoj taéki.treéeg
dela dokazuju se neke vaZne osobine bilo koje kongruencije semi-
grupe u odnosu na translatorni cmotad te semigru?e i1 transla —
torni omotad faktorske semigrupé sa tam kongruencijom (Teorem
111.2.3). Zatim, se dokazuje da skup Svih w - kongfuencija semi-
grupe, Je kompletna podmreZa mreZe kongruencija te semigrupe
(Teorem'III.Z.lO). U trecdoj talki trecfeg dela, pokazano je da
translatorni omotaé bilo koje semigrupe moZe potopiti u grupu
ako je ta semigrupa potpo;jena (monomorfno uloZena) u neku gru-
pu (Teorem IIT.3.2). Nadalje u ovoj tadki autor ove disertacije
je pokuSao da refi problem [ 8]: Ako Je bilo koja semigrupa ulo-
Zena u neku inverznu semigrupu, dali se i njen translatorni omo-
tac moZe potopiti u neku inverznu semigrupu? _
Rezultati iz tacke II.2 (II.2,1-~II.2,14) pisani su kao i
¢lanak koji je primljen i nalazi se u Stampanje u "Matematidkom

Vesniku” u Beogradu,



Rezultati iz tacke II.4., i III.l su prikazani na 6 Konfe-
renciji "Algebra i Logika" u Sarajevu 18—16 Juna 1987. godine
i na medjunarodnom simpozijumu, Colloguium on Semigroup” u Se-
Jedu 24-28 Avgusta 1987. godine.

Rezultati iz tacke III.2. pisani su kao &lanak koji ije

primljen i nalazi se u Stampanje u "Proceedings of Conference

Algebra and Logics" u Mariboru.
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. DED

NEKT POZNATI POJMOVI 1 REZULTATI IZ TEORIJE SEMIGR(PA I
TRANSLATORNOG OMOTACA

1.1, POJAM SEMIGRUPE I POLUMREZE

L TR, Tk kbt R ey

Neka je S neprazan skup. Binarnom operacijom na skupu S

ot m

naziva se preslikavanje iz SxS u S, gde je

SxS = {(a,b) | a,besS}.
Ako se to preslikavanje oznadi tadkom (.), tada slika elementa
(a,b)E?S#S u S oznacava se sa a.b 1ili ¢esSdce . (tadka se zane-
mari}) pise se ab.

Neprazan skup S sa definisanom binarnom operacijom (.)
naziva se grupoid, i oznacdava se sa (S,.) ili S. Binarna opera-
cija (.) na grupoidu S naziva se asocijativﬁg (komutativna) ako
vredi a(bc) = (ab)c " (ab = ba) za sve a,b,c iz S. Grupoid S se
naziva semigrupa ako je binarna operacija (.) asocijativna.

Neprazan podskup Q semigrupe S naziva se podsemigrupa od
S ako je Q zatvoren u odnosu na binarnu operaciju datu na S, £ -
ako za svaku a,b iz Q vredi abe Q, Element S semigrupe S nazi -

2

va se idempotent ako je s“ = s. Semigrupa S se naziva traka

ako je svaki njen element idempotentan. Skup idempotenata jedne

semigrupe S oznacava se sa E(S).

Neprazan skup X sa datom binarnom relacijom parcijalnog
uredjenja <« takvu da za ma koja dva elementa x,vy e X postoji

najveda donja granica (tj. infimum) koja se oznadava sa xAY,



naziva se donja polumreza ili polumreZa. Analogno se definise
i gornja polumrezZza, supremum elemenata x i vy se oznafava
sa XVvy. Neprazan skup koji je donja i gornja polumreZa naziva
se mreza.

Komutativna traka S Je polumrezZza (donja), pri &emu je
parcijalno uredjenje & na S dato sa

ab.

asb=ap = ba = a (a,be S) i pri tome je aAb
Semigrupa S je globalno idempotentna ako za svako ae S
postoje x,y€ S, takvi da je a = xy (tj. 52 = S).

Neka je A:podskup semigrupe S. Skup

Ci(A) = {ses | sa = as, za svako ae€ A} = (a)

é?aCs
naziva se centralizator podskupa A. Ako je A = S, tada
CS(S) = C(S) = {s€ S| takvi da je sa=as, za svako aeS}
naziva se centar semigrupe S. BAko je A = {al}l, tada
C,(a) = {seS|] sa = as} naziva se centralizator ele-
menta a. AkO su neprazni skupovi CS(A), C(s) i Cs(a), tada
su oni podsemigrupe od S.

Semigrupa S se zove levo (desno) kancelativna ako za
proizvolijne a,beS i xe S iz xa = xb (ax = bx) sledi a = b.
Semigrupa S Jje kancelativna ako je i levo i desno kancelativna.

Semigrupa S se zove levo (desno) reduktivna ako za proiz-
volijne a, be S 1 svako xe § iz xa = xb (ax = bx) sledi a=b.
Semigrupa S5 je reduktivna ako je i levo i desno reduktivna.

Semigrupa S je slabo reduktivna (slabokancelativna) ako
za proizvoljne a,be S i svako (neki) xe S iz ax = bx i
Xa = xb sledi a = b, .

Schein [ 18, Def., 2.17] definiSe:Podskup H semigrupe S

se naziva slabo reduktivan (slabokancelativan) u odnosu na S



ako za proizvoljne a,b€ S i svako (neki) he H iz ha

hb 1
ah= bh s1ed1 a-=b.

Lako se pokazuje: Ako je podskup H semigrupe S slabo re-

duktivan u odnosu na S, tada je S slabo reduktivna semigrupa.

Obratno ne vredi.

1,2, IDEALI SEMIGRUPE, PROSTA SEMIGRUPA

Neprazan podskup A semigrupe S naziva se levi (desni;

ST T VSRR AN DA T T T T T T ST

dvostrani) ideal za S ako za ma koje se€S, a€¢ A je sae A
(as € A; sa,as€ A), Levi (desni; dvostrani) ideal za S Jje pravi
(striktni) ako je A # S.
Neprazan presek ideala semigrupe S je takodje idela za 's.
Neka je s ma koji element semigrupe é. Presek svih levih
(desnih;,dvostranih) ideala za S koji sadfﬁe s je glavni levi
(desni; dvostrani) ideal za S generisan sa S, Oznacavamo ih

sa L(s) (R(s); J(s)), Lako se proverava da je

L(s) = suSs = Sls (R(s) = sussS = SSl;.J(S)=SUSSUSSUSSS=81551)
gde je S1 = SU{1}, 1 je jedini®ni element u S.

Semigrupa S je levo (desno) prosta ako je S jedini levi
(desni) ideal Za.s. Semigrupa S je prosta ako ne sadr?i pravog
dvostranog ideala.

1;2;1. LEMﬁ. Neka je S semigrupa. Tada je S levo prosta ako i
samo ako Jje Sa = S za svako a€ S; S Je prosta ako i samo ako
je SaS = S za svako a¢€ S. .

Semigrupa S je levo prosta i desno prosta ako i samo ako

je S grupa.

Dvostrani (levi; desni) ideal M semigrupe S je minimalan




ako ne sadrzi pravi dvostrani (levi, desni) ideal za S. Ako je
A ma koji ideal za S istog tipa kao M, tada ili Jje MCA, ili Aje
MNA = @. Specijalno, dva razlidita minimalna ideala istog timna
su disjunktna. Kako, za ma koja dvostrana ideala 2 i B semigru-~
pe S Je ABCA 1 ABCB to postoji najvisSe jedan minimalan dvos-
trani ideal za S. Ako S ima minimalan dvostrani ideal K, tada
se K naziva jezgrom za S. Kako je K sadrfan u svakom dvostranom
idealu za S5, to je K presek svih dvostranih ideala iz S. Ako je
taj presek ‘prazan, tada S nema jezgro. Svaka kona&na semigrupa
ima jezgro.

AkOo je S semigrupa sa nulom 0, tada pojam minimalnog
ideala je trivijalan, naime, minimalan ideal je {0}. Za to se
uvodi pojam 0 — minimalnosti. Semigrupa S sa nulom ozna&ava se

Dvostrani (levi , desni) ideal M semigruve S = s© je
0 — minimalan ako je:

(1) M # {0},

(2) {0} Ije jedini pravi dvostrani (levi, desni) ideal
za S sadrZan u M.

Ako je M 0- minimalan dvostrani (levi, desni) ideal semi—

grupe S = s©, tada M? Je ideal istog tipa kao M i M2

tada je M° = M i1i M? = {0}. Odatle, ili je M2 = M ili je M

C M. Dakle,

nulta semigrupa. Jasno, presek bilo koja dva razlidita O—mini-—
malna ideala za S istog tipa je {0}.

Semigrupa S = s© je 0~ prosta (levo O0-—prosta, desno
0— prosta) ako:

(1) s? # {0},

(2) {0} je jedipi pravi dvostrani (levi, desni) ideal za S.
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[.2.2, LEMA, Z2a semigrupu S slededi uslovi su ekvivaitentni:

(1) 5 je levo (desno) 0- prosta,

(2) S\ {0} je levo (desno) prosta,

(3} za svako ae¢ S\ {0} de Sa S (as = 8).

[.2,3, LEMA, Za semigrupu S slededi uslovi su ekvivalentni:
(1) § je 0~ prosta,

(2) za svako ae S\ {0} je 8Sas = s.

1.2,4, TEOREM., Neka je M 0- minimalan (dvostran) ideal semi-
2

grupe S = §°, Tada, ili je M {0} ili je M 0- prosta podse-

migrupa za S.

1.2.,5, POSLEDICA, Ako semigrupa S sadrZi Jezgro K, tada je K

prosta podsemigrupa za S.

Neka je Q podsemigrupa semigrupe S. Najvecda podsemigrupa
za 5 takva da je Q njen ideal naziva se idealizator za Q u Si,
oznacava se iS{Q). Lako se pokazuje da je

i.(Q) = {ses| sa, ase Q za svako ae Q}.

I.3. REGULARNE I INVERZNE SEMIGRUPE

Ma koji element a semigrupe S Je regularan (potpuno re-
gularan) ako je a = axa (a = axa i ax = xa) za neko xe S;
S Je regularna (potpuno regularna) semigrupa ako su svi nijeni
elementi regularni (potpuno regularni). Jasno, ako je a requ-
laran element semigrupe S tj. a = axa za neko Xe S, tada su
ax.‘i xa ldempotenti i ax (xa) je leva {(desna) jedinica
elementa a; glavni levi (desni) ideal L(a) = Sla'(R(a) = aSl)

jednak je Sa (asS).

1+3:1+ LEMA, Element a semigrupe S Jje regularan ako i samo




ako, glavni levi (desni) ideal semigrupe S, generisan elemen-
tom a, generise se nekim idempotentom e tj. S a = S- e
(aS1 = eSl).

Elementi a i b semigrupe S su inverzni jedan drugo-
me axo je a = ana 1 b = bab. Jasno, da ako element a semigru-
pe S je regularan tj. a = axa za neko x 1z S tada je xax
jedan inverzan element elementa a. Dakle u jednoj semigrupi
jedan element mozZe imati viSe inverznih elemenata. Semigrupa
S se naziva inverzna semigrupa ako svaki njen element ima je-
dinstven inverzan element. Jasno, da su inverzne semigrupe
regularne semigrupe i da su grupe inverzne semigrupe. Dakle

klasa regularnih semigrupa je obimnija od klase inverznih semi--

grupa, a klasa inverznih semigrupa obimnija od klase grupa.

1.3.2. LEMA, Dva elementa semigrupe S su uzajamno inverzna
(obratna) za neku podgrupu semigrupe S ako i samo ako su oni

inverzni jedan drugome i komutiraju.

Sledec€¢i teorem([ 2]) karakteriSe inverznu semigrupu.
[.3.3., TEOREM, Za éemigrupu S slededi uslovi su evivalentni:

(1) S je regularna i ma koji dva njeni idempotenti komu-
tiraju,

(2) svaki glavni desni i glavni levi ideal semigrupe S
ima jedinstvenog idempotenta koji ga generige,

(3) S je inverzna semigrupa (t3j. svaki element iz S ima

jedinstven inverzan element).
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1.4, GRINOVE RELACIJE 1 IDEALNI SLOJ

Relacije L, ® i g definisane na semigrupu S sa:

alb = L(a) = L(b),
a‘ﬁbﬁ R(a) == R(b)r
a‘“jb“*J(a)=J(b), za a,besS

su Grinove relacije (ili ekvivalencije), na S. Lako se prove-

S =R i %= rng

rava da je L &= 6L . Prema tome, relacije.
su takodje Grinove relacije (ili ekvivalencije). Za ma koji
element a semigrupe S i 7 = £,ﬁ,?,$,m, T — klasa koja sadrZi
element a oznadava se sé Ta' Karakterizacija £ -, fR-, 7 -,
# - klasa data je sledeéim £eoremom 1 posledicom.

I.4.1. TEOREM, ([ 2, Teor. 2.18] ). Neka jJe a regularan ele-
ment semigrupe S.

(1) Svaki inverzan element elementa a sadrian je u D_ .

(2) - klasa H, sadrZzi inverzan element elementa a ako
_ A : A i _
1 samo ako svaka od obe klase R L@ i Rb La sadrzi idempo
tent.

(3) #- klase ne mogu sadrZati viZe od jednog inverznog

elementa za element a.

1,4,2, POSLEDICA. ([2, posledica 2.19]).

(1) Semigrupa S je inverzna akce i samo ako svaka £ -kla-
sa i @&-klasa sadrzZi samo jedan idempotent.

(2) Ako je D & - klasa inverzne semigrupe S, tada DOS -
toji takva obostrana jednozna®na korespondencija izmedju skupa
L -klasa sadrZnih u D i skupa ‘R -klasa sadr¥nih u D, tako da
L -klasi L korespondira se ® -klasa R ako i samo ako RNL sa-

drzi idempotent.
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Neka.je;y skup svih desnih ideala semigrupe S. Ljapin u
([l 7], GL.IV) definisao i karakterisao ekvivalenciju i ideal-
ni sloj jedne semigrupe, koje ¢€e ukratko biti izloZeno u nas-
tavku.

Elementi a,be S, su ; ekvivalentni (ili desno idealni
ekvivalentni) ako svaki ideal iz y koji, sadrZi jedan od ele-
menata a i b, sadrZi i drugi element. y - klasa ekvivalent-
nih elemenata iz S naziva se desni idealni sloj za S. Analogno
se definisu levi (dvostrani) idealni sloj semigrupe S.

Dva razlicita medjusobna desna (leva, dvostrana) ideala
semigrupe S, nazivaju se susednim ako jedan od njihMl sadrZi
dru.gogM2 i pri tome nsim.M1 iiM2 nepostoji drugi desni (levi,
OM” DOM,.

1 2
U III- delu, Lema 1.1 i Posledica 1.2 daju ekvivalentost

dvostrani) ideal M™ takav da je M

pojma desni (levi, dvostrani) idealni sloj semigrupe S sa poj-
mom &-, (£-,¥% -) klase date semigrupe S. -S obzirom na to i
definiciju susednih i-éeaia, moZe s& karakterisati &-(£-, 2 -)
klasa jedne semigrupe S;.tako-da.Teorema 2.9 iz([ 7, GL.IV]) mo-

ze biti preformulisana na sledeéi nadin:

I1.4,3, TEOREM. Podskup R(L,J) semigrupe S ¢e biti f-(e£-, .?'--)
klasa ako i samo ako vaZi jedan od slededa dva uslova:
(1) R je desni (levi, dvostrani) minimalan ideal za S;
(2) postoje dva susedna desna (leva, dvostrana) ideala

M, i M, za S, M, OM, tak?a da je R = Ml\Mz(L = Ml\Mz, J = M\M,).



1,5, REPREZENTACIJA SEMIGRUPE

Neka je X neprazan skup, g& (?;) skup svih parcijalnih
transformacija skupa X, levo (desno) zapisanih od argumenta,
u oznaci aXx (x27) za xe X, ae?x (u’egi). Sa da, rao ozna-
cava se domen respektivno kodomen parcijalne transformacije
a. Kardinalni broj ra ozna¢ava se sa rankce . U odnosu na

kompoziciju preslikavanja, 9' E—;) je semigrupa koja se zove

X
semigrupa svih parcijalnih transformacija skupa X levo (desno)
pisanih od argumenta. Specijalno, Ex(fi) oznacava semigrupa
onin parcijalnih transformacija « ef}‘x (a” eg;{_) za koje je
dom ¢ = X (dom o = X) i naziva se potpuna semigrupa transfor-
macija nepraznog skupa X, levo (desno) pisanih od argumenta.
Analogno, "TX (g‘;{) skup svih parcijalnih injektivnih transfor-
macija skupa X, levo (desno) pisanih od argumenta, je inverzna
semligrupa i naziva se simetriska inverzna semigrupa.—déevidno,
da gx(ﬂ;{) je podsemigrupa od g’x !'j'.;() Dalje, za”~ ueg'x tako
da je da==-ru = @, piSse se a=@ i naziva se nula element
u gx. Lako se vidi da jeg?{ = {uegx| ranko < 1} .

(5; ={q€ 3"}(] ranke < 1}) podsemigrupa od g’x (5;). Za uegx
domqg = Xl kodom a = XZ' Xl, XZ_(_Z_X, definiSe se identic¢na par-
-1 -1

cijalna transformacija 'i'X = @& 6 na X, odnosno 1y = @«
231 1 2

na X,, u ovom slucaju ¢ je inverzna parcijalna_injektivna
transformacija za © ,
Pfeslikavanje ¥ semigrupe S u semigrupu S” naziva se
homomorfizam ako vredi:
(ab) ¢ = (ay) (by) (a,be S),

- gde operacija mno¥enja u S i S° je ozna%ena istom oznakom (%to
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u opsStem slucaju ne mora biti). Ako je homomorfizam ¢ jedan-

jedan tada se on naziva monomorfizam,akc je homomorfizam o

preslikavanje na, tada se on naziva epimorfizam. Akc je «©
monomorfizam i epimorfizam tada se on naziva izomorfizam i u

tom sluCaju piSemo S=S”". Ako je S°= S i ¢ izomorfizam S na
5°, tada se on naziva automorfizam. Ako je ¥ homomorfizam se-
migrupe S u S5 tada se on naziva endomorfizam.

Ma koji nomomorfizam ¢ semigrupe S u semigrupu gx
X -neprazan skup, naziva se reprezentacija semigrupe S. Homo-
morfizam ¢ semigrupe S u ,Jk naziva se reprezentacija semi-
grupe S parcijalnim.injektivnim transformacijama skupa X. U
daljem radu, ovakve reprezentacije se krade nazivaju reprezen-

tacije semigrupa.

1) 2)

Vagner i1 Preston su pokazali da svaka inverzna semi-

grupa moZe se potopiti u neku simetrisku inverznu semigrupu.

Ovaj rezultat opisuje se slededom teoremom.

I.5.1. TEOREM., ([ 2, Teor. 1.20]). Proizvolina inverzna semi-

7
grupa S je izomorfna sa inverznom podsemigrupom simetriske in-

verzne semigrui:: 'QS svih obostrano jednoznaZnih parcijalnih
transformacija skupa S.

Jedan druQi prilaz reprezentacije semigrupe pomocu S-ba-
ze je dao Ponizovski([lSU, koji se opisuje u nastavku.

Semigrupa S ispunjava uslov konadnosti (A): ako ma koji
niz oblika

e183e253' s@s

gde je ef = e.e S, sadrzi najvise konaéan-broj razlid¢itih

.¢lanova.

ey mlik E————

1) Vagner V.V. —~ Obob3éenje grupi, DAN SSSR (1952)84, 1119-1122.

2) Preston G.B, - Representations of inverse Semigrups, J. Lon-
don Math., Soc., 29(1954) 411-419.




[.5.2, LEMA, Neka je H podgrupa & -klase R inverzne semigrupe
S. Tada je

R=UV {Hr | re R}, pri demu vredi:

ﬁ it
(1) I,,C,¢€ R, Hrl Hr2 @ = Hrl Hrz,

(2) ae S, re R = 11i HranR =@ 1ili HracC R,

(3) a,be S, re R, HrabCR = HracCRQR,
(4) ako S zadovoljava uslov (A) tada

rl,rze R, a¢ 5, Hr.a = Hr

1 acR = Hr

1 Hrz.

2
1.5.3, DEFINICIJA, Ako je ¥ : S ﬁ'gx reprezentacija semigrupe
S, tada se X naziva baza reprezentacije ¢y , a ¢ -reprezenta-
cija semigrupe S u bazi X. Reprezentacija ¢ semigrupe S tak-
va da je av¢ prazna transformacija skupa X za svako a iz S

naziva se nul-reprezentacija, sve ostale reprezentacije nazi-

vaju se nenulevin,

[.5.4, DEFINICIJA, Neka je S semigrupa. Skup M, M # @ naziva

se S—baza ako za neki par (m,s), me M, se S definisano je mno-
ud

-

Zenje m— sdesna sa s- tako da za proizvod ms vrede sledeéi

uslovi:

(1) ms € M,

(2) ako Jems = ns, m,neM, seS tada je m = n,

(3) ako je definisano m(rs) tada je definisano mr, (mr)s
i vredi m(rs) = (mr)s, meM, r,seS.

Zbog kratkosti piSe se mse M ako je ms definisano i

mséE&M ako ms nije definisano.

I.5.5. DEFINICIJA, Neka je M S-baza. Reprezentacija v semi-

‘grupe S uJM naziva se tranzitivna ako za ma koje m,ne M pos-
toji seS takvo da je m(s¥) = n (ekvivalentno,ako je M = mS

za svako me M).
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1.5.6, DEFINICIJA, Neka je S inverzna semigrupa koja zadovo-
ljava uslov (A), R f -klasa od S, e2 = e€ R, H podgrupa od R.
Tada prema Lemi 5.2.(1) klase Hr, re R 1ili se ne preseku ili
se poklapaju; skup svih takvih klasa oznadava se sa R/H. U
skupu R/H prirodnim nacd¢inom definisSe se mnoZenije sdesna eleme-
ntima iz S. Naime ako je

Hre R/H i ae S tada

HraCR = Hr.a = Hrae R/H,

Hra® R = Hr.a¢ R/H.
Ova definicija pretvara skup R/H u S-bazu. Za to, dovoljno je

qﬂmediti Lemu 5.2.(2),(3),(4) sa Def.5.4.(1),(3),(2). Repre-

zentacija semigrupe S, odredjena S-bazom R/H oznafava se sa

({R,H).

I.5.7, LEMA. (R,H) je tranzitivna rezprezentacija semigrupe S.

Ponizovskii, je karakterisao tranzitivnu reprezentaciju
neke inverzne semigrupe, za koju vazi uslov (A), slede&im dvema

4
teOoremama.

1.5.8. TEOREM. (I 17]). Neka je S inverzna semigrupa za koju vre-
di uslov (A). Tada ma koja tranzitivna reprezentacija semigrupe
S sparcijalnim transformacijama éastoji u stvari od obostrano
jednoznadnih parcijalnih transformaciija.

1.5,9, TEOREM. [15] . Ako inverzna semigrupa S zadovoljava uslov
(A), tada ma koja njena tranzitivna reprezentacija ne bitno
razlikuje se od neke reprezentacije (R,H) za odgovarajudcu

® =klasu R 0od § i H podgrupu od R.




1.6 TRANSLATORNI OMOTAC SEMIGRUPE

Transformacija A{(p) semigrupe S takva da

Axy) = (Ax)y ((xy)e = x(yp))

za svako x,y € S naziva se leva (desna) translacija semigrune S.
Sa A(S) (P(S)) oznacava se skup svih levih (desnih)
translacija semigrupe S. Operacija kompozicije levih {(desnih)
translacija semigrupe S se definiSe sa:
(AA")x = A (A7 x) (x(pp” ) = (xp)p”) za svako xe€ S,
A,A"eA(S) (p,p' EP(5)).

Lako se proverava da je A(S) (P(S)) podsemigrupa od

Leva translacija A Jje vezana sa desnom translacijom p
semigrupe S ako je x{(Ay) = (xp)y =za svako Xx,yvye€ S. U ovom
sluc¢aju par (X,p) zove se bitranslacija za S. Bitranslaciija
(A,p) semigrupe S moZe se smatrati kao "bioperator" funkcije A
piééno'levo od argumenta i funicije p pisano desno od argu-
nenta. Par (A,p) se oznacava znakom w, tj. w = (A,p) i
WwX = AX, Xw = Xp 2za svako xe S. Sa Q(S) oznadava se skup
svih bitranslacija semigrupe S. Za w = (A,p), @ = (A7 ,p7)e2(S)
definise se mnozenje po komponentama:

ww” = (A,p)(X7, p7) = (AX", pp” ).

L.ako se proverava da je Q(S) semigrupa u odnosu na ta-
kvo mnoZenje, odnosno da je podsemigrupa od A(S)xP(S). Q(S)
naziva se translatorni omotad semigrupe S.

Za proizvoljan element s semigrupe S, funkcija A

S

(p,) definisana sa A_x = sx (xp = xs) za svako se S, naziva
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se leva (desna) unutrasSnja translacija semigrupe S inducirana
sa s, Par (ls,ps) = M naziva se unutrasnja bitranslacija se-
migrupe S inducirana sa s 1 za svako xe€ S Ije m X = SX i

Xm = XS. Ako je TI'(S) (A(S)) skup svih levih (desnih) unu-
trasnjih translacija semigrupe S, tada lako se proverava da e
I'(S) (A(S)) podsemigrupa od A(S) (P(S)). Skur svih unutra-
Snjin bitranslacija semigrupe S oznacdava se sa II(S).

Za ma koju semigrupu S, I'(S) (A(S)) je levi (desni)
ideal za A(S) (P(S)); IH(S) je ideal za £(S). Za ma koju
semigrupu S, leva translacija A i desna translaéija p Ssu
permutativne ako je (Ax)p = A(Xp) za svako xXe€ S.

Preslikavanije

v - s——-r--.-rs, SE€S
je homomorfizam i naziva se kanonic¢ki homomorfizam od. S u
2(s) (1i1li na II(S}).

‘Semigrupa S je slabo reduktivna ako i samo ako kanoniZdki

homomrfizam # je injektivan.;

1.6.,1, LEMA. Ako je S slabo reduktivna semigrupa i

o

w, w e€N(S) su takve da je wA = ww i

MW = nsm" za svako se¢ S, tada je w = .

1,6.,2, POSLEDICA, Ako je S slabo reduktivna semigrupa, tada

n(S) je slabo reduktivan ideal u odnosu na semigrupu o(S).
Petrich([ll])dao je osnovna svojstva i tvrdjenija koja

vfede za translatorni omotald semigrupe S, ¥to se u nastavku u

kratko opisuje.

[;5;3. LEMA., T(S) = A(S) ako i samo ako S ima levu jedinicu,
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[.6.4., TEOREM, (Gluskinl)). Ako je S slabo reduktivna semigru-

pa, tada je $(S) idealizator za II(S) u A(S}xP(S).

I.6.5. LEMA, Ako je S slabo reduktivna ili globalno idempoten-
tna semigrupa, tada je

Sp za sve se S}.

i

C(R(S)) = {(A,p)eQ(S) |As
Neka'su
my 2 Q(S) — A(S), 7, : 2(S) — P(S)

projekciski homomorfizmi i neka su A(S) i P(S) odgovarajude

slike respektivno u A(S) i P(S). Tada vazi lema:

1;6.6. LEMA, Ako je S komutativna semigrupa tada je
A(S) = A(S), P(S) = P(S).

I.6.7. LEMA, Za levu reduktivnu semigrupu S vrede slededéi us-
lovi:

(1) P(S) je idealizator za A(S) u P(S).

(2) Ako su ¢ 1 ¥ funkcije na S koje zadovoljavaju us-
lov vezanosti x(vy) = (X¥)y za sve x,ye S, tada je veA(S).

(3) m, je injektivno i odatle F(S) = Q(s).

I1.6.8. POSLEDICA, Ako je S reduktivna semigrupa, tada

(1) 9(S) = {(¢,¥) |]¢ i ¥ su funkcije na S koje zado-
valjavaju uslov x(vy) = (x¥)y, za sve x,v€ S},
(2) A(S) = Q(s) = P(S) i
{3) Ako je S komutativna, tada A(S)-EE Q(s) = C((L(S) )=

o p(S), gde su svi izomorfizmi projekcije.

sy,

1) Gluskin L.M., - Ideals of semigroups, Mat. Sborn.
55(1961)421-448; correction: ibid. 73(1967),303 (Russian).
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Problem i pitanje koje istile Petrich [11] je sledede:
Koje osoObine semigrupe S”imaju uticaja na (S)? Ili, odre-
diti klase semigrupa kojoj_pripadaju S i 1(S)? Do sada na ta
pitanja je odgovoreno parcijalno. U nastavku daju se neki par-

cijailni odgovori na tak?e-probleme.
1.6.9, LEMA, {22] Ako je S polumreza tada je (S) polumreia.'

I1.6:.10, POSLEDICA. [ 23] Ako je S konac¢na polumreZa tada je

£2(S) mrezZa.

1;6,11. TEOREM; [16 ] Ako je S inverzna semigruma tada je i

{2(S) inverzna semigrupa.

1;6;12..LEMA.[12] a)Ako je S kancelativna takva je i §(S).

b)Ako je S komutativna i kancelativna takva
je (s).

1,6:.13, TEOREM, [11] Neka je & izomorfizam semigrupe S na se-

migrupu T. Za MeA(S), peP(S) neka je Xt = (l(tﬂ_i))ﬂ,

- L

. i
( (0 l)ﬂ)ﬂ, teT, Tada A—X i p—>p su izomorfizmi

o
od A(S) na A(T) i respektivno od P(S) na P(T). Preslikavanije
9 : (n,p) ““*(X}F) je neki izomorfizam iz (S) na Q(T) sa

osobinom: nSF = (ws8)8 = (w8)(s8), (sw)d = (s8)(wf),

"s0'
seS, we(S). Ako je S slabo reduktivna ili globalno idempote-
ntna, tada je 6 jedinstven izomorfizam iz Q(S) na Q(T) sa

osopinom ﬂs? = L Za sve Se S,

lI;6;14. POSLEDICA, Ako su S i T obe slabo reduktivne semigrupe,
tada svakil izomorfizam iz H(S)lna M(T) €e biti jedinstveno
prodirenje do nekog izomorfizma iz Q(S) na Q(T).

Analogno Teoremi 6,13 za grupu automorfizama iz S i Q(S)

imamn slgdeéu posledicu.'

|
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1.6,15, POSLEDICA. Ako je S slabo reduktivna i prosta ili
O-prosta, tada preslikavanje & —08 Jje neki izomorfizam iz
@(S) na @(Q(s)).

J. Fountain i M, Lawson 1985 u { 3] su dokazali da trans-
latorni omotac adekuatne semigrupe i sémigrupe tipa A je ta-

kodje adekuatna respektivno tipa A.

[.7, GUST MONOMORF I ZAM

ﬁko je T ideal semigrupe S, tada je $§ idealno pro3irenije
od T (ili S je idealno proSirenje od T sa Risovom kvocijentnom
semigfupam S/T). To prosirenje je striktno ako je S # T.

;Neka je T pcdsemigfupa semigrupe S, Kongruencija s na
S naziva se T-kongruencijom ako je restrikcija relacije p na
T relacija jednakosti.

' Idealno proSirenje S semigrupe T je gusto ako je relaci-
ja jednakosti jedinstyena T—kQQgruéncija na 5. Ako je S u od=
nosu na inkluziju maksimalno gusto proSirenje od T, tada se T
naziﬁa gust monomorfan ideal zé S.

Izomorfizam ¢ semigrupe T u semigrupu S je gust monomor-
fizam ako je Ty gust monomorfan ideal za njen idealizator u S.

Slede¢a lema, karakteriSe ulaganje jedne semigrupe u

neku grupu.

I.7.1, LEMA, ([8. zad. V.3.10(VI)] ). Za svaku podsemigrupu T

grupe G, uiaganje T ——=G je gust monomorfizam.
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I DEOC
TRANSLATORNI OMOTAC SEMIGRUPE

U Vv 0 D

II.1. Jedan od problema, u teoriji semigruva, Je istra-
Zivanje i nalaZenja semigrupa takve da sve njihove osobine za-
drZavaju i njeni translatorni omotacdi. Ovaj problem je parci-
jalno reSen. Neka od tih reSenja data su u prvom delu ovog ra-
da. Jasno, da translatorni omotac¢ bilo koje semigrupe ne pose-
duje uvek sva svojstva koje poseduje sama.semigrupa. Tako na
primer, poznato je da translatorni omotal regularne semigrupe
nije regularan. U ovoj tacki je konstatovano da translatorni
comotad trake nije traka. Zatim, konstatovano je da ako je semi-
grupa unija grupa, njen translatorni omotad ne mora biti unija
grupa. |

IX.2, U ovoj tacki data je karakterizacija centra C(Q(5))
translatornog omotada jedne klase semigrupa. Koristedi oﬁaj re-
zultat, dokazano je da se za takve semigrupe C(Q(S)) izomorfno
potapa u Q(C(S)). Takodje dat je dovoljan uslov da C(Q(S)) =
= 0{C(S)). Navedeni rezultati su analogni rezultatima za trans-
latorni omotac Q(E(S)) idempotenata neke inverzne semigrupe [1].

II.3. Koristedéi pojam slabo reduktivnosti podskupa éemi~
.grupe‘iz I.1, ovog rada; definisSe se slabo reduktivan ideal u
odnosu na semigrupu. Daje se potreban i dovoljan uslov potapa-
.nja sl&ﬁd'-redchtivne semigrupe § u Q(T) gde je T slabo reduk-

tivan ideal te semigrupe i potapanje HN(T) u S.
i



ol

II.1. TRANSLATORNI OMOTAC TRAKE

Iz Leme 1.6.9 se vidi da je translatorni omotad polumre-
ze takodje polumreZa. Slededa Lema ustvari poop3tava taj re-

zultat.

I.1.1. LEMA. Ako je S polumreZa, tada je A(S)xP(S) polumreZa

(u A(S)xP(S) je data operacija mnoZenja po komponentama) .

DOKAZ. Neka je (A,p)eA(S)xP(S) i xe S. Tada je

hzx =-l(lx) = l(lxz) = A (AX)x)=A(x(Ax)) = (Ax) (Ax) = (Mﬁ{)2 = AX,

dakle A% = A, Analogno je p2

2

p. Odatle je (h,p)2 =

= ) A ep) = AW%0%) = (\,0), pa Je A(S)xP(S) traka.
Dalje za ma koje (1¢P);(RF;P')F A(S)xP(S) i svako .xe S

imamo (AX7)x = A (A7 x)

AAT (xx)) AA"x)x) = AMx(A"x) =

AT ((Ax)x) = A (A (xx)) =

= (Ax) (A" x) = (A7 x) (Ax) A {x(Ax))

= (A"A)x, pa je AX” A“A. Analogno je pp” = p"p. Odatle, do-

pijemo (A,p) (A" ,p7) = (AX", pp”) = (A", ﬂ'}ﬂ) = (A" ,p" ) (A,p),
pa je A(S)xP(S) komutativna traka, odnosno polumre®a.

I1,1.2. POSLEDICA, AkOo je S polumreZa tada je (S) polumreZa.
DOKAZ. Buduci da je £(S) podsemigrupa od A(S)xP(S),
tada prema prethodnoj Lemi 1.1, ©(S) je polumreZa.

Grupi G sa multiplikativnom operacijom prisjedinjujemo

O-~element, tako da za svako ae G je a0 = 0a =0 i 00 0.

Oznadimo sa G° = GU{0}. O&igledno da je G° semigrupa. Neka su
I 1 A neprazni skupovi, oznadimo sa i,j,k,..., elemente iz I
a SA Ayfis¥: s+, €lemente iz A; Funkcija A : IxA —~+G°, de-

finisano sa A(i,A) = a aiheGo, naziva se IxXA -matrica nad

in’

c° i oznaéé?a_se sa A = (ail)' 245 je element matrice A koji
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se nalazi na i-tom retku i A-toj koloni. IxA -matrica na G"
koja sadrii ne visSe od jedan nenula element naziva se Risova
IxA -matrica nad G°. Ako Jje ae€ G, i€ I, Ae A, tada sa (a)ll
oznadavamo IxXA -matricu Risa nad G° koja ima na i-tom retku i

A-to]j koloni element a, dok svi ostali elementi su nula tj.

A
]
ca o O . . . © . . .
c 0 O ... O . ..
¢ 0 0 ... O . . .
(a)ik = . . e e e . . s w5

Simbolom 0 = (O)il ozna&avamo IxA -matricu ¢iji su svi'ele—
menti 0.

Neka je P = (Pki)' Ae A, je I, pmiEGo, proizvoljna ali
fiksirana AxI- matrica nad G°. Pomodu matrice P se definiée.
hinarna.OPéracija (0) na skupu IxA —-matrica’Risa nad GO, stav—
ljajuc¢i: AoB = APB, gdé-su.A i B Risove.matricé. APB je Risova
IxA ~matrica, koja se1dabije obiénim mnoZenjem matrica . A,P,B.
Lako se proverava da je skup svih IxA —-matrice Risa u odnosu
" na definisanu operaciju (o) semigrupa, koja se zove Risova se-—

migrupa matridnog tipa sa sendvié& matricom P nad grupom s nu-

O
lom G° i oznacdava se sa
O O

wC = u%6;1,A5p) 111 % = ,°(1,6,4;P).
G se naziva strukturna grupa semigrupe ﬁo.

Slede€i primer pokazuje da semigrupa Risa matrifnog tipa
u specijalnom slu€aju za I = {1,2},-A = {1,2} je traka (unija
njenih podgrupa) ali njen translatorni omotad® nije traka (nije

unija njenih podgrupa).
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I1.1.3, PRIMER, Neka je G = {1} grupa, G° = {0,1} = GU {0}

semigrupa, I = {1,2} , A {1,2} i p = (l 1) 2x2- matrica
1 1
nagd G.

Oznac¢imo sa S = uO(G; I, A; P), tada elementi iz S su:

(0 0) (1 0) (0 1)
A =0 = , Ay = (1), = , A, = (1) ., = ;
e 0 0 1 11 0 0o 2 1.2 0 0

0 0 | 0 O
B,y = (1)21-_-( ) i A, = (1)22=( | ) Dakle je

1 O 0 1
S = {0; Al; A2' AB; A4} .
Radunanjem, obi&nog mnoZenja matrica, lako se proverava
da je AioAj = AiPAjES za ma koje i,j = 0,1,2,3,4; 3to

zna€i da je operacija (0) na skupu S zatvorena. Zatvorenost

operacije (o) na skupu S je data slededom Keliovom Tablicom

O 0 Al
0 - 0
0 Al

A, 0-' A,

Tablica 1.

Za svako X,Y¥,Ze S imamo (XoY)oZ = (XPY)PZ = XP(YPZ) =
= Xo(¥oZ), dakle asocijativni zakon operacije (o) vredi na S,

pa je (S,0) semigrupa.
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. ; ; 2 . _
Iz tablice 1 se vidi da je Ak = AkoAk = Ak za svako
k = 012,3,4; pa jJe S traka.

Ozna&imo sa of° skup svih 2x2-matrica nad G°. Elementi
(0 0)
1 1
(0 1
l1 O
1 0
;1
1 1

= {(X,Y) I X,YE,‘M, PX

iz JP° su:

A =0, A

o) l'A

2!'

LaJd
-
o
i
Il
m
H - =
o
cC ~ O
— e’
o O -
\——-"/
X =
£ 1
]

r KE
r U

b

|
P
ot O
ot b
'N-.-..-—'J

o

i

1 1) (1 1)

T = r K =

o) =
11

P.=( ) Neka je 93

1 1

Rac¢unanjem mnoZenje matrica PX i YP za one X,Yeed za koje

YP} .

-

je PX = YP, dobijamo: & = {(0,0), (M,R), (M,0), (M,E), (M,F),

i

(N,R), (N,Q), (N,E), (N,F), (E,R), (E,Q), (E,E), (E,F), (F,R),
(F,Q), (F,E), (F,F)} .

DefiniSemo mﬁaienje, na J° po kompon?ntama tj.
(X,¥) (X ,Y") = (XX",YY") za svako (X,Y), (X",¥")e 9:’ TO mno-
Zenje je predstavljeno Keliovon tablicom 2 na stranici <28 iz
koje se vidi da je (9? . ) grupoid, Za ma -koje (X,Y),(X",Y"),
(X*,¥Y") iz ﬁimamo: ((X,¥)(X7,Y7)) (X" ,Y") = (XX~ ,YY'}UX",Y")=
= ((XX7)X", (YYX7)Y") = (X(X"X"),¥(Y"'¥Y")) = (X,¥)(X"X",Y'Y") =
= (X,Y)(fx’,Yf)(x“,Yﬁ)). Dakle u &°vredi asocijativni zakon
mnoEenja pa je 5’ semigrupa. |

Neka je ﬂ:’l =*{0,M,_N,E,F} ; 332 = {0,R,Q,E,F} prva
respek£1m¢ druga projekcija semigrupe ? .

Za svako XE@F Y€ @2 i A.kE S, k=20,1,2,3,4; dobi-
jemo da je XA, €5 1 A YeS. To mnoZenje je predstavljeno

Keliovom tablicom 3 odnosno 4, na stranici 29 .
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. [¢o,0; | (M,R) [ (M,&) | (M,E)
(0,0, | (0,0} {{0,0) | 10,0 Mo,ou
(,R) (0,0) | (M,R) | (1,&) (M,R)
(,Q) [€0,0) | (MyR) | (11,Q) | (K,Q)

lm®) (10,00 Lu,®y [, | (t,B)
(M,F) [10,0) | M,R) | (M,Q) | (K,F)
(8,R) [€0,0) [(N,R) | (11,Q) | (N,R)

..QI.EIE.E (N,R) | (N,Q) | (H,Q

Ay

(M,F) | (N,R)

(0,0) {10,0)

(M,E) |{M,R)

{N,Q) |{N,R)}

(M,Q) | (HE) [ .8y | (B yB)

(0,0, | 10,0) [¢0,0) | (0,0,

(4,Q) E (M,R)
EEEEE e
(1, | (0,R) E

o
»lum]a

WM,Q) | (1,Q) | (M,R) { (7,R) _pm‘pu.

@, [wn]on | @ e EE!!E
o [wn o (o ew [ [en [ oo jen[en ] .

(N mv

Tablica 2.

phgﬂu . \E,E) | (E,?)

(E,R) {(E,Q)

(E,Q) | (E,R)

) | wm |
.0 |, | @)
Q) |@n | o)
@@ [0 | @8
Q) |@® | =0

E (E,Q) |(F,R)

(E,P) | (E,E)

\7,Q) | (F yE) ﬁm....m.ul
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M |0 A | Ayl Al A,
N 0 As| B, Ayl B,
E 0 ALl Ay | Ay A,
|
e el I =
Tablica 3.

. .

Tablica 4

Za proizvoljno Xe-?l i A‘k' Aﬂ €S, k, £ =20,1,2,3,4
:I.mamo X(AkOAE) = X(AkPAE) = (XAk)PAE = (XAk)OAE . Odatle de X
leva translacija semigrupe S. Analogno, za proizvolijno Ye@z
| .i A.k,ARe S, Lk, 2

A P(AY) = AO0(A Y). Pa je Y desna translacija semigrupe S.

!

0,1,2,3,4 vredi: (AkOAE)Y = (AkPAg,)Y =
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Pokazacemo, dalje, da je svaka leva translacija X iz .ﬂi
vezana sa svakom desnom translacijom Y 1z 332. (AkOJOAE =
z= (iﬂx]l{())P‘IJs.R = A‘kOPAE= AkPOAE= AkD(OAE)' za k,%! =0,1,2,3,4;
pa je (0,0) bitranslacija za S tj. (0,0) ¢ £&(S).

Buduci da je:

PM RP
PN QP
= P =
PE EP
PF FP
to, za ma koje Ak'AP. € S, k, 2 =10,1,2,3,4 imamo:
A RPRy = (A R)ORy
| A, QPA, = (A Q) oA,
A o(MA,) = A PMA, = k K
| AkEPAR = (AkE)oAR

A"-&]{FPI!&.S3 = (A](F)OAR
M€ 17 R,Q,E,_;F € .9)2. Odatle, leva translacija M Jje vezana
desnim translacijama R,Q,E,F odnosnoyje (M,R), (M,Q), (M,E),

(M,F)e §(S);

A, RPAy, = (A, R)OA,

QPA, = (A, Q)
N R
F‘-x.kEP’.A2 = (A'J(E)UAR

AkFPAg = (A.ka‘)‘:::d-\.‘Q ?

NE@]. ¢ Pa Su (N,R) r (N,Q), (NIE)! (N,F)e 2 (S) ’
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A‘I{RPAE = (AkR)oAﬂ
A = (A A
A.ko(EAE) . AkPEAE _ AkQP y ( kQ)o A
AkEP'A!2 = (A-]{E)GAR
. £0
A FPA, = (A, F)OA,, EeJI,

pa su (E,R), (E,Q), (E,E), (E,F)e Q(5) ;

AL RPA) = (A.kR) ORy

_ _ AkEJPAQ = (A-kQ) OA

Ako (FAE ) AkPFAg AkEPAg _ (AkE ) OAR
li’m.k‘J:"PA,2 = (AkF)OA! ; Fegbl:

pa su (F,R), (F,Q), (F,E), (F,F)e Q(S).

Odatle, za makoje (X,Y) ef° sledi (X,Y) e Q(S) pa je
g’g Q(S), odnosno, lako se proverava, da je e‘P= Q(s).

Bududi da su (M,F) (N,F), (E,F”), (F,R), (F,Q), (F,E) i
(F,F) takvi elementi iz Q(S) i niti jedan od njih nije idep-
potentan (vidi tablicu 2), npr. _(M,E:)z = (M,F) (M,F) = (Mz;F2)=
= (M,E) # (M,F). Odakle zakljucujemo da Q(S) nije traka.

Dalje, S = QU,AlUAZUABUA«i gde su Ak' k =20,1,2,3,4
jedinstvene podgrupe semigrupe S (nema drugih podgrupa od S),
tj. § je unija grupa. Idempotenti iz Q(S) = g') su:; (0,0),
(M,R), (M,Q)}, (M,E), (N,R), (N,Q), (N,E), (E,R), (E,Q) i (E,E).
Maksimalne podgrupe od $(S) su one podgrupe, koje kao jedini-
&ni element sadrZe samo jedan od pomenutih idempotenata od
(S). Iz tablice 2 se vidi da su takve podgrupe od $2(S) jedi-
.na podgrupe odredjene po jednim idempoteﬁtom.iz Q(S). Dakle

svaki idepotent iz (S) u stvari predstavlja po jednu podgrupu

od Q(S) i drugih podgrupa u njoj nema i pri tome je:
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e‘ﬁ)= (s) # {(0,0)}v{MR}V{M,Q}IV{(ME)} U {(N,R)}UV

U {(N,Q)IU{(N,E)}U{(E,RJ}U{(E,Q)}u {(E,E)} .
Prema tome, ovim kontraprimerom dokazujemo da ako je semigruna
S traka, tada njen translatorni omota¢ Q(S) ne mora biti tra-
ka; zatim ako je semigrupa S unija svojih podgrupa, tada njen

translatorni omotad ne mora da bude unija svojih podgrurpa.

I1.,2. CENTAR TRANSLATORNOG OMOTACA 1 OMOTAC CENTRA
| SEMIGRUPE

Petrich u [ 8, Gl. V] posvetio dobar deo translatornom
omtadu inverzne semigrupe i osim ostalih definicijé i tvrdnja,
dao je i slededéi zadatak:

| Neka je S inverzna semigrupa i (A,p) e (S). Pokazati da

su sledec¢i uslovi ekvivalentni,
2

(1) A7 = 1.
- (2) p% = . ,
(3) AE(S) CE(8).
(4) E(S)p S E(S).
Izvucéi zakljuéak da je E(Q(S)) = Q(E'(S)),inaée _prethodno

tvrdjenje je rezultat Aulta [1].

ReSavajucli, ovaj zadatak, doSaosam do ideje za reSavanie
problema; Pod kakvim uslovima vredi taj izmorfizam ako se mesto
E(S) odnosno E(SHS)) uzima se respektivno C(S) odnosno C({L{(S}).
U tohhsm151u karakterise se centar C(§(S)) translatornog omo-
tada semigrupé jedne klase. Koristedéi taj rezultat, dokazuje

se da za takve semigrupe C(Q(S)) izomorfno potama u Q(C(S)).

1R

zatim daje se dovoljan uslov da C(Q(S)) Q(C(s)).



33

Neka je S semigrupa za koju je C(S) # #.

I1.2,1, LEMA, Za semigrupu S, ce C(S) i (A,p) e Q(5) vazi

(Ac)x = (cp)x i x{(Ac) = x(cp) 2za sve xe S.

DOKAZ. (AC)x = A{cx) = A(xXc) = (Ax)c = c(Ax) = (cp)x,

x(Ac) = (xp)cC c{xp) = (cx)p = (xc)p = x{(cp).

I1.2.2, POSLEDICA, Rko je S slabo reduktivna semigrupa, tada

za ce C(S) i (A,p)e Q(S) Jje Ac = cp.

11,2,3, LEMA, Ako su a,be C(8) i (1;{»') e 2(S), tada A(ab) =
= (ab)p. Odavde je za (A,p), (A" ,p”" ) e Q(S), (ab)pp”™ = (ab)p”p

n“‘ (ab) = A" A (ab).

DOKAZ, Neka su a,be C(S) 1 (A,p) e Q(S), tada 1 (ab)

= (Aa)b = b(ra) = (bp)a = a(bp) = (ab)p . Bududi da je

(A\" 007 ) € R(S), tada za proizvoljne a,be C(S) i (ab)op’
(ab)p” p imamo AX” (ab) = (ab)pp” = (ab) p”"p= A-2A (ab). __
Analogno, ako je AA” (ab) = A"A(ab), tada je (ab)pp” = AL (ab)=

= 2"a(ab) = p"p(ab). | ¥

I1.2,4, LEMA. Za semigrupu S i (A,p) € Q(S), sledeéi uslovi su

ekvivalentni:

(1) AC(S) g€ C(s).

(2) C(s)p S C(8).

DOKAZ. (1) * (2). Neka je AC(S) ¢c C(S) 1 c e C(S).
Tada, prema Lemi 2.1, za svako xe S imamo (cp)x = (Ac)x =
= x(Ac) = x(cp), tj. cp € C(S) pa je C(S)p C C(S). Analogno,
prema Lemi 2.1, (2) = (1).

Lako se vidi, da za S slabo reduktivna(globalno idempo-
t.entna) semigrupa vaZi
(*)  Alxy) = (Ax)y = x(Ay) = (%p)y = x(yp) = (xy)p, za svako
(Mp)ecC(R(S)) 1 sve x,yeS.
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I11.2.5, POSLEDICA, Ako je S slabo reduktivna ili globalno ide-

mpotenina semigrupa, tada za sve (A,p) € C(£2(S)) vaZi
AC(S) UC(S)p C C(S).

DORKAZ. Prema (*), za svako ce€ C(S) 1 svako xe€ S imamo
(Ac)x = A(cx) = A(xc) = x(Xc), pa je Ace C(S) tj. AC(S) Cc C(S).

Prema Lemi 2.4, je C(S)p &£ C(S). Odatle je AC(S) u C(S)pcC C(S).

11.2,6, LEMA, Neka je S semigrupa takva da je S = SC(S) i

(A,p) e 2(S). Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(L) XX =AM za sve A" € A(S).
(2) pp” = p"p za sve p” € P(S).

A“X za sve N\ € A(S).

DOKAZ. (1) = (2). Neka je AXr°
Buduéi da je S = SC(S), to je 52 = 5, pa svako x€ S moze
se predstaviti u obliku x = (st)(ab) gde s,te s, a,be C(S).
Tada je xpp” = ((st) (ab))pp” = (st)((éb)pp') = (zbog Leme 2.3)=
= (st)((ab)e”p) = ((st)(ab))sr”p = xp”"p. Dakle pp” = p p.

Analogno se dokazuije (2) » (1).

I1.2,7, LEMA, Neka je S semigrupa takva da je S = SC(S8). Tada
je C(8(s)) = {(A,p)e f2(5)] AC(S) ¢ C(S)} =
= {(A,p) e (S) | C(S)saccC(S)}.
DOKAZ. Oznadimo sa V¥(S) = {(A,p) € Q(S)|AC(S) € C(S)} i

¥ (S) = {(l,b)Efﬂ(S) | C(S)p € C(S)}. Prema Lemi 2.4, Se

v(S) = ¥ (S). Bududi, da je S = SC(S), to je S globalno idem-
potentna semigrupa, pa prema Posledici 2.5, je C(S2({(S))c ¥(S).
Neka je (A,p)e ¥(S) i xe S, Tada Je x = sc, se€ S, ce C(S) i

za proizvoljno (A7 ,p” ) € €(S) imamo:
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i
"
H

(AA")x = (AX" ) (sc) A(A (sc)) = A ((A"s)c) Alc{(A"s))

= (Ac) (A" s)

(A"s)(Ac) = A" (s(Ac))Y = A7 ((AcC)s)

= A7 (A{(cs)) = (A"A)(sc) = (A" A)x.
Odatle je AAX~ = A“A. Analogno je pp” = p“p. Dakle,(A,p) e C(2(S)).
Pa je V¥ (S) = ¥(S) = C(52(S)).
Prema Lemi 2.6 i Lemi 2.7, imamo
I1,2,8, TEOREM, Ako je semigrupa S takva da je S = SC(S) i
(A,p) e 2(S), tada slededi uslovi su ekvivalentni:
(1) (A,p)eC(RS)).
(2) AN = A“X za sve | A" e K(S).

(3) PP” = p"p za sve p” € P(S).

N w©

(4) AC(S) c(s).

(5) C(S)p £ C(S).

11.2,9, TEOREM., Ako je semigrupa S takva da je S = SC(S), tada

C(f2(Ss)) izomorfno se potapa u Q(C(_S)) .

DORAZ. Neka je (A,p) e. C(?(S)) . DefiniSemo preslikavanije
h, sa h:(A,p) =+ (A,p), gde je X = Mcsyr P =2 c(gy- Prema
- Teoremi 2.8, h preslikava é(ﬂ(S)) u 2(c(s)).

h - je homomorfizam. Neka su (A,p), (A" ,p" ) e C(2(S)).
Tada, (AX")C(S) - A(ATC(S)) E AC(S) S c(s),

C(S)pp”™ = (C(S8)p)p” € C(8)p" C C(8) i vaZi

-i'__ '

AL ‘“’)[c(s) - 7“IC(S) A” lc(s) A
pp- = (”’)IC(S) = p[C(S) p- IC(S) =p p° .
| Odatle

() (X ;07 ))h = (AN ,pp")h= (AX",00") = AXN",0 p°) =

= (A,p)(X",07) = (A,p)h(X" ,0”" )n.
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h - je injektivno. Neka je (A,p)h = (X" ,p” )h,

(A,p), (A ,p7) e C(R(S)). Tada je (A,p) = (A" ,p°), t5. r = \°
i ; = p. Budu&i da je S = 8C(5), to svako x€ S moZemo pisati
u obliku x = s¢c, s€S, ce C(3), pa je Ax = A(sc) = A{cs) =

= (Ac)s = (A”c)s = A" (es) = A (sc) = A" x, odatle A = 2", Ana-

logno je o = p”, Dakle (A,p) = (A7 ,p7) 1 (C(R(S)) = h(C(Q(S))C

C Q(c(s)).

iI1.2,10., TEOREM: Ako je semigrupa S takva da je S SC(S) i

C(S) - kancelativna, tada je C(2(S)) = Q(C(S)).

DOKAZ. Preslikavanje h definisano u Teoremi 2.9, je mo-
nomorfizam C(8&(S)) u £(C(S)). PokaZimo da je h surjektivno.
| Neka je (A" ,p” ) € S2(C(S)). Definiﬁemq preslikavanie A i

A x 1 xp = xp° ako je xe€ C(S),

p na S, stavljajuéi Ax
Ax = A(ca) = (A¢c)la 1 xp = (ac)p = a(cp*), ako je xe€ S\C(S),
ceC(S5), aeS.

Pokazimo da su N i p dobro definisane funkcije. Neka

o
Je x =ca=ca”, ¢, cTeC(S), a,a"€S. Tada je cc”. = ¢c“ce C(S)
i A (cc”) = (A"c)e” = (A ¢ )ec, odatle jé (A c)c"a” = (A cT)ea”,
Zbog ca” = ca, dobijemo (A“c)c a = (A" c")ca’ odnosno

((l’c)a)c==(kh'c’)a’)c. Buduéilda je S C(é) — kancelativna,
imémn (A c)a = (l’c’)a’.= Ax. Analogno dobijemo a(cp”) =

= al{c’p”) = xp. Dakle A i p su dobro definisane funkcije. Neka
su x,ye S, tada je x = ca, y = bt, c,te C(S), a,bes i

Axy) = A(cay) = (A\"c)(ay) = ((A"cla)y = (Ax)y.,

(xylo (xbt)p = (xb) (tp”) = x(b(tp")) = x(yp),
x(Ay) = (acy(A(tb)) =-atctrA"t))b = a((cp” )t)b = (a(cp”))tb =

= (xp)y. Dakle (A,p) e (S). Dalje, za svako c” e C(S) je
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c"{(Ax) = c"((A"c)a) = (¢c"(A"¢c))a = a((c’r7)c) = (c(c'p”)) =
= a({cc’)p” ) = a({(c’c)p”) = (ac” ) (cp”) = ¢ (a(cp” ) = ¢ (xp).
Zbog C(S) - kancelativnosti semigrupe § je Ax = xp 2za sve

X€S a zbog S = 5C(S), dakle S je globalno idempotentna, sle-
i (A 2(5)). ' je A = A7 = p° '

di (A,p) € C(S(53)). Pri tome je IC(S) AT, p!C(S) p i
(A,p)h = (A ,p”" )}, pa je h surjektivno.

Dakle C(8(S5)) = 2(C(S)).

11,2,11, LEMA, Ako Semigrupa‘s sadrZzi jedinidéni element, tada
je C((S)) = a(c(s)). '

DOKAZ. Bududi da semigrupa S sédrii jediniéni element,
imamo f(S) = N(S) = S. Odatle je C(R(S)) = C(N(S)) = C(S).
Sdruge strane imamo $(C(S)) = N{(C(S)) = C(S). Odatle,

C((s)) = Q(C(S)).

I1.,2.12, PRIMER, Skup S = {a,b,c,d} sa binarnom operacijom
datom Keliovom tablicom |

O TREN ¢ N o ¥ ﬂalﬂa

je semigrupa sa jedinidnim elementom b i centrom C(S) = {a,b}.
O&evidno, da je S = SC(S). S obzirom da S sadrfi jedini&ni ele-
ment,- to je Q(S) = N(S) 1 C(2(S)) = Cc(n(s)) =-{'(larﬂa)r (l}:ﬂrﬁ"h)]’E
‘= C{8), gde su (Ajrp5) s (Ay,py ) unutraSne bitranslacije semi-
grupe.S. inducirane sa a odnosno b. Dalje je Q(C(S)) =

= {{0;49,), (a,,0,)} gde su ¢, 1 0, translacije semigrupe



C(S) definisane sa g.,a=a, 0 b=b, o,a=Db, ¢6.,.b =a.

Preslikavanje h, definiseno sa
n : (larpa)_} (ﬂzraz)r

h : (A )

) > (o

b 17%1

je izomorfizam semigrupe C(£2(S)) na Q(C(S)).

11,2.13, LEMA, Ako je semigrupa S takva da je S = SC(S), tada
obe proijekcije
¢ : (A,p)>A 1 1 : (A,p)—>p , (A,p)e S2(S)

su injektivne,

DOKAZ. Neka je o(A,p) =0 (A" ,p7 ), za (A,p), (A" ,p" ) € 8(S),
tj. A = A", Tada, svako x€¢ S moZemo predstaviti u obliku
X =s8c, s€S, ce€ C(S) i prema Lemi 2,1 imamo
xp = (sc)p = s(cp) = s(Ac) = s(A7¢c) = s(cp”) = (sc)p” = xp”,

pa jep =p", ti. (A,p) = (A ,p”) 1 0 je injektivno. Analogno

se dokazuje da je Tt injektivno,

11{2;ii. POSLEDICA., Ako.jé semigrupa S takva da je S = SC(S),
tada je £(S) = A(S) = B(s).

Dalje Cemo dati jednu karakterizaciju centralizatora pod-
semigrupe I'(S) (A(S)) semigrupe {.'TS (fg) , Z2a proizvolinu semi-

grupu‘S.
11.2,15, LEMA. Ako posmatramo r(s) kao podsemigrupu od ﬁrs
semigrupa S, tada je

Qg;(P(S)) ='{qe9; [ﬁ(sx) = s{ax), za svako s,xe S}

DOKAZ. Znamo da je

CS'S(F(S)) ='{qe§|—; | u?xa = Rao; za svako J\aeI‘(S), aesS} .
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Oznadimo sa
TF=={u65; | a(sx) = s(ex) za svako s,xe€ S}.

Neka je aeP i lae '(S) =za proizvoljno ae S. Tada je

(X )x = a(d_x) = a(ax) = a(ax) = AL (ox) = (A a)x,
za svako xe€ S, pa je ah, = Ao tj. aceCg (F(8)) 1
S
T C CEV (F(S)). Obratno, neka ije .ﬁecér ((s)), tada je
S s
Br = lxﬂ za svako A_e I'(5), xe S, Odatle je (ﬂlx)y = (A By,

ﬂ(licY) = }‘x(ﬁY); ﬂ(XY) = X(ﬂY)r za svako X, VE S, pa je fJ’ET,

i1 Cg (I'(8)) € T. Dakle CH- (I'(5)) = T. Analogno se dobiije
S S

C 9..-;;(5(5)) = {a” € ‘é ] (xs)a” = (xa” )s, za svako xX,s€ S},

IT.3, POTAPANJE UNUTRASNOG TRANSLATORNOG OMOTACA
SEMIGRUPE U TRANSLATORNI OMOTAC NJENOG IDEALA

Ako je T ma koji podskup semigrupe S takav da je on sla-
bo reduktivan u odnosu na S, tada je S slabo reduktivna semi-
grupa. Prirodno je posta%iti1pitanje, kada ¢e neki podskup
slabo reduktivne semigrupe biti slabo: reduktivan u.odnosu na S .
U vezi s tim sledeCa teorema daje jedan potreban i dovoljan
uslov da ideal semigrupe S bude slabo reduktivan u odnosu na S.
Prethodno definifemo slabo reduktivan ideal u odnosu na semi-

grupu.

11:3:1, DEFINICIJA, Ideal T semigrupe S naziva se slabo reduk-

tivan u .0odnosu na semigrupu S ako iz at = bt i ta = tb =a

—Proizvoline a;be S i Bvako te Tsledi a = b.
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11.3.2, TEOREM, Neka je T ideal slabo reduktivne semigrupe S.

Ideal T je slabo reduktivan u odnosu na S ako i samo ako N(S)
se izomorfno potapa u (T).
DOKAZ. Neka je T slabo reduktivan ideal u odnosu na S.

DefiniSemo preslikavanije:

¢ T S . s €S, -ns e N(S), gde je
5t = st i tr° = ts za svako te T. Neka je n° = (ls,ps)
iu,ve T, tada je.
5 (uv) = s(uv) = (su)v = (z°u)v,
(uv)7® = (uv)s = u(vs) = u(vwrs_),
(w®)v = (us)vy = u(sv) = u(ry).
Odatle je > = (ls,ps)E-ﬂ(T) za svako se€ S, Dakle, ¢ pre-

slikava N(s) u &(T), slika 1.

Slika 1

# Je kanonski homomorfizam iz S u 2(S) (ili na I (S)).

Neka su r,se S, tada je

#rs-t-':_.irs}t = .ri{st) = :rr-{:'rst) = (:rrrrﬁ}t,
tr TS = t(rs) = (tr)s = (tﬂ_r)ﬂs = t(wr-n-s), za svako te T,
; rXs _ r s . - = L5 _ X S _
pa je « = 7 7 . Odatle je (wrrs)¢ = (nrs)w 7 T

= (”r)¢('§)¢‘ Dakle je ¢ ~ homomorfizam.
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Neka je nl = 7, tada je nTt =2t i tal = tns, odno-

Sno rt = st i +tr = ts, za proizvoljno r,se€ S i svako te T.
Buduc€i da je T slabo reduktivan ideal u odnosu na S, to je

r = s, pa je T, =7, tj. ¢ -3e injektivno. Dakle IN(S) se izo-

morfno potapa u Q(T), tj. N(S) = (HI(S))e C ((T). Obratno, neka
Je T ideal slabo reduktivne semigrupe S takav da se nN(s) izo-

morfno potapa u £(T), v injektivni homomorfizam iz M(S) u £(T)

definisan sa (ﬂ5)¢ = x> i at = bt i ta = tb 2za proizvoljne

a,beS i svako teT. Tada je 7% =Pt i tr2 = 2P,

(1 )e)t = (1 )e)t 1 t((m))e) = t((nr,.)v), pa je

(7 )¢ = (r)¢. Budu&i da je v injektivno, to je m_o= @ 3 Eoh=

bf
b, pa

zirom da je S slabo reduktivna semigrupa dobijemo a

je T slabo reduktivan idela u odnosu na S.

I1.3.3, POSLEDICA, Ako Je T ideal slabo reduktivne semigrupe S,

tada (T) se izomorfno potapa u n(s).

DOKAZ . Preslikavanje h : ﬂti+ Ty te T, "te N(T) pres-

7
likava (T) u n(s).

" Vv F
Za ﬂ'ur T € H(T)r u, ve T Jje

2’ )= (a")h=a =22 = ("hix")h , dakle,

-'h - je:homnhmrfizam.

Neka je (x )h = (z " )h, u,ve T. Tada je Ty, = 7, ©dnos-

no, zbog slabo reduktivnosti semigrupe S, je u = v. Dakle h -je
injektivno. Dakle, I(T) se izomorfno potapa u MNn(S) iy
A(T) = (B(T))h S n(s).

Qéevidno,ﬁ(t) G (M(sS})y Jjer za.#te N(T), te T imamo

lt = (ﬂt)¢e (n(s))ey.
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[IT D E O

REPREZENTACIJA INVERZNE SEMIGRUPE I ULAGANJE
TRANSLATORNOG OMOTACA SEMIGRUPE U INVERZNU SEMIGRUPU

U V 0 D

ITITI.1. Ponizovski u {1511 [17] uveo je pojam reprezenta-
cije semigrupe 5 u S-bazi i okarakterisao tranzitivnu reprezen-
taciju pomoCu S-baze, Def.: I.5.3, 1.5.4,1.5.5,1.5.6. i Teor.:
I.5.8,.I.5.9. U definiciji pojma S-baze korifcen je i pojam
desnog (levog, obostranog) idealnog sloja jedne semigrupe, de-
finisanih u tacki I.4.

U ovoj tacki, na poletku, data je ekvivalencija izmedju
pojma desni idealni sloj i pojma € -klasa, Lema 1.1 i Posledi-
ca 1.2. Dalje se karakterife tranzitivna reprezentacija konadéne
inverzne semigrupe i pomoﬁu slabo reduktivnog minimalnog ideala

za S i potapanja H(S) u translatorni omota& tog ideala.

IIT.2. U ovo] tacdki posmatra se kongruencija ¢ neke semi -
grupe S i dokazuje se neka svojstva te kongruencije u odnosu
na translatorne omotacde Q(S) i Q(S/s). Dalje, dokazuje se da
skup svih - kongruencija (v - je bitranslacija te semigrupe}
neke semigrupe, je kompletna podmreZa mreZe svih kongruenciia
te semigrupe. .
‘III13. U ovoj tacki dat je jedan pokusaj feéenja problema

potapanja translatornog omota&a semigrupe u neku inverznu semi-
grupu, ako je ta semigrupa potopljena u neku inverznu semigru~

pu. Ovaj problem potapanja u grupi je mogué i to je u ovoj ta-
 ¥ki dokazano.
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II1.1. TRANZJTIVNA REPREZENTACIJA KONACNE INVERZNE
SEMIGRUPE

U tacdki I.4 definisan je desni (levi, obostrani) idealni
slo)] i definisana ije f-{(£-,9-) klasa za ma koju semigrupu S.

Sa g oznacavamo skup svih desnih ideala semigrupe S.

[11.1.1, LEMA, Elementi x,y iz semigrupe S suy ekvivalentni

ako i samo ako su @-ekvivalentni.

DORAZ. Neka su x,ye S takvi da su ; ekvivalentni. Tada
svakl desni ideal od S koji sadrZi x sadrfade i y i obratno.
Tako, desni ideal xsl sadrzi element x pa on sadr¥i i element

Y tj. ve xSl.'Ako je y = x onda jasno da je x®&y. Ako je

Y # x, tada je y = xse xs! za neko se S, pa je Ysl B C

1. Analogno, desni ideal ySl sadrZi y, pa on sa-

! ¢ ysl. pakle, xs! = ys! tj. xe&y.

c (xs)s! ¢ ss

drZzi i x 1 otuda xS
Obratno, neka su x,ye¢ S takvi.da je x8&y, tada ije xsl = ysl.
Neka je J bilo koji desni ideal Sé S takav da sadrZi x. Ako je
y = x onda J sadrZ2i i y pasu x i vy F.ekvivalentni. Ako je

1= ySl sledi y = xse xs?! za neko s¢€¢ S, Bu-

Yy # x, zbog xS
duéi da je x€e J to jJe xs = ye J. Dakle x i Y su ? ekvi-

; valehtni.

IIl1.1,2, POSLEDICA, Pojam desni idealni sloj R semigrupe S je

istovetan sa pojmom @f-klasa R ekvivalentnih elemenata iz S.
‘Potpuno, analogno se dobije da je pojam levi (obostrani)
~ idealni sloj jedne semigrupe istovetan sa L-+47wj klasom ekvi -

valentnih elemenata iz S.



Dalje posmatrac¢amo konacnu inverznu semigrupu S. Jasno
da svaka konadna semigrupa ima jezgro tj. minimalan ic=al. S
druge strane svaka &&-=(L-) klasa inverzne semigrupe sadrZi po

jedan jedinstven idempotent.

IIT,1.3. TEOREM:, Neka je S konaéna inverzna semigrupa. Tada

slededi uslovi su ekvivalentni.

(1) S ima injektivnu tranzitivnu reprezentaciju.

(2) S ima minimalan nenula slabo reduktivan ideal T.

(3) S i N{(S) se izomorfno potavaju u Q(T), (T ideal za S).

DOKAZ. (1) = (2) Neka je ¢ injektivna tranzitivna repre-
zentacija semigrupe S. Tada prema Teoremi I.5.8 i Teoremi
I.5.9, reprezentaciju ¢y moZemo pisati u obliku ¢ = (R,H) gde
R je &-klasa od S a H je neka podgrupa od R. Prema Def. I.5.6
i Lemi I.5.7, ¢ = (R,H) je tranzitivna reprezentacija semigru-
pe S u 3R/H gde je skup R/H = {Hr | re R} S-baza i za xe¢ S
imamo:

Hr((x)y) = Hrx ako je rx € R,
Hr ((x)¢) nedefinisano ako rx¢{ R.

Dakle (x)¢ Je parcijalna injektivna transformacija iz
R/H u.RVH.

Stavimo T = SRS. OCevidno da je T ideal od S. PokaZimo
da je T m:i_.nimalan nenula slabo reduktivan ideal od S.

Minimalnost. Neka je J ideal od S takav da je JCT,
J # T. €~ klasa R je sadrZana u T\ J, tj. RcT\ J. Zaista,
neka je vye R tada je y = yy_ly.= (yy_l)y(y—ly)E’SRS =T ¢tj.
RCT. Bko postoji re R takvo da je re J, tada svako re R je

reJ (Posledica 1.2) pa je RCJ. Odatle je T = SRSCSJISCJ
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sto je kontradikcija. Dakle ne postoji re R takvo da je
redJ, tj. RCT\V J. Prema tome, ako je x€ J tada je rxe J za
svako re€ R, §to znadi da rxf R za svako re R, dakle (x)¢ je
prazna transformacija skupa R/H, tj. (x)v je nul transformaci-
ja skupa R/H. Buduc¢i da je ¢ injektivno, to ili je J prazan
skup ili je J nula. U oba sludaja T je minimalan nenula ideal
od S.

Slaba reduktivnost. Neka je za ma koje x,y€S xt = yt

1 tx = ty za svako te T, Tada u specijalnom slu®aju je

Hrx = Hry = Hr((y)e),

rx = ry za svako r€¢ R. Odatle je Hr((x)v)
odnosno (x)¥ = (y)¥, po samoj definiciji reprezentaciije
v = (R,H). Budu€¢i da je v injektivno to je x =y, pa je T sla-
bo reduktivan ideal za S. |

(2) = (3) Sobzirom da je S inverzna semigrupa ona je re-
duktivna (slabo reduktivna). Neka je T minimalan nenula slabo
reduktivan ideal od S. Tada prema Teoremi II.3.1 S i IH(S) se
izomorfno potapaju u &(T).

Analogno, na osnovu Teoreme II.3.2.imam0 (3) = (2).
(2) = (1) Neka je T minimalan nenula slabo reduktivan ideal
za S, Tada je A = tT, te T, t # 0, O-minimalan desni ideal od
S. Budu¢i ‘da su A i {0} desna susedna ideala od S to ije
R = A\ {0} @& - klasa od S. S druge strane, S je inverzna pa
postoji jedinstveﬁ idempotent, oznadimo ga sa e, u R. Neka je

H podgrupa od R, tada klase Hr, re€¢ R su poparno disjunktne ili
se poklapaju. Ozna&imo sa R/H skup svih takvih klasa Hr, re R,

U skupu R/H prirodnim nadinom uvodimo mno¥enije sdensa sa ele-

mentima iz S, naime ako je Hre R/H i se S definiZemo:
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HrsC R = Hr.s Hrs € R/H,
Hrs ¢ R = Hr.s ¢ R/H
Ovako definisano mnoZenjs pretvara R/H u S-bazu.
Svakom elementu se€ § pridruZimo transformaciiju
(s)u = M semigrupe S, gde je
Xu, = Xs€ S 1 B X = sXxe€ S za svako xe€ S,

ali koja u skupu R/H prouzrokuje mnoZenje sdesna sa s, tj. M

je parcijalna transformacija skupa R/H gde je:

dom u_ = {Hr | re¢ R, Hr.s = Hrse R/H},

kodom u = {Hr"[r" € R takvo da postoji Hre R/H i

-

Hr.s = Hrs = Hr”", r~ = rs} .

Dakle Hre dom pu, < Hr, Hr.s = Hrse R/H. yu —~je reprezen-

S

tacija. Neka je Hr,s = HrzsC:R, Budué¢i da je R/H S-baza to

1

je Hr, = Hrz, pa je He parcijalna injektivna transformaciija

1l

skupa R/H. Neka su s,t€S i Hre dom u tada je Hr(st) € R/H,

st
a budu€¢i da je R/H S-baza to je Hrs, H(rs)t€ R/H, a to znadi

da je Hr e doéhﬁs , Hrs € ‘dom My 1 vredi:

Hr y_, = Hr(st) = H(rs)t = (Hr ngluy = Hrlugu,) tj.
Mg = W My s PA je u-homomorfizam. Dakle y je reprezentacija

semigrupe S u &

R/H’
p_—Je tranzitivna. Neka su-Hrl, Hrze'R/H, LT, € R. Bududi
da je'R.=.A\‘{0} & -~klasa od S, to je rlr;:“1 = e idempotent

1z R a na osnovu Posledice I.4.2, e 3je jedinstven idempotent
iz R 1 on je leva jedinica u R. Odatle je
o _ -1 _ -1 _ _
Hr2 = Her2 = H(rlr1 )r2 = Hrl(r1 rz) *xﬂfls = Hr1 H

lrze S, pa je u tranzitivna repreiéntacija.

Sl’

gde je s = r;
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W, = ¥, Ppa je XU, = Xuy i H X = B X  za svako xe€¢ S, tij.
Xa = xXb 1 ax = bx. Specijalno to vredi i za svako te T Jer
Je TCS pa je ta=tb i at = bt.

Buduci da je T slabo reduktivan ideal u odncsu na S to
Je a = b. Dakle u je injektivno.

Time je teorema dokazana.

Prethodnu teoremu ilustrujemo slede&im primerom.

[11,1,4, PRIMER, Neka je S = {E, F, A,, A,, Ay, A,, A_)

gde su

1 0 0 1 1 0 0 1
E = )f = 4 Al=( )r A2= )r
Q 1 1 0 0 0 0O O
0 IJ) (C) ()) J 0)
A = § . A — ’ A =( =0F
# (1 0 . 0 1 © 0 0

matrice drugog reda nad semigrupom g° ="{1} U {0} .
U odnosu na obi¢no mnoZenje matrica, S je semigrupa sa

jediniénim.elementom.E i nulam.Ac = 0. Predstavimo mnoZenje

- "-‘

o/
elemenata semigrupa S Keliovom tablicom
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1z tablice 5 se vidi da je S globalna idempotentna semi-
grupa tj. S2 = 5, regularna (jer za ma koje xe€¢ S postcocji yve S
takvo da je x = xyx) s- skupom idempotenata

E(S) = {E, Ay, Ay, 0} . SledeCa tablika pokazuje da idempotenti

iz S komutiraju.

- - -
. E | A, A, 0
A, 0
0
A4
0

Tablica 6

Dakle S je konacna inverzna semigrupa sa jedinidnim ele-
mentom - E i nuldom A, = 0. Odatle je &(S) = N(s) ='s.

iz tablice 5 lako .se vidi da je T = {Al, Az, Aé, 0} ,
O-minimalan reduktivan (slabo reduktivan) ideal u odnosu na S.
Dakle T # 0, T° # 0 i @ je jedinstven dvostrani ideal od S,
strogo sadrfan u T i za ma koje x,yeS iz tx = ty odnosno
Xt = yt za svako teT sledi x = y. Odatle je T = TtT, teT,

t # 0. Dalje imamo:

I =AT=AT= {4, A,, 0} , i
I = AT = A,T = {Aj, A,,0)

su O-nminimalni desni ideali za S. 0Oznadimo sa

R= I\ {0} = {A,, A,}. Tada R je & -klasa i H '{Al} je
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podgrupa od R. Dalje je

R/H = {ddr | re R} = {BA HAZ} = {A,A,, A/A,} =

I+ 1 1772

= {Al, Az} = R.
Dakle, R = R/H 4e S-baza.

r

Preslikavanje u : s - u_» pPisacemo u obliku (s)u = M

gde Ije v, transformacija semigrupe S, tj. Xp_ = Xse€ S 1

H X = 8X€ 5, za svako xe€ S; ali takva da ije M, parcijalna in-

jektivna transformacija skupa R gde je

ru, = rse R ako je re dom Mg s

U nedefinisano ako r¢ dom Hg o

Na ovaj nac¢in imamo:

{Al, A,} =R jer je A.E = Ay, AE = A,, ug:R > R,

dom Hy 1=

dom =, {a,, A} =R jer je A\F = A, A,F = A, tj.u iR > R,

dcﬁ;ual ='{A1} jer Jje A1A1 = Al : g HAI s Al - Al,

dom.312:=£%;} -~-jer je .AiAz = Az t]. My 3 Al *‘Az,
1 _ 2

dom.u13-= {AQ} jer je .A2A3 = Al tj. 933 i Az *‘Al,

dom “A4 = {AZ} jer Sje AA, = Ay tj. uA4 : Az > A,

dam'uo = § tj. uozﬁ* g .

Odatle je JR ={|.|E, M s uA.l, qu, “A3’ uK4, uo} i ori tome

v preslikava S na J..

Za re dom y C R, Sy+8545€ S vredi

S1%2 -
r u = r(s,s.,) = (rs.)s, = (rp_ )u = r{u . ) , dakle
5,8, 172 172 S1 8, S, S,
.~(5132hﬁ= uslsz = Mg M, = (sl)u(sz)u, pPa je p reprezentacija
| 1 .

semigrupe S na ‘JR tj. u S-bazi R.
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toji'.AZE S

Azf R tada pos-

takvo da je

2
za a = Az, b = AIE R, postoji A3E S takvo da je
auA3 = Az Hy = A2A3 = Al = b.
3
za a =.Al, b = Al postoji AlE S takvo da je
au =.Al Wy = AlAl = Al = b,
1 1
Za a =.A2, b = Aa,, postoji Ay €S takvo da ije
agA4 = Az “A4 = A2A4 = Az = b,

- Odatle, za ma koje

je =xu_ =

X,Y€ R postoji R SR' s€ S takvo da

Y, 3to zna¢i da je u tranzativna. I na kraju poka-

zaCemo jos da je u injektivna. .

¥ -je injektivna. Neka su s,t€ S, s # t. Lako se prove-

rava da zar¢ Ri rs,rt€ R, je rs # rt, tj., H_ F ru

t -

Dakle, u5?¥ Wy odnosno (s)u # (t)u , pa je u - injektivna.

II11.,2, KONGRUENCIJE I TRANSLATORNI OMOTAC SEMIGRUPE

Za proizvolijnu kongrenciiju o na semigrupi S i za svako

T, € nNn(s), (ae S) iz
i (xa =

slededu definiciju.

X‘Ha) o (Yﬂ'a =

xay (x,ve S) vredi (ax = «

xX) o (nay = ay)

a

yva). Ova ¢€injenica daje motivaciju za

III.2.1; DEFINICIJA; Neka je o kongruenciija semigrupe S i A

neprazan podskup od Q(S). ¢ nazivamo

xoy (x,vye S) sledi

A-kongruencijom ako iz

(wx) 0 (wy) i (xw) ¢ (yw) za svaku we A.
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Sa £ (S) oznafavamo najve&i podskup od £(S), =za koji je o
!, — kongruencija. Specijalno kada je 1 (5) = Q(5) ili
(82, (5)=I(S))onda ¢ nazivamo (S)-kongruencijom (I1(S) -kongrue-
ncijom)na semigrupi S.

Analogno se definiSe A-kongruencija ¢ za neprazan podskup
A od A(S) (P(S)). Sa A, (S) (PH(S)) oznacavamo najveci podskup
od A(5) (P(S)), takav da je o AU- (PU(S})- kongruencija. Ode-
'vidno da je 2. (S) (AG(S), PU(S)) neprazan skup jer ije

1H(s) ([%5),&(5)) sadrZan u njemu,

III.Z;Z;-PROPOZICIJA; Ako je 9 proizvoljna kongruencija semi-
grupe S, tada jES%#S) (A, (8), PU(S)) pdosemigrupa od
{(5) (A(S), P(8)).

DOKAZ. O¥evidno da je 2,(S) € 2(S). Neka je w, weQ (S)
i xoy. Tada je (wx)o (wy), (xw)o (yw), (W x)o (@y) i
(xa7 ) o (yo' ). Odatle imamo (w (wx)) ¢ (W™ (wy)) i
((xw")w) @ ((yw')w), odnosno ((w @)x) o (@ w)y) i
(x({w” w) )ftr (y(w"w)), 3to zna¥i da je w 'we 2,(8). S8liZno se po-
kazuje ;ia Jje ww’ e 2, (S), pa je 2 (5) podsemigrupa od Q(S).
Analogno se dokazuje dé‘je A, (S) (P, (S)) podsemigrupa od A(S)
(P(S)).
111.2.3, TEOREM. Neka je o proizvoljna kongruenciija semigrupe
S1iw= (A,p)e(S). DefiniZemo preslikavanje w*=(A,p)*=(1*%,p*)
semigrupe S/¢ u Sk sa w*(x0) = (Wx)o i (x0)w* = (xw)o,
Xg e S/e. Tada je w* bitranslacija semigrupe S/0 i preslikava-
nje ¢: w—-+w* je nomomorfizam iz n;(S) u Q(S5/0) sa svojstvom

(113)'P=t* = g sSeS.

s Sg ' .
DOKAZ. Neka je a"e¢aoc , ace S/o, ae S, tada je ao a”,
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(wa“)o i

(wa) ¢ (wa”) i1 (aw) ¢ (a"w), Odatle (wa)o
(aw)o = (a"w)o . Dakle w*(a“0d) = (wa“)o = (wa)e = w*(aoc) 1
analogno (a“o)w* = (a"w)c = (aw)e = (as)w* , Sto pokazuje da
je w* dobro (korektno) definisano preslikavanje. 2Za

w = (A,p) € nﬂ (S), w* = (A*,p*)} i x0, yoe S/o, x,ve S imamo:

A*(x0.y0) = A*((xy)o) = (A({xy)lo = ((Ax) ylo = (AX)o-yo
A*(xo) -yo,

(x(yp))o = xo-(yplo =

(%0 .yo)p* = ((xy)o)p* ((xyle)o
= xX0.(yog)p* , '
(xa)+(A*(yo)) = (x0) ((Ay)o) = (x(Ay))e = ((xp)y)o =
((x0)p*) (yo).

Odatle je w* = (A*,p*) e Q(S/0). Dakle ¥ preslikava Q (S) u

= (xp)o-(yo)

2(S/0). Neka su w,w” € QU(S) i xo0e S/o, xe S. Tada je
(ww)*(x0) = ((ww')X)e = (Wlw™X))o = w*((wW's)a) = w*{w *(x0))=
= (w* 0" *) (x0),

Analogno je (x0){ww )* = (%X0) (w* w”*). Dakle (wWw )* = w* w %,
tj. (W' )y = (w)p (W )¢ 8to znadi, ¢y je homomorfizam. Dalje za
seS 1 xoe S/a, xe S imamo:

t;(xa) = (nsx)u-= (sX)o = S0 +xX0 = Ty (x0),

(X0 )n* = '(}'{ﬂs)a = (Xs)o = Xg.5¢ = (xo)n

S S0

Qdatle je (n-s)(p = n; = Wy

111.2,4, POSLEDICA, Preslikavanje h : A=>X* , XeA (S) i

g : p > p*, pe }E-"’:r (S) su homomorfizmi respektivno iz Au (S) u

A(S/q) 1 iz P_(S) u P(S/0) i pri tome vredi (A_)h =¥ =12a_ ,

g
= * = '
(p g =p3 =Py, + 2€S.



53

I11.2,5., POSLEDICA, Ako je ¢ £(S) - (A(S)-, P(5)-) kongruen-

Cija semigrupe S, tada je ¢(h,g) homomorfizam iz 12(S) (A(S5),

P(S)) u Q(S/e) (A(S/0), P(Sj/c)).

I111.2:6, PROPOZICIJA, Ako je ¢ £(S) - kongruencija semigrupe

r

S iw= (A,p), @w” = (A",p")e (S) su permutabilne (komutati-
vne) tada su (w)y = w* = (A* ,p*), (w )y = w % = (A"*% p %) per-
mutapilne (komutativne) bitranslaciije semigrupe S/o. Ako je
@ = (A,p) idempotentna bitranslaciija semigfuye S tada je
w* = (A* p*) jdempotentna bitranslacija semigrupe S/o.

DOKAZ. Neka je x0€ S/o, xe S. Tada je

(A*(x0))p"* = ((Ax)o)p"* = ((Ax)p”" )0

(A(xp " ))o = A*((xp” )o)=

= A*((x0)p"*), Dakle w?* i w"* gqu permutabilne., Dalje ije

(W* W *) (x0) = w* (W *(x0)) = w*((W X)) = (wW(w X))o =
= ({(ww7)x)e = ((@W'W)x)o = (W' (wx))o =w " *((wx)o) =
= Wk (w* (x0)) = (W% wW*) (xo0), Analogno je (x0) (w* w”*) =

(x0) (W *w*) za svako x0 e S/6, xe S. Pa je wrw ™* = w ihwk

-"‘.‘.

J
Neka je w? = w, tada je (W*)z(xﬂ) = (w*.w*) (x0) =

= w*((wx)0) = (w(wx))e = ((wew)x)o = (w2x) = (ux); = w* (x0),

analogno je (xtr)(w*)2 = (x0)w*, za svako x0€ S/0, xe€ S, pa

je (m""')2 =w*, tj., w?* je idempotent.

Za bilo koju semigrupu S u [12] je definisan centroid
od 8 u oznaci Z(S) kao skup svih transformacija semigruve S
koje su i leve i desne translacije ali pisane kao levi opera-

tori, tj., 2(8) = ¥ e J(S) |t (xy) = Ux)y = x(y), x,yeS}).

Zatim, je definisana kongruencija ¢ na semigrupi S na sledeéi
na¢in: ash, a,be S ako i samo ako postoji ¢ e GZ(S) takvo

da je a = {b, gde je G2(S) grupa jedinica centroida Z(S).
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- Za klasu reduktivnih semigrupa vredi sledede tvrdijenie:
IT1+2.7. PROPOZICIJA, Aako je S reduktivna semigrupa i ¢ binar-
na relacija na S definisana sa aob, a,be S a = ¢b,

{ € GZ(S). Tada je ¢ 2(S) - kongruencija na semigrupu S.

DORAZ. Da je ¢ kongruencija na S sledi iz [9]. Neka je

It

adb, a,bes i w (A,p) e f2(S). Tada je a = ¢b, ¢ € GZ(S) i

za svako x€ § imamo:

ax = ({b)x " xa = x({b) ;

Afax) = Al (§b)x] ; (xa)p = [x((Db)]o ;
(Aa)x = l[b(i'x)] ; x{ap) = [ (f{x)blp ;
(Aa)x = (Ab) ({x) ' x(apr) = (x)(bp) ;
(Aa)x = [{ (AD)] x , Xx(ap) = [x($ (br)].

Zbog reduktivnosti semigrupe S, dobijamo Aa = { (Ab) i
ap = t(bp) , Sto znali (Aa)a (Ab) 1 (ap)o.(bp),tj. (wa)o(wb) i

(aw)a (bw) . Dakle ¢ je f2(S) - kongruencija na S.

q;naéimm sa ConiS)_Skup svih kongruencija semigrupe S.
Poznato, da Con(S) u odnosu na kompoziciju je semigrupa i u

odnosu na relaciju inkluzije C , Je kompletna mreZa,

I111.2,8, PROPOZICIJA, Ako su o, 0" € Con(S), tada je
Q(S) na .(S) C a, .(s).

DOKAZ. Neka je we € (8) n &2 .(8) i x(enNo”)y, x,ye S.
Tada je x0y i xo0°y i (wx)o (wy), (xw)o (yw), (wx) ¢” (wy) i
(xw) 0” (yw). Dakle (wx)eNo” (wy) i (xw)one” (yw), ¥to znadi da

je @ €@, (S). Dakle £ (S)NQ .(S) € & . _.(S).

111;2.9. PROPQZICIJA. Ako su ¢, re Con(S), Q(S) - kongruencije
na semigrupu S, takve da je oCr, Tada je r/e ¢ (2(5))- kon-

gruencija na semigrupu S/o.



DOKAZ. Neka je (x0) t/0 (yo), xo0,y0€ S/0, x,ye S, i neka
Je w* = (A*,p*) e ¢ (Q(S))(C Q(S/0)). Tada je xry i postoiji
w= (A,p) € 2(8) takvo da je (w)¢y = w* i pri tome vredi
(wx)7 (wy) i (xw)r (yw). Odatle je ((wx)o)r /o ((wy)e) i
((xw)o )1 /o (yw)o), odnosno (w*(xo))r /o (w*(yo)) i
((x0)w*)7 /o ((yo)w*),8to znadi da je 7/0 (Q(S))¢ - kongruencija
na semigrupu S/o.

Za semigrupu S i proizvoljno we £(S), oznad®imo sa

Conw(S) = {geCon(S) | ¢ je w - kongruencijal. Specijalno za
w=7_¢ n(s), aes, ili w = ({,1) —- identi&na bitranslacija,
~ imamo; Conw(S) = Con (S) = Con(S) = Con (S).
. ﬂa. (1;1)

[11.2,10, TEOREM. Skup Con,(S),we Q(S) je kompletna podmrea
od Con(S).

DOKAZ., Neka su a, ¢” ¢ Con (S) i x(¢co0”)y, x,ye S, tada
postoji ze¢ S, takvo da je x0z, 20"y i vredi Wwx)o (wz),
(wz)n;(wy) i (xw)o (zw) , (-zw)a"(ym. Odatle, (wx)ooo -{wy) i
(xw)ooo "(yw), tj., oo~ ¢ Conw(S), sto znadi da je Con (S) pod-
semigrupa od Con(S).

Neka je x(¢/Nd )y, tada je x(onﬁ’)y, ti. Xovy i x0"y. Oda-
tle je (Wx)o(wy) & (wWx)o” (wy) zatim (xw)o (yw) i (xw)o” (yw).
Dakle -(mx)a No” (wy) i (x#:)a No " (yw), ti., (Wx)(oN ¢7) (wy) i
(xw) (6 Ne”) (yw), pa je 0 Ao~ ¢ Con (S). Neka je x(oV ¢”)y, tada
postoji pi'irodan broj n, takav da je x(o uo"")ny, t)., postoije

cl=X[ cz; c3f --.;C

n-1’ Sp = ¥ iz S, takvi da je

x(o uu"")cz, cz(aUa"’)CB, 2l g cn__l(a Ve~ )y, odnosno

X0 C,, il:I.‘xa"cz, C,0Cq ili cza"ca, seer Co 10y ili cn_lu"y.

Odatle je:
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(wx)o (WGZ) ili (wx)o” (mcz) : (mcz)ﬂ (wc3) ili (wcz)ﬂ" (mc3) T

(we )o (wy) 4ili (wcn_l)a"' (wy) i analogno

n-1

(XW)U(CZW) 1li (xw)o” (c.w), (czm)ﬂ(c3w) ili (czw)ﬂ" (CBM), S e

2

(c w)o (yw) 1ili (cn_ w)o’ (yw), Sto povladi

n-1 1

(wx)o Uo”~ (wcz) 3 (wcz)a Vo~ (ch) ; essg (WC JoUa™ (wy), 1

n—1

(xw)o Ug~ (czm) , (c w)e Ve~ (yw).

w)o Ve~ (CBM), S8 W (cn—l

2
Odatle je (wx) (oV ¢7) (wy) i (xw)(oV e ) (yw), tj.,
6 Vo~ € Con (S). Dakle Con (S) Je podmreZza od Con(S)

Neka je, dalije, A neprazanl podskup od Conw(S) i neka je

x{ Ne)y, x,vyeS. Tada je x( no})y, t3j, Xxoy za svako o€ A,
O€ O€EA

Odatle je (wx)o(wy) i (xw)o(yw) :za svako a€ A, tj.,

(Wx){ N o) (wy) i (xw)( N 0)(yw), odnosno (wx) (. N o)(wy) 1
GEA C€Ah O€EA

(yw) { A g)(yw), 8to znali da inf A = A o ¢ Conw(S) . Neka Ije
geEA geEA

x( V o)y, x,ye S. Tada postoji prirodan broj n i postoje
aea

xl,}-.fz, coarX € S i postoje ETLOTARERY a*n+;e A takve da je
X0 1X1r X Q%o cony X0 Y- Odatle Ije (wx)al(mxl),
(WX, )0, (WX,), 2eey WX )o o (@y) 1 (x0)0, (x;0), (x,0)0,(x,0),

p— (xnr.a)un_l_l (yw), 3to povladi da je (wx)( VvV a)(wy) i
_ | - ge A

(xw){ Vo) (yw), tj., sup A = V .oe Con (S). Dakle Con (S) jJe
agepn (1 L+ «

kompletna podmreZa od Con(S).

ﬁongruencija a na semigrupu S naziva-se grupna kongruen-
cija ako je S/a grupa. Buduéi, da se svaka grupa karakterise
se kao inverzna semigrupa koja ima samo jedan idempotent, onda
grupna kongruencija inverzne semigrupe se karakteriSe na sle-

deéi na¥in: kongruencija ¢ inverzne semigrupe S je grupna
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kongruencija ako i samo ako za svako e,fe E(8) (E(S)- polumre-

Za idempotenata iz S) vredi ecf, tj. E(S) sadrZano je u neku

¢ = klasu.

I11.2,11. PROPOZICIJA, Neka je ¢ grupna 2(S) - kongruencija
inverzne semigrupe S. Tada je 0 = ¢'¢-1 grupna kongruencija na
2(S), gde je v homomorfizam iz Teoreme 2.10.

DOKAZ. Prema Posledicu 2.5, ¢ je homomorfizam iz Q(S) u
1

{2(s/0). Jasno, da je @ = kery = ¢s+¢p kongruencija na 2(S).,
Takodje, jasno da je £(S) inverzna semigfupa jer je S inverzna.

Za dokaz propozicije, dovoljno je dokazati da bilo koja dva

idempotenta iz f(S) su u relaciji @ tj., svi idempotenti iz

£(S) leZe u jednoj ¢ - klasu.

Neka su w, w° idempotenti iz 9(S). Tada za svako x e S,

1

'W(xx?ﬂ),fﬂ'(xx"); (qux)w i (x_ix)m’ su idempotenti iz S. Oda-

tle [w(xx™)la, [ (xx™) e, [ (x x)de i [ (x" x)w o su

idempotenti iz S/¢ i jednaki su medjusobom jer je ¢ ~ grupna

kqnéruencija.

Dalje, za svako xXo ¢ S/o0 imamo:
(wp) (x0) = w*(x0) = (wx)o = [w(xx "x)]o = [w(xx T)x]o =
= [w(xx 1o+ (x0) = [ (xx V)]0 (x0) = [ @ (xx 1))x]o =
= [0 (xx x)]o = (@ X)0 = w *(x0) = (W ¢) (x0),

analogno je (xo) (wy) (X0) (w7 9), pa je wy = wp , ti.,wo w:

Dakle, ¢ = POP + je grupna kongruencija na 2(S).



111.3. POTAPANJE TRANSLATORNOG OMOTACA SEMIGRUPE U GRUPU

U I.7 Lema 7.1 pokazuje da za ma koju podsemigrupu T ne-

ke grupe G, ulaganje T> G je gust monomorfizam,

111,.3.1, LEMA, Ako je T podsemigrupa grune G i S idealizator
podsemigrupe T u G, tada je £(S) = N({(8) i Q(T) se izomorfno
potapa u grupi G.

DOKAZ. Buduc¢i da je G grupa to je Q(G) = II(G) = G. Neka

je 8§ =1{g|geG, gt,tgeT za svako te T} idealizator vpod-

semigrupe T u grupi G. Bududi da je 1t tl = te T za svako

te€e T, sledi da jedini¢ni element 1 grupe G pripada idealiza-

toru S. Odatle je &(S) = II(S) = S,

Za proizvoljno m_ = (A_,p_)eN(S), seS i svako te T
imamo:
lst = ste T i tr, = tseT, pa je
A C ' C .
) ST 2 T 1 TpS C T

. - S | _ .8
Preslikavanje g : #®# = ﬂs' 7 € Q(T), ‘H'SE IT(s) (ns.[ o= )
je monomorfizam iz Q(T)'u I{(s) (=52(s)). Dakle 2(T) se izomorfno

potapa u grupu G (jer lI(S) =S i S je podsemigrupa grupe G).

[11.3:2. TEOREM, Ako je semigrupa T monomorfno uloZena u neku

grupu, tada je i £(T) monomorfno ulo¥ena u tu grupu.

DOKAZ.

Q(T) (T
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Neka je ¢ monomorfizam semigrupe T u neku grupu G. Tada
T6 = T je podsemigrupa grupe G i pri tome je T = T~

Za svako (A,p) e Q(T) definiSe se A i g5 sa:

Xt” = (A(t-6 L))o i te = (8 Yoy, toer.

Tada, prema Teoremi I.6.13, preslikavanje

& : (A,0)~>(X,p) , (A,p) € Q(T)
je izomorfizam iz Q(T) na 2(T"). Prema Lemi 3.1. Q(T°) se

izomorfno ulaZe (potapa) u grupu G.

111;3;3. LEMA; Ako je T slabo redﬁktivqa podsemigrupa u odnosu
na semigrupu G, tada je ulganije Tf*G gust monomorfizam.

DOKAZ. Neka je 1 ulaganje semigrupe T u semigrupu G. Ta-
da je Ti = T slabo reduktivna podsemigrupa u odnosu ﬁa G. Neka
je S = {g|ge G, gt,tge T} idealizator semigrupe T u semigru-
Pi G i ¢ bilo koja kongruencija na S takva da je T-kongruenciija.

Iz 8,65, Syr S, € S_ sledi

s s;tes,t i ts, ¢ ts, Za SV?]{O te T,
Buduéi da su s,t, s,t, ts,, tSZE’T i 6 je T-kongruencija,
to je'slt.= S,t 1 ts, = ts, 2za svako te€ T. Odatle, sobzirom

da jJe T slabo reduktivna u odnosu na G, dobijamo S, = S,

pa je ¢ relacija jedhakcséi na S. Dakle S je gusto idealno wnro-

. Sirenje od T.

Kako je S idealizator, to je ona maksimalno gusto'proﬁi—
renje, pa je Ti = T gust monomorfan ideal od S. Odatle ula-
ganje 1 : T - G je gust monomorfizam,.

Iz Teoreme I.6.4 sledi, da za klasu slabo reduktivnih

semigrupa, translatorni omotad (S) je idealizator za II(S) u
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semigrupu A(S) X P(S). Sledece, tvrdjenje pokazuje da kanoni-
¢ni homomorfizam # : S~ 02(S) je gust monomorfizam za klasu

slabo reduktivnih semigrupa.

[11,3.4. LEMA, Ako je S slabo reduktivna semigrupa, tada kano-
nicni homomorfizam = : S = Q(S) je gust monomorfizam.

DOKAZ. Jasﬁo je, da II{(S) je ideal u £(S). Buduéi, da ie
S slabo reduktivna, prema Teoremi I.6.4, {(S) je idealizator
za H(S) u semigrupu A(S) x P(S). Zbog, togé dovoljno je doka-
zati da je §1(S) gusto idealno prosSirenije za II(S).

Neka je o kongruencija semigrupe 2(S), takvo da je ono
identitet na N(S). Neka je wow , w= (A,p), wo = (A" ,p " YeK(S).
Tada je (ﬂsm)u (nsm") i (caﬂs)a (w”™ 7

), za svako n_e I(S), se€ S.

S S
Odatle Je el Tgw” LT TaOT oo Buduc¢i da je ¢ identitet na
ln(s), to je Tow = Tgr * 7,0 =7 .. Dalje, bududéi, da je S

slabo reduktivna semigrupa imamo sw = sw” i ws =w’s, za

svako s€ S, to w = w”, pa je ¢ = | , identitet. Dakle, jedina
-,
jdenticna kongruencija semigrupe Q(S) je N(S) - kongruencija,

pa je £2(S) gusto idealno proSirenije za I(S).

Tvrdjenje Teoreme 3.2, u opStem sludaju se moZe formuli-
sati kao sledec¢i problem: Ako neka seﬁigrupa je monﬁmorfno ulo-
Zena u neku Semigrupu jedne odredjene klase semigrupa, da 1li
je t0+ulaganje moguce i za odgovafajuéi translatorni omotad?

O 5pecijalnnm.sluéaju.npr; prethodni vproblem je formuli-
sao Petrich(IB],'V,3.ll Problem): Ako semigrupa S je monomor-
fno ulbiena u neku inverznu semigrupu, da li je mogucfe i Q(S)
... ..ktakodje monomorfno ulagati u neku inverznu semigrupu?

Traganjem za resSenje problema Peticha, mi dalje navest-

c¢emo neke €injenice koje idu u prilog tog refenja.



01

Neka Je ¢ monomorfno ulaganje semigrupe Q u invernu semi-

grupu S. Oznacimo sa T = Q6 gsliku semigrupe © u S.

Tada prema Teoremi I.6.13 preslikavanje § , definisano sa

E-: (’krp)—h (I;F) ((R;PJE Q(Q))r
"t = (A(ts X)) , tp = ((£8 1)p)0

je izomorfizam iz 2(Q) na Q(T)_

S 2(Q) —
| 7

/—\;

Dalje, prema(l 8, Teorem V.1.3] )preslikavanje x defini-

S4no sa

X (km)-*pIA ((Mp)eﬂ(s),Ap = {seS|sg (sp)}
. p

je izomorfizam iz $(S) na idealizator I iz s¥ u ﬂé:isledeéi

dijagram komutira:
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Oznadimo sa w restrikcijuw na T tj. W = w - Tada 1e

T podsemigrupa od s" (odnosno podsemigrupa od :JS) y 1 pri tome

je Q=T=1T" i Y wulaganje T" u‘:]S . Neka je I = i, (TV

Is

: . W
idealizator za T u gS'

Treba videti da 1i je Q(T) izomorfno sa I, odnosno treba
definisati neko preslikavanje h iz Q(T) u.ﬂs tako da h -bude
izomorfizam iz Q(T) na I. Jasno, da u ovom sluéaju ne moZe se

primeniti [ 8 Teorem V.1.3] jer, T ne mora biti inverzna pod-

semigrupa od S.
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S A M M A& R X

The properties of a semigroup, which has some inffluence
on its translational hull is a problem which is still unsolved
in the present studies of the semigroup theories. Thus possi-
hilities and conditions have specially been studied under which
one semigroup and its translational hull belong or do not belong
0 the same class of the semigroups. By a counterexample has
been proved that the band and its translational hull do not
always belong to the band; then if the semigroup is the union
of the groups, its translational hull should not be the union of
the groups. By characterizing the center C(LS)) of the trans-
1ational hull of the semigroup S, of one class of the semigrup
which satisfies the condition that S = SC(S) it is proved the
sufficient condition'of the proved the sufficient condition
»f the isomorphisme CU2(S)) on fL(C(S)). For the class of the
finite inverse semigroups it counts that each semigroup of that
class is isomorphic immersion into the adequate translational
hull of its weakly reductive ideal. It has also been proved
that the sett of all w - congruences of a semigroup is a com-

plete sub latice of the congruences latice of that s emigroup.



N8 teorin e semigrupeve, si problem jopiotésisht i zgji-
dhur 8sht® problemi i ndikimit t& vetive t& nj¥® semigrupi n%
mb8shtjellsin e tij. NZ k¥&t® kontekst, ky disertacion studion
mundsit dhe kushtet n&n t& cilat nj® semigrup dhe mbsht jellsi
1 tij b8jn® ose nuk bEJjnE pjes® n% t¥& njejt®n klas® t¥ semi-
grupeve. Esht® konstruktuar nj& kund®rshembull nga cili shifet
se rrjeta dhe mb&shtjellsi i saj nuk i takojn® gjith%réﬁté nje-
jt8s klas® semigrupesh; pastaj n¥goft¥se semigrupi mund t& pa-
ragitet si union i grupeve nuk &sht® e thanun q¥ edhe mb&sh-
tjellsi i tij té& paraqitet.si union i grupeve. Dﬁke karakte-
rizuar g¢endren CH(S)) e mbBshtjellsit t¥ semigrupit S, t& nj&
klase semigrupesh q& e plot8sojn® kushtin t¥% vliej S = SC(S)
8sht® ve&rtetuar kushti i mjaftuesh®m i izomorfizmit t8 C(Q(S))
‘mbi Q(C(S)). P%r klas®n e semigrupeve inverze t® fundme vér-
tetohet se ¢do semigrup i asaj klase izomorfisht zhytet n2
mb8sht jellsin e idealit t® dob®t reduktiv t® tij. Esht® vér-
tetue gjithashtu se bashk¥®sia e tE gjitha w - kongruencave
t® nj& semigrupi Bsht® n&nrrjet® e plot® e rrjetds s kongru-

encave t& atij semigrupi.
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