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0. UVOD

problemi koji su inicirali, a potom podsticali,ra-
zvoj teorije turnira potidu iz razlicitih oblasti. Sam naziv
turniri dolazi od individualnih ili ekionih sportskih_takmi—
denja u kojima svaki takmid¢ar ili ekipa jgraﬁmﬁ sa svakim od
preostalih uCesnika 1 pri tome nema nereSenih meceva. Di-
graf &iji &vorovi predstavljaju udesnike takmigenja, a Ci-
je su grane orijentisane od pobednika ka pobedjenom - pred-
stavlja jedan turnir. struktura turnira se takodje srece
u sociometrijskim i nekim biolodkim istrafivanjima kao 1 U
” metodi uporedijivanja po parovima. U poslednjem je medju vi-
% Ya razliditih obijekata potrebno odrediti optimalni, ori Ce-
. mu se za svaki par objekata jednom od njih daje prednost.

Najzad, turniri cine jednu vaZnu klasu grafova - kompletni

orijentisani grafovi.

Mada je prvi rad iz teorije turnira, teorema Ré-
dei~-a o Hamiltonovim putevima, publikovan 1934. godine,pra-
vi procvat teorija dosti¥%e u periodu od 1960. godine 4o
danasnijih dana. Doprinosom velikog broja poznatih graf-teo-
‘retidara kao sto su"B.AISPaéh, L..Beineke, G.Chartrand, P.
Erdds, B.Griinbaum, F.Harary, J.W.Moon, I,.Moser, K.B.Reid,
M_Rosenfeld, V.S6&s, C.Thomassen 1 drugi, teorija turnira se
razvila u visSe razliditih pravaca.

U ovom radu koji se sastoji od tri odeljka, raz-
matraju se razliéiti problemi vezani za turnire.

prvi odeljak sadrZi osnovne pojmove i definicije.
Osnovne oznake i termini uzeti su 1z monografija [20] i [31],

dok je sve ostalo $to se koristi u radu dato u tom odeljku.
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Drugi odeljak Je posvedéen neizbeZnim podgrafovi-
ma turnira i sastojl se iz dva dela. U prvom delu se daje
redenje hipoteze V.S8s u vezi digrafova H(n,i) koji pred-
stavljaju uopstenje Hamiltonovih bypass-a. Takodje se ispl-
tuije "reizbefnost" digrafova C(n,i) i C +Py U jako pove-
»anim turnirima. Drugi deo se odnosi na poznatu hipotezu
B Griinbaum-a o alternativnim Hamiltonovim konturama. Dobi-
ja se znatno poboljSanje rezultata C.Thaonassen—-a i M.Rosen-
feld-a, &ime su od pomenute hipoteze, kao otvoreni, ostala
samo tri slucdaja.

U tredem odeljku se turniri ispituju sa stanovi-
%ta izlaznih stepena - skorova njegovih dvorova. U prvom
delu razmatra se hipoteza K.B.Reid-a u vezi sko¥—skupa obi-
gnog turnira. Dobijeno je viBe rezultata kojl idu u prilog
hipotezi. Ista problematika je ispitivana i za slucaj bipar-
titnih turnira. Drugi deo se odnosi na skupove frekvencija
skorova bipartitnih i'3-partitnih turnira. Daje.se komple-
tno redenje problema egzistencije bipartitnog, odnosno 3-
partirnog turnira sa unapred zadatim skupom frekvencija sko-

rova kao i minimalan broj &vorova koji takav turnir moiZe

da ima.
7a izradu ovog rada posebnu zahvalnost dugujem

mentoru dr Ratku ToZidu na svesrdnoj pomoci.
Takodje se zahvaljujem akademiku D.Cvetkoviéu'i
dr C.Thomassen-u na nizu korisnih primedbi 1 sugestija.
Najzad, zahvaljujem se Maréi@gv Merimi koja se

pobrinula za tahnicku obradu.

Petrovié Vojislav
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1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

U daljem tekstu femo se drZati navedenih poimova
i oznaka. Sve ostalo %to nije ovim obuhvadeno 1isto je kao
u [20] i [31].

Digraf D je par (V(D), E(D)) gde je V(D) konacan
skup elemenata koji se zovu Svorovi i E(D) skup uredjenih
parova &vorova (u,v) koji se zovu grane. Skup E(D) je ire-
fleksivan ako (u,u) ¢ E(D) za svako u€V(D). Skup E(D) Je
antisimetridan ako iz (u,v) € E(D) sledi (v,u) g E(D). Digraf
&iji je skup grana irefleksivan i antisimetrican zove se

orijentisan graf.

Digraf D je kompletan ako 2za svaka dva c¢vora
u,v EV(D) bar jedna od grana (u,v) i (v,u}) Jje element E{(D).

D je k-partitni digraf ako je V(D)==VllJV2tJ...lJVk pri ce-
mu je Vi nvj =¢ (i#3) i ako (u,v) €E(D) povliaci ueVv, i
viEVj za neke i 1 j (i #3j). Skupove V., zovemo klasama.

k-partitni turnir je kompletan k~partitni orijen-
tisan graf. Za 2-partitni turnir se takodje koristi termin
bipartnt turnir. Obiéan'turnir'ili“kratRO"turni;'éa--ﬁ CvVO-
rova je n-partitni turnir cije su sve klase jednoc¢lani sku-

povi. k-partitni turnir cemo oznaCiti sa T(Vl,vz,...,vk)
gde su Vl,vz.,,,.vk klase, tj. V(T)==V1EJV2lJ...lJVk. Obi-

“an turnir sa n &vorova obeleZavacemo sa Tn'

7a granu (u,v) € E(D) kaZemo da Je incidentna sa
“vorovima u i v. Takodje kaZemo da izlazi 1z gvora u, od-
nosno ulazi u &vor v, da &vor u dominira vor v, odnosno

da je &vor v dominiran dvorom u. Tu &injenicu ¢emo ozna-

“iti sa u->v . Ako su A i B dva disjunktna skupa c¢vorova




takva da svaki ¢vor iz A dominira svaki &vor iz B, to
femo oznafavati sa A-+B ili B «A. Broj grana digrafa D
koje izlaze iz &vora u V(D) zove se izlaznt stepen ili
skor &vora i obelezava d;(u). (Skracdena oznaka d+(u)

se koristi kada je jasno o kojem je digrafu re&.) Broj
grana koje ulaze u &vor u €V(D) je ulaznt stepen koji se

obeleZava sa dE(u), odnosni 4 (u). D je k-diregularan di-

graf ako je d_(u) =dy(u) =k za svako u €V(D).

D
Ako je D digraf i A cV(D) tada sa D-A oznacavamo
digraf &iji je skup &vorova V(D) -2, a ¢iji skup grana Cini
skup E(D) iz kojeg su odstranjene sve grane incidentne sa
nekim od_évdrova iz A. Umesto D-{u} koristidemo oznaku D-u.
D(A) je indukovani podgraf digrafa D, tj. digraf ¢iji skup
dvorova A, a ¢iiji je skup grana E(D) -Ax A. |
Orijeﬁtigan put P_=vy *Vy > .. >V je digraf kod

kojeg je V(Pn)=={vl,v2,...,vn} i E(Pn)=={(vi,vi+l)}[ls;ia;

<n-1l}. P_ zovemo (v *+vn)—put. Oritjentisana kontura C =V~

1

»vy > ... »v_=+v, je digraf kod kojeg je V(Cn)=={?l,v2,...,vﬁ}

1
i E(Cn)=={vi,vi+1}]l=§iw£n¢ n+tl =1}. Pod duZinomorijentisanog
puta (konture) podrazumevamo broj grana koje put (kontura)

sadrzi.

Hami ltonov put (kontura) digrafa D je orijentisan
put (kontura) koji sadr¥i sve &vorove iz D.

Digraf D je Jako povezan ako za svaka dva cCvora
u,v ' V(D) postoji orijentisan (u-sv)-put u D. D je k-jako po-
vezan ako je digraf D-A jako poﬁezan za svako AcV(D), |A]<k.

Digrafovi D, 1 D, su <zomorfni, $to oznacdavamo sa

1
ako postoji bijekcija w:V(D1)+V(Dz) koja oCuvava domi-

Dy =Dy
naciju tj. @) »+@v) u D, ako i samo ako u~+v u D,.

Dalije dajemo oznake i nazive za specijalne digrafo-
ve koji se u radu pojavljuju. H(n,i) je put duZine n-1 sa do-
datnom granom iz prvog u i-ti ¢vor, 3<is<sn. (sl.la). H(n,i)
se zove Hamiltonov bagjpas. (sl.lb). C(n,i) je kontura duzine

n sa dodatnom granom iz prvog u i-ti ¢vor 3 <is<n-l, racuna-

juéi u smeru konture (sl.2).




H(6,6) H(6,6)
@) (b)

St. 1

C(11,5) :.

St.2

. Alternativni put (AP) duZine k je put od k grana ¢ije su
svake dve susedne grane (koje su -incidentne sa istim CvOo-
rom) suprotno orijentisane. Na sl. 3. je prikazan AP duzi-

ne 5. Alternativni Hamiltonov put (AHP) digrafa D je AP

st. 3

koji sadr?i sve &vorove iz D.




Alternativna kontura AK duZine 2k Jje kontura

dqu¥ine 2k <¢ije su svake dve susedne grane suprotno ori -
jentisane (s1.4 ) 2k =8).

Si.4

_f
11ternativna Hamiltonova kontura AHK digrafa D
definile se sliéno kao AHP.

Digraf ¢, +P, se sastoji od orijentisane kontu-

re Ck==v1~+?2-+...-+vk-+vl i orijentisanog puta Po =

= ul.+u2.+,,.-+u£ pri &emu je u; =V, Za neko i€{1,2,...

o ; . s o
i i upaévq za p > 1 P, C, se definise analogno

Na slikama S5(a) i 5(b) prikazani su C,+FP, i P,+C,, re-
spektivno.

3
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Neka je P_=u, >4, +u orije 1 pu ik

v gV (p ). Ako postoji i €{1,2,...,n-1} tako da u,>Vv 1

v ULy KaYemo da se &vor v mo¥e interpolirati (ubaciti)
i

u put P_. Analogno se definife interpolacija u konturu.
TTn oznadava tranzitivan turnir sa U Ccvorova.

AT je skoro tranzitivan turnir; dobija se iz TT_ DT O-

menom orijentacije grane koja vodi 1z dvora sa skorom n-l1

u &vor skorom 0.

C C C

T3, T5 i T7 su direqularni turniri prikazanil na

sl. 6.

SL.6

Ako je T, = T, = ... = Ty dekompozicija tur-

nira T_  na jako povezane ili trivijalne (jednoClane) kom-

ponente, pri cemu T.= Tj za i<j, tada se komponenta T,

zove inicijalna ili podetna, a komponenta Tk terminalna

ili krajnja.
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2. NEIZBEZNI PODGRAFOVI

Problematika koja se razmatra u ovon odelijku odnosi
se na takozvane neizbeZne podgrafove turnira, tj. digrafove
koji se u odredjenom smislu pojavlijuju u svakom turniru.
pojam neizbeZnog podgrafa pojavlijuje se prakti¢no u prvoj

teoremi teorije turnira.

TEOREMA 2.1, (Redei) [41]1) Svaki turnir sadri<

Hamiltonov put.

Maime, navedena teorema tvrdi da je Hamiltonov put

neizbeZan podgraf svakog turnira.

Pre negd %to predjemo na dalja razmatranja dademo

preciznu definiciju neizbeZnog podgrafa turnira.

DEFINICIJA 21.1. Digraf D je n-netsbeZan ako .

avaki turnir sa n dvorova dadrii podgraf izomorfan sa D

DEFINICIJA 2. 2. Digraf D je k jako n-neizbelan

ako svaki k jako povezan turnir sadrZi podgraf iaomorfan

sa D.
U duhu poslednje definicije 1z tvrdjenja

HfEOﬁEMA_E.Z.“ (Cdmioﬁ [IIT)M Turntyr sadrZi Hamil-

tonovu konturu ako i samo ako je jako povezan.

Sledi da je Hamiltonova kontura jako n- neizbezan

podgraf za svako n (n=3).

2.1. DIGRAFOVI H(n,i), C(n,i) i C +P,

Jedno prirodno uopstenje Hamiltonove konture je
Hamiltonov bajomas -~ HB, ¢ija je definicija data u uvodnom
delu. Svaki Hamiltonov put turnira se produZuje ili u Ha-

miltonovu konturu ili u Hamiltonov bajpas. To od&igledno

el 4 e b D e R e -
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zavisi od orijentacije grane koja povezuje prvi i posled-

nji ¢vor toga puta. HB, za razliku od Hamiltonove kontu-

re, nije n-neizbeZan za svako n (n> 3) . Naime, postoje

jva turnira koji ne sadrze HB. O tome dje rel. U slededo?

teoremi koju je formulisao B.Griinbaum, a &iji je jedan jed-
nostavan dokaz ovde prezentiran. Drugi dokaz istog

tvrdjenja kao i ostali srodni problemi mogu se nadi-u [2]

i [50].

TEOREMA 2.3.  (Grunbaum [191, str. 216)  Svakz
ni sa T; (51:7) sa-

L a 4 L e L - c
turnir koji nije i12omorfan ni sa T,

drZ1 HB.

St 7

DOKAZ: ([331), Neka je T proizvoljan turnir san

(n>3) &vorova. Ako T nije jako povezan,tada na osnovu
teoreme 2.1. ima Hamiltonov put koili se, na osnovu teore-

me 2.2., orodu¥ava u Hamiltonov bajpas.
______ ._._Stoga moZemo da se.ogranidimo na jako povezane
turnire. Sa tri &vora postoje samo dva neizomorfna turnira.
To su Tg, koji spada u zabranijene i TT3 koji de slabo po-
vezan. Tako moZemo da se ograni¢imo na jako povezane turni-

re sa n =4 &vorova.

Neka je v <&vor jako novezanocg turnira T_ (n > 4)
takav da je indukovan podturnig T -V takodije jako povezan.

(Takav &vor uvek postoji. videti na primer [32],str.6 i1i

[20].) Neka je
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jedna Hamiltonova kontura u T -vV. Ukoliko postoje dva <vo-

ra v, 1 Vv, .,/ 1€{1,2,...,n~1} (sabiranije je po modulu n-1}

i
takva da v-+{vi,vi+l} ili vw&{vi,vi+l}rtada u T -v ima-

mo HB. Zaista, u prvom slucaju je to

A RN T Fl SR

a u drugom

v . > V. S eee TV, V.,
i+l i+2 i

Sada demo razmatrati dva sludaja s obzirom na par-
nost n.
(a) n-1 =2k+1, (k=>1). Tada oligledno postoje dva

i+l
ili v-+{vi,vi+l}.‘Na osnovu prethodnog zapaZanija to garan-

g . | , . s
1 ] - . .
: ¢vora v, 1V na konturi C__, takvi da ili v {virv, g}

tuje egzistenciju HB-a u T .

(b) n-1 =2k, (k=>2). Pretpostavimo da T ne sadrZi
HB i poka¥imo da to vodi kontradikciji.
Na osnovu prethodno redenog i pretpostavke ne po-

stoje dva susedna ¢vora v, 1 v, , Dna konturi C__,, takva

}oili vwk{vi,v. }. Bez uticaja na op$tost mo-

da > o ¥
b {vlf i+1

i+1
emo uzeti da

S vy rvyrvg, ... 'Vop-1!

(1)
v~+{v2,v4,v6,...,v2k}

7a n-1 =2k =4 lako se verifikuje da je T5==Tg , 8to spada u
tvrdjenje teoreme, pa stoga uzimamo da je n=z7, tj. n-1 =
= 2k > 6.

Prétpostavima sada da

-+ V..

V3 1

To implicira

{v4,V5;---;V2k_l} > Vl @ (2)

3
;
i
q
3
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7aista, ukoliko bi ¢vor vl dominirao nekim od &vorova

Tl N LN TR TR

v4fv5,-..,v2kmlﬂtada uod¢imo onaj sa najmanjim indeksom. Neka je

tD Vi, 16{4;5;---;21{_1}- Dakle, vi_*l-}'vl i v1+vi- NO

tada u Tn imam¢o HB

Vo, Ve PV ) PV Vi T e TV TV PV

i e LU AR RIS | e

L

jer Vv, >V na osnovu (1). Prema tome, (2) vaZi.

% Dalje

§ Vok 7 V2k-2 (3)

% zbog eventualnog HB-a

Vak-1 T V1 TV TV TV T e e e T VoK T V2K

: koji bi u protivnom egzistirao. Kombinujuéi (1), (2) i (3)
: dobijamo ipak HB

Voje ¥ *Uate g VL = Vg™ ar= "V 5

% iz dega sledi da v, ne moze da dominira Vo tj. da

: 1 3

: Zbog simetrije konture Cn—l zakljudujemo da

% Vi 7 Vi+2 _ . (4)

E za svako i€ {1,3,5,...,2K-1}. To pak povla&i

§ Vit T V5 _ - (5)

;-- za svako - j € {2,4,6,...,2k}. Stvarno,ako vj-+?j+2~za--neko

3 €{2,4,...,2k} tada u T imamo, na osnovu (1) i (4), HB

Vel T V943 7 V44

+v+vl +"-+Vl+Vl

45 3 j+2 °
Ali sada iz (1),(4) i1 (5) sledi egzistencija HB-a.

Vo 2V AV, 7V 3V T eee ?Vor1 7 Vor -+

Dobijena kontradikcija dokazuje teoremu.

Uop3tenja pojma Hamiltonovog bajpasa kao i proble-
mi povezani tim tretirani su u radovima [2],[61,[7],[22],
[50].

i
]—
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Hamiltonov bajpas je o&igledno bogatiji aranama
od Hamiltﬁnoch puta,no jo$ uvek je n-neizbefZan za skoro
svako n = 3. Digrafovi H(n,i)- orijentisani putevi duZine
n-1 sa dodatnom granom iz prvog u i-ti cvor (3<i<n), pred-
stavljéju prirodno uopStenje Hamiltonovog bajpasa. H(n,n)
je zapravo HB. |

Na VI Jugoslovenskom seminatru iz teorije grafova

V.S0s je'postavila slede¢u hipotezu.

HIPOTEZA 2.1. (V.S80s) Digraf H(n,1) je n-neizbe-

San za svako n (n>5) Z svako i (4 <ji<€n-1).

Slededa teorema sadrzi kompletan odgovor na pome-

nutu hipotezu.

TEOREMA 2.4. ([38]1, [389]) Digraf H(n,i) je n-neiz-

beZan za svako n (n>3) 7 svako i (3<i<n) fzuzev u sluda-

jevima: ’ | . o
(¢} i=n, n=3 117 5 iT3:T§,T5-:T;
(b) i'=3 i T =Ty = T _j
(¢) 1i=5 i T, =T = T g -

Pre neqo $to pristupimo dokazu teoreme dokazacemo

najpre dve leme. -

LEMA 2.1. ([39])) Ako turnir Tn (n>4) ima Hamil-

tonov put vV, >V _y > ... >V, pri Zemu grane (v,,v, ) €E(T ) za

svako 1 € {1,2,...,n-3}tada T, ima Hamiltonov put sa poZetkom

U CUVoOru V-

o

DOKAZ. Poka¥imo, indukcijom po n, da je turnir

T Jjako povezan. Za n =4 imamo, na osnovu uslova leme, Hamil-
n : |

tonovu konturu v, >V, >V,>V, >V, . Pretpastavimo da je Ty

jako povezan za svako k <n i posmatrajno T_. Podturnir

T(V +1Vyree sV ) zadovoljava uslove leme, pa je po induk-

n—1
cijskoi pretpostavci jako povezan. Neka je

Cn-l =Wy Wy T el W

n-1 1




= T3y =

jedna nijegova Hamiltonova kontura (teorema 2.1.), gde je

{Wl;wzr.--;wn_l}={V1,V2;...;V l}. Kak{j Vn—}-v

i “
n- Vn

n-1 n-3
¢vor v, Se moZe interpolirati u konturu C__,, produkujudéi

Hamiltonovu konturu u T . Svaki cvor te konture, pa prema

tome 1 Voo je pocetak jednog Hamiltonovog puta u Tn,'Eime
je dokaz leme zavrSen.

LEMA 2.2. (139]) Ako turnir Tn (n=>4) ima Hamil-~

tonov put v, >V, 5 >...>v, pri Zemu (v,,v, ,) €E(T ) ga

svako 1 €1{1,2,...,n-2} ¢ (vi,vi+3) EE(Tn) za svako i€{1,2,

...,n-3}, tada Tn ima Hamiltanov put koji podinjge u dvoru

v a zavrﬁaﬂa se U cvoru v

1- n -’

DOKAZ. Indukcijom po n. Verifikujmo najpre slu-

cajeve n==4,5,6. Za n =4 imamo, shpdno'uslovima leme, Hamil-

tonov put Vy 2V, >V, >V, Za n=5 to je Vi >V >V >V, >V

3 57

dok za n =6 imamo Vi Py >V, >V >V, >V,

Neka je sada n=»7. Pretpostavimo da tvrdjenije va-
zi za svaki turnir T,, (k <n) koji zadovoljava uslove leme
1 posmatrajmo T . Prema indukcijskoj pretpostavci podturnir

Tn-{vl,vz,v3} ima Hamiltonov put Pn_3==v4-+...-+?n. Po-

vezujuéi P _4 sa putem v, >v,>v, iz T(vl,vz,vj) dobijamo

b RN N BT U S b BOSEETI TG e 1 00 S M N TN I S T AP RS I S A A R R I TSR0 T L TP

traZeni Hamiltonov put

% s J,g B Rty B T S MBI Gl <=

vl-¥v3-+vz-+v4-+.;.-+vn'

pr g L A AT
-
3

Sada mozemo da damo

el S e Ly ) -

i DOKAZ. Teoreme 2.4. Da u sludajevima (a),(b) i
(c} turnir T ne sadrZi H(n,i) sledi direktno iz teoreme 2.3.
; Ostaje da se pokaZe da je u svim ostalim sludajevima digraf
H{n,i) n-neizbezan za 3<i<n-1l. (Sludaj H(n,n) je dat u teo-
remi 3.1.).

Zapazimo, prvo, da je dovoljno posmatrati samo ja-
é ko povezane turnire. Zaista, ako turnir T, nije jako povezan
i tada se na jedinstven nadin moZe dekomponovati na jako pove-

zane ili trivijalne komponente T, , T, ,...,T (k<n) pri dam
11 12 ik |
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1
¥
3

; i kad god je J <%&. Hamiltonov put u Tn dobija se
. .;L ) -

nadovezivanjem Hamiltonovih puteva podturnira Ti p Ti 7 s gl ;

i | Tt
y redom. Ako je [V(Ti )| <i tvrdjenije teoreme diréktnozsledi .

: 1

] s obzirom da T, - (T_~-T, ). Ako je pak V(T )| >i tada je

; =1 n i B

i egzistencija H(n,i) u T_ ekvivalentna eqzistenciji H(|V(T; )|,1)

: 1
u jako povezanom podturniru Ty |

Stoga uzimamo da je Tn jako povezén turnir ¢iji
je skup &vorova V(Tn)=={vl,v2,...,vn}, a %ija je jedna Ha-
miltonova kontura

vV, *V

LTV eV SV (6)

1

PokaZ?imo naijpre da Tn (n >3) sadr?i H(n,3). U tu svrhu uo-

¢imo ¢vor viE?V(Tn) takav da je vpodturnir Tn-*vi jako pove-

zan. (S obzirom da je Tn jako povezan, on sadrZi konture svih
du¥ina od 3 do n ([32]), tj. takav cvor v, uvek postoji).

Neka je C__; =Wy *Wy > ... >W, g 7W,, gde je {w;,Wyre..,W

= {Vl'vz""'vi41’vi+l""'vn}’ Hamiltonova kontura u Tn-vi.

n—l} -

+ | | ] - ] » ]
RKako je 4., (v.) >0 i &, (v,) >0 (u protivnom T —-ne bi bio -
T, 1 'I'n i ; n
jako povezan) to se ¢vor vy mo¥e interpolirati u konturu

C Naime, postoje &vorovi w, 1 Wy ., W /Wp g EV(Cn_l)

n—-1-
takvi da wy V., 1 V. *W, ... No to daje H(n,3)"

W, >V

k Wy Vg T s TR

i +1 k+2

u Tn' g obzirom da'wk-+wk+1.

U daljem pretpostavljamo da je 4<i<n-1, da pos-
toji jako povezan turnir T koji ne sadr¥i H(n,i), a nije
nijedan od "zabranjenih® tipova (a), (b) 1 (¢), i pokazujemo
da to vodi kontradikciji.

Tz (6) i ove pretpostavke sledi da

W W (7)

za svako j€{1,2,...,n}; inade bi u protivnom imali H(n,i) -

vj_i+l-+vj_i;2*+...—+Ei-+vj+l-+...-+vj_i . (Sva sumiranja

su po modulu nj.

A = . A b S R I, b - i

z
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13 AT RTINS

, Razlikovademo tri sludaja.

Studaj 1. 1i=(n+2)/2. Stavljajuéi u (7) prvo
j=1, a zatim j = (n+2)/2 dobijamo ViV (a+2) /2 odnosno

Vin+2)/2 >V Sto je o¢igledna kontradikcija.

ek B

Studaj 2. 4<1i< (n+2)/2. Uzmimo prvo da je i>5.
Stavljajudi u (7) j=1i i §=1 dobijamo

To povlaci
(8)

jer bi u protivnom imali H(n}i)izé-+vn“i+2-*vn;i+3-+...

il|+ +v +l'll'+v‘. + -."‘V ‘:'*'..-'*V .
Yn-17"72 i-1" " n n--i+1’

gde -je d&vor Vi

i i . L’"‘V.""---"'V » » T 1 ]
interpoliran u put Vil i o Fled O je mogude jer

vep Vv, i vn-+vnfi+l na osnovu (7). Zbog simetriije konture
(6) na slic¢an nadin zakljudujemo da v3-+vn, v4-+vl,... i Eia
da |

Vi+3 7 V5 (3)

za svako j€{1,2,...,n}.

Prebpostavimo sada da

vy * v,y - - (10)
To implicira
vy >V, (11)
zbog H(n,i)-v1-+v3-+v4-+.,.-+vi-+v2~+vn_1-+... koji bi

TR S

egzistirao u protivnom. Ovde je Vpo1 T --. Hamiltonov put u

T, - {vysvy,ei.,v,} koji sledi iz leme 2.1. i &injenice da je

n-i>4. (11) dalje implicira

?l == {V5,V6;...,Vi_l} (12)

jer se u protivnom, ukoliko vy, TV, (5€k<i-1}, Bvor v. mode

1
interpolirati u put Vg Ve e >V, (v4-+v zboa (9)), Sto

1 L

LT e e L B
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produkuje, na OSnovu (11), H(n,i)

Va PVl PV, F eee *V_ > oo >V, >V, o > e +V
2 3 4 1 ! i+l | n

lp— p——

Dalje (12) i lema 2.1. povlace

Vo * Vp (13)
zbog eventualnog H(n,i)-izg-+v2-+v3-+...-fvi*1j+vl-+vn_2+...,
gde je sa vn_1—+;.. oznaden Hamiltonov nut turnira Tn =

- {vl,vz,...,vi_l,vn} . Koristedi opet lemu 2.1. (9) i (13)

zakljudujemo da

vV, (14)
n i
jer u protivnom imamo H(n,i)-—v2—+v3-+v4-+...-+vi>+vn-+vl-+
TV T ey pri Cemu je vVp_, > ... Hamiltonov put u T_ -

- {vl,vz,..,,vi,?n}.

Najzad kombinujuéi (7), (9), (14) i lemu 1.1, do-

bijamo Hhmi)—v2+v3+.“+nh'l+v >V, >V, *+V > 0

i- n i 1 n—2

(vn_2-+... - Hamiltonov put u Tn-{vl,vz,...,vi,vn}).
To znadi da (10) nije tacno tj. Vy*Vg. Zbog ranije pome-

nute simetrije sledi

vj+2 -+ Vj - (15)

za svako j€{1,2,...,n}.

primenjujuéi sada (9) i (15) na lemu 2.2. i imaju-

¢i u vidu da v, *V_

nei+l .dobljamo H(n,i)

Vy > ene >V
1

> eew *V (16)

gde SU V, > e TV Lo i vn~i+2-+'*'-+v2 Hamiltonovi putevi

u Tn-'{VZ'VB""'Vn—i+1} i T (vz,v3,...,vn_i+2), respektivno.

Time je prvi deo dokaza, za 123, zavrsen,
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Zza 1 =4 relacija (9) automatski vazZi. Ostale re-
jacije su zadovoljene zbog istih arqumenata

Jedina razlika je relacija (13) koja vazZi,a razlog

za to Je pptgncijalni H(n,i)-vl-+v3-+vn~+v2-+v4—+...-+vn_1

gde v, *V, zbog (11) (i =4). Tako opet dobijamo - H(n,i) iz
(16) .
Sludaj 3. i@>(§ng/2. Pretpostavimo prvo da
vn_l oo vz (17)

To implicira

R, = {vz,v3,...,v .} (18)

L ] — +
zbog eventualnog H{n,i) VPV i Vi3 T 0 T V-1 V)
) h ] | '+
oL TV e PV a0y , gade jg V.o interpoliran u put v,

+v +lI‘I+V

3 ._i+1 ukoliko v_-v, za neko k € {2,3,...

...,n-i}. (UoZimo da v_-v__.. , 2zbog (7)). Prema tome (18)

vazi odakle sledi da Vo> Vg Ponavlijajuci isti postupak do-

bijamo da v1-+{v3,v4,...,vn_i+l} ida vy +>{v,,VgreeesV _ s .0t

Wiy L. Gd

vj - {Vj+2'vj+3""'vj+n-2} (19)

za svako j €{1,2,...,n} . Medjutim, (19) povladi egzistenci-
ju H(n,1i)

oy > X (1 -E) > Y. >
: - n
Vi'+vhri+2 = vh—i+4+vn-—i+5 T 'Vn %2 3
o 9 T
| 20
"+vn—i+1 > vn-—i+3 ( )

$to opovrgava (17). Prema tome, Vv, >V, i zbog simetriije

21
vj+3 - Vj (21)
za svako j€{1,2,...,n}. Dalje imamo da

vj+i—2 * Vj . (22)
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,a svako j € {1,2,...,n} jer u protivnom dobijamo H{n,i) -

= ¥ +V¢ +l-I+Vi +---+ * -+V' L] +"“'+ 3 : -+
v, 7V -1 Vj+n-—1 Jj+n-1+1 vj+1—2

.-+vj_2 Napominjemo da je c¢vor Vy-1 interpoliran u
put vj+2++vj+3J+"'_+vj+n—i . To Jje mogquce jer vj+2'+vj—1
zbog (21) 1 vj-l'+vj+n—i zbog (7).

Razmotridemo sada detiri podslucaja.
(a) 1i<n-4., Tada

Vj+2 - Vj (23)
za svako j € {1,2,...,n}. Inale, na osnovu (21) i (22) ima-

mo H(n’i)'—Vj'+vj+2'+vj+3'+""?Vj+n—l'+vj+l'+Vj+2'+"' ,

gde je Vi 57 --- Hamiltonov put u Tn"{vj'vj+l""'vﬁ+i—1

}

(lema 2.1. i &inijenica da Je n—-i>4). Medijutim, iz (7),(21),
(23) i leme 2.1. sledi, kao u sludaju 2.1., H(n,i) (186).

(p) i=n-3. Sada (23) ostaje u va¥nosti zbog eventu-

LI E(n'i)'"V1'+vj+2“*vj+3'+""+vjfi'+Vj+1f*vj—2'*vj+2'

Ovde Vi Vieg i vj+1'*vj—2 slede iz (7) i uslova i=n-3.

Tako, na isti nadin kao u (a) , dobijamo H(n,i) (16) .

(c) i=n-2. Zamenjujuéi u (7) j=n-l i uzimajucéi u
obzir da je i=n-2 dobijamo Vv, _; 7V, odakle se lako dobija
H(n,i) (20).

(d) i=n-=1. Na osnovu (7) sledi

Y3 T Va2

za svako 3 € {1,2,...,n}. Otuda, s obzirom da je i>4 i pre-

ma tome n>5, imamo H(n,n-1)

va

e w——

PV TV TV T e TV, g PV, TV,

ey B p—

Nalazedi u svim sludajevima H(n,i) u T
dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da uodeni turnir ne

sadr¥i H(n,i). Time je teorema u celini dokazana.
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Kao 5to teorema 2.4. predstavlia prosirenje tvrdjenja teore-
me 2.1. i 2.3., tako i slededéa teorema 2.3. predstavlija, u

jzvesnom smislu, ekstenziju teoreme 2.2. Naime, pokazu-ie
se da Hamiltonova kontura nije granana najbogatiji graf ko-

ji je neizbeZan u jako povezanim turnirima.

TEOREMA 2.5. ([40)) Digraf C(n,i) je jako n-
neiaﬁeﬁan 2a svagko n (n=4) 1 svako 1 (3<1i< (n+2)/2).

DOKAZ, Indukcijom po i 1 n. Neka je iD proiz-
voljan prirodan broj =>3. Neka je n0==2io-2. ObeleZimo da-

lje sa T proizvoljan jako povezan turnir, a sa
I

o
vl-+v2—f4..-+vn;+ ¥y
jednu nijegovu Hamiltonovu konturu. Pokazimo da T sadrZi

O

C(no'io)'

zZaista, ako v, >V, (io==(n+2)/2) tada imamo

1
B O
n_,1
Cngri,
Ve =V, T w EW, BV aa Fee e T Ve VG G
i n
! .2 ‘o O O
a ako je v, Vv, onda ije
O
V. TV > e TV PV >V, F .. TV, PV
+1 n 1 2 i i
o *o o O O

i u T .
Clng E}) n
G B
Poka¥imo sada da svaki jako povezan turnir T_

sadrii'C(n,ia) za svako n>n_. B —

Uo&imo u tu svrhu é&évor viEV(Tn) takav da je pod-
turnir T, —v jako povezan ({32], str. 6). Po indukcijsko]
pretpostavei T, -v sadrZi C(n-1, iQ). Uzmimo da je to
PV > eee >V, >V

¥ 41
_l 2 10 :L0

> s e >V

n-~-1 1

gde v, >V, . Sada dfemo razmatrati tri slucaja. Sva sumiranja

su po modulu n-1.

Sludaj 1. v, +V . Ukoliko W za neko
i
| - O .
k €{i +1, ie+2,...,n,l} tada, s obzirom da vev, , vV moZe
da se interpolira u put v. =V, +l—+...-+vn_l—+v1 iz cCega

O O
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gobijamo C(n,i )

\¥4 Y. > eee TV, Fase PV .,.*V .
1 2 i, 1

]

7bog toga vretpostavimo da

v -+ {v, (24)
i

(s1.3.)

sL.8

Kako je T, jako vovezan sludaj (T,-v) +v nije
mogué. Sledi da postoiil jo

\

I = min {3i] va>v.}
2<3<i _~1 J
tako da
vj -] TV (25)
O
v Y V. . | (26)
Jo

" + - L " 5 B d
Vo L3 #17V5 -1 +27 MALTES T A

o~ to lo o Jo ‘o
(27)

Uodimo da ije

L] ] — ) +1 E .--_1 + &+ st | + E [ s ] -—
§a = n s - 1 n+3j, -1 (mod n-1) (28)
i
i< n-1+2 n+l

Iz poslednje relacije dobijamo
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5
*
=,
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5
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i

21 s n+1

odnosno

- i L - . | (29
n-i < i 1 )

Kako je jD;E2 to iz (29) sledi

. L _ 1 4 > i . 30)
n+ 3, :LOB' i, 1+ 2 i, (
S druge strane 3je joizio-l, pa e
: =i €£n+i -1-i =n-1 (31)
n+3j, -1 n+1i, L

Iz (28), (30) i (31) sledi

' 1 -i +1 s n-1
i, < 351, n
odakle, s obzirom na (24), dobijaﬁo da v, _; 417V To zna-
o O
2i da je (27) C(n,iD), ¢ime ije sluca]j 1 dokazan.

Sludaj 2. VvV, MoZemo uzeti da
V - {vi ,Vi +l;---rvn_l} | (32)
O O

jer u protivnom dobijamo, slicno kao u slucaju 1, C(nrio)'

Iz istog razloga kao u prethodnom slucaju postoji 3,
i, = max {j] v, v}
2%3%10—1

takﬂ da e | N

V., > V (34)

1a |
35

v o vj0+l | (35)

(sl. 9).
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1z (34) i (35) dobijamo Hamiltonovu konturu u T

Vv >V >V, > ... TV, oL >V, ;s 7
* + +i ~1 +
jo+l Jo : Jo"to Jo to
(36)
e ...-+vn_l-+vl-+...-+vjo—¥v . %
Ostaje da se pokaze da je (36) C(n,io), ty. da
V > V. 44 -1° (37)
Jo "o
Kako je jG;;2 to je
' jo + 10-1 > 10-+l : (38)
" (] Q L 3 e | [
a kako 7e £ P 1 1 to je
]OjFl -1 £ 1 -—1-%10-1
= 210—2 , (39)
= n
0
<« n-1.

Iz (38) i (39) sledi
i +1<3j_+i -l1sn-1
O -0 O

&to, s obzirﬂm na (32), implicira (37).

Sludaj &. Vy >V i VoV - Uoéimo- prvo da ako

— il a e L =

vV, tada u ﬁnuimamg C(n,ib)-ng+v2:+v3er..-f+viaf+vi0+lu+

Wiy g PV, Y (jer v-+vio). Isto tako ako vji _ ~+V imamo
C(n,io)-—vl-+v2-+...-+vio_l-+v~+vi0~+vio+1-+vn_l-+v1 (jerxr
v1-+v). Dakle, moZemo uzeti da
V., * V
' (40)
\Adh PR
o

Neka je dalje

(41)




(s1.10).

n'éu*kn*z.

Tada
v > {v, v, ism iV, } | (43)
+ll’ +2l’ r
‘o ‘o Jo-1
jer bi se u protivnom &vor v mogao "ubaciti" u put Ve o417
| O
> V. +2-+...-+vj produkujuéi C(n,lg)-v1—+v2-+___-+vi >
O O — 9
_ +...-+v-+...-+vj0f+vjo+1-+...~+vnpl-+v1. Iz istog razloga
2 (41) implicira.
v > {v. v, o % w5 } (44)
+l!’ +2!‘ F taen :
] | Jo Jo ;P .
Sada su aktuelna dva slucaja.
3 T )
i a _ + [ 4 z g ) -- -i.
§ j (a) I ko_ 2;a10 U Q?Gm sluc¢aju imamo C(no,lo)
é
v >V >V +> ese *V : -+ V g
! +1 +i =1 +i ~1
| kKo ¥o KoT1o kKotlo

P el > - -+ > e >V
Ve g TV v

. O,

O

jer je prema gornijem uslilovu ko-kio-ZHQjo odakle, na osnovu

(42) i (431, sledi da v-*vko+io_2

PP Fenr e Ta e pre s - PR T R LR Ry

(b) J -k t+t2<ig. Tada je

: e
:

¥

F
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n-3j +k -2+1=n-3j +k -1
Q O ®
>n-i_ +2 -1 (45)
= n-l-l--iO
?i -
O

(ovde smo koristili uslov jo-—k0-1-2-<iO i &injenicu da je

n =2i -2 iz koje sledi n+1-i_ >(n +1)+1~-1i_ =n_+2-
o o 0 o o o

-10==10). |

Poka¥imo sada da je Hamiltonova kontura

Ve =i #1 7V -1 427 TV a1 7V 7

o © o O O
(46)
TV Fees Ve o TV -1 41

0o O O O
koja sledi iz (42) u stvari C(n,iOJ uITn. Zaista iz jo-k0-+

+ 2 {10(42) i (45) sledi

i <k _-1i 41 <1
O O O

ito, zbog (4l1), vovlaci v _i 41 TV odnosno (46) Ije C(n,io).
O O
Time je dokaz teoreme zavrsen.

dto se ti%e pojavliivanja digrafa C(n,i) u jako
povezanim turnirima, za i >(n+2)/2 u stanju samo da doka-

Yemo sledecde tvrdijenje.

TEOREMA 2.6. ([401).. Digraf c(n,n-1) je jako n-

y . e : . :
netzbedan za svake n (n=4).

DOKAZ. Kako za n =4 imamo slu&aqj iz teoreme 2.5

to mo¥emo uzeti da je n>5. Pretpostavimo da vostoji jako
povezan turnir Tp {(n 25) koji ne sadr¥i C(n,n-1) i pokaZi-~

mo da to vodi kontradikciii.

Bez uticaja na op¥tost moZemo uzeti da je

vlr+v2-+...-+vn*+vl (47)

jedna Hamiltonova kontura u T . 1Z prethStavke i (47) sledi




- P

Vi T Vi, - (48) .
za svako i€{1,2,...,n}.

(Sva sumiranja su po modulu n.).
Dalje iz (48) sledi v

1 V4 Jer u protivnom dobijamo C(n,n-1)-

- El-+v3-+v5-+v6-+_..-+vn~+v2-+v4*+v1. Medjutim, zbog sime-

trije (47) zakljudujemo da
v, > Vi3 o (49)
za svako-i€{1,2,...,n}. Sli&no, vy, >V poSto su u supro-

tnom, na osnovu (48) i (49),-imamo,C(n,nnl)-vl-+v3-+v4-+v6+

(49) .

L TR S Vg +*V,. Ovet zbog simetrije (47) do-

n 2

bijamo

Vg T Viga (50)

zZa svakd'iEE{l,Z,...,n}.

Ponavljajuéi slidan postupak dobijamo

v, > vi+j (51)

za svako i€{1,2,...,n} i svako j€1{2,3,...,n-3}.

Kako iz
(51) i Vi TV sledi egzistenciia C(n,n-l)-vl-+v3-+v4 =5
S i 8) _— (s 2) (: 9) |
cee TV _2 > VoV, = Ve Va-2 Y4 2 to
Vi Vps - . (52)

Medijutim stavlijajuéi u (49) i =n-=2 dobijamo V-2 7V sto je
ofigledna kontradikcija sa (52).

Za 7jako povezane turnire digrafovi C.-i-Pn_i

Pn-i'PCi su takodje neizbeZni. To je sadr¥ai sledede teoreme.

kao i

TEOREMA 2.7. (1[40])

: . T
Digrafovi Ci-I-Pn__l t Py 1C

i
su gako n-neizbeZni za svako n (n>4) 7 svako i (3<i<n-1).

i
1
3
%
i
|
5
|
4
|
%

DOoKAZ, Pokazimo orvo za digrafove C, +P da su

n-ji

: jako n-neizbe¥ni.
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Neka je T, (n>4) proizvoljan jako povezan turnir
<sa n &vorova i1 neka je T, jedan jako povezan nodturnir od

™ ({32], str. 6) sa 1 <&vorova (3€i<n-l). Neka je dalje

vl-+v2-+...-+vi-+v1 | (53)

jedna Hamiltonova kontura u Tni Posmatrademo dva slucdaja.

(a) Tp - T4 je jako povezan. Neka je

Wy Wy Tl W (54)

Hamiltonova kontura u T, -T;. Kako Je Ty jako povezan pos-—
toje j € {1,2,...,n-1i} i k€ {1,2,...,n~i} tako da v + W .

(Inade b} (T, -Tj) ~T4). To implicira egzistenciju C, +P
u T, ade je C, Hamiltonova kontura (53), a P__, Hamiltonov
put u T, - T; s& potetkom u W, .

¥

- (b) Ty - Ty nije jako povezan. Ovet, zbog ijake
povezanosti turnira T,, postoje dvor vjEEV(Tj) i &vor w
koji pripada inicijalnoj komponenti od T, - T4, takvi da

vj-+w. Kako je svaki &vor inicijalne komponente podetak je-

dnog Hamiltonovog puta u T,,-Tj to se na slifan nacin kao u
5 +P_ .
(a)}) dobija Ci P

ey

11 Tnf

Digraf Pn_i-kci se dobija iz Cihkpn-i hzmenom Ori-

jentacije svih grana. Iz toga 1 nrincipa dualiteta ([201;_
[21]) sledi dfugi”d9¢"tv£djenjé'tébreme:' | |

A

2.2. ALTERNATIVNE HAMILTONOVE KONTURE

U drugom delu ovog odeljka bavicemo se alternativ-
nim Hamiltonovim konturama - AHK kao neizbeZnim podgrafovi-
ma odredjene klase jako pOﬁezahih turnira. Definiciju alter-
nativnog Hamiltonovog puta - AHP, alternativne Hamiltonove

konture i prve rezultate kao je B.Grlinbaum u {18]. On je
dokazao
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TEOREMA 2. 8. (Grtinbaum [18])). Svaki turnir
13Uz ev ng Tg T Tg sadrZi AHP.

Drugi dokaz tecreﬁELZ.B. kao i odgovarajuéa uop-
ttenja mogu se naéi u [371,[151,[161,017]1,022],(291,[44],
[45],{47},[53]. | .

U duhu nage terminologije tvrdjenije teoreme 8.1.
je ekvivalentno sa ¢injenicom da je AHP ﬁ-neizbeﬁan za sva-

¢
ko n (n=3) izuzev u sludajevima: {a) n==3,-T3=#T3;

c _ G
{b) n=_5, TS-—TS ; (¢) n=7, T7-T7.

4a rezultate kﬁjifh.dalje biti izlo%eni od veli-
kog znacaja su i bice korisdeni rezultati Rosenfeld-a ([44],

[45]). Najpre dve definicije.

-

DEFINICIJA 2.3. (Rosenfeld 1441) Cvor vEVIT, ) Je

podeint (zavr3ni) Svor u turnitu T, ako u T postoji AHP ti-

tad VrW=<« ... (v €«W> 0o ).

DEFINICIJA 2.4.  (Rosenfeld [441). Cvor vevV(Ty)
je dvostruki &vor wu turniru T, ako je tstovremeno 1 pode-

tni 7 zavrint dvor.
Sto se tife AHP-a Rosenfeld je pokazao sledede

TEOREMA 2. 9. (Rosenfeld [44])). Svaki turnir sa

neparnim brojem 3Svorova koji sadrZi AHP ima dvostruki ZGvor.

 TEOREMA 2.10.  (Rogsenfeld [45]1). Neka je TT_

tranzitivni turnir &1ji1 su &vorovi VisVoseses Vo, pri Gemu

-

vi-+vj ako 7 samo ako je 1 <7j.

(a) Ako je n =2k tada TTrLima AHP &iji je pode-
tni Svor v, (1 #n) 7 zavrdni Svor vj;-{i,j}c:{l,Z,...,n}
tauzev u slededim sludajevima:

(Z) j=l;-

(i) i=1, §=2 (n>2);
({4} i=2k-1, 3=2k

(b) Ako je n=2k +1 tada TT ima AHP &71ji su po-
Getni Gvorovi v, i.vj’ {i,3} < {1,2,...,n} ako je i,j #2k+1
7 {i,3} #{2k -1,2k}(n>3). |

[
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|
Alternativne Hamiltonove konture mogu se, oCigle-

dno, pojaviti samo u turnirima &iji je broj ¢vorova paran.

C

Kako Tg, T i T$ . prema teoremi 2.8, ne sadr¥e AHK to tur-

niri tipa T§-+v, T§~+v, T$-+v ne sadrZe AHK. Stoga se eg-

zistencija AHK u turnirima sa 4, 6 1 8 gvorova ne mozZe ga-
rantovati. To zna¥i da je sledeca hipoteza nostavliena od
strane Griinbaum-a ([181), a- formulisana-u ovde korisScenoj

terminolooiji, najbolija moguda.

HTPOTEZA 2.2.- (B.Grtinbaumm ([181) AHK je n -

neizbe3an podgraf zsa svako n=2k =10,

"prvi prilog dokazu hipoteze 2.2. dao je Thomassen
([47]1), koji je pokazao da je ta&na za n=»30. Tu granicu je
znatno popravio Rosenfeld ([45]) utvrdivsi tacnost hipo-

teze za n = 28. Rosenfeld-ov rezultat se bazira na slededcim

dvema teoremama.

TEOREMA 2.11. (Reid Parker [431])
(qa) TT

5 Je n-neizbedan podgraf za svako n=14.

(b) TTg Je n-neizbedan podgraf za svako n=>28.

TEOREMA 2{12.(Rosenfeld [(¢51). Ako je n =2k >16
i TP, €T, , tada Tp sadr3i AHK.

- Mi femo pﬁkazati da je hipoteza 2.2. tacdna za
svako n =2k *16. Pre nego ¥to formuliSemo i dokaZemo niz |
lema koje predstavljaju'bazu za dokaz osnovnog tvrdjenja
uveddemo nekoliko oznaka koje demo do kraija slediti.

Ogranic¢icemo se na'posmatranje turnira Ty sa n =
= 2k >14 &vorova. Na osnovu teoreme 2.11. svaki takav tur-

nir - predstavljacemo u obliku

gde je T, proizvoljan turnir sa n=2k+1=9 ¢vorova. Grane
koje povezuiju &vorove iz TTs sa Gdvorovima iz Tm su proizvolj-

no orijentisani.




v . . {
Za skupove c¢vorova turnira TTg i T, uzedemo

V(TT) = {1,2,3,4,5)}

V(Tm) = {vl,vz,...,vm}

pri ¢emu ‘i + 3 ako i samo ako je i <j, za svako i,j €V(TTg).
Na osnovu teoreme 2.91i2.10. moZemo, bez uticaija
na opstost, pretpostaviti da je

>V (56)

v +'V +-ll+v
m-1 m

1 2

jedan AHP u Tm sa dvostrukim &vorom Vv, . Takodie moZemo uze-

. 1
ti da u TTy postoje &vorovi i,j i k takvi da je 1<i<3j<ks<5
5 | | | J |

{1, j, k} » v, (57)

Ova posledica se bazira na c¢injenici da je v, dvostruki

gvor i da u protivnom, ukoliko v, dominira nad tri ili

1
vie &vorova iz TTS, mozZemo izmenivsi oriijentaciju svih
grana u T,, dobiti opét jedan AHK u T tipa (56) kao i re-

laciju (57).
U lemama koje slede svuda pretpostavljamo da tur-

nir T, (56) ne sadrZi TTg, tj. da je, prema teoremi 2.11.,

TT5 njeqov maksimalni tranzitivni podturnir.

LEMA 2.3. (134]) Za svaki Jvor v, €V(T,) po-

stoje Svorovi P 1 q, p,g€EV(TTs) takvi da vV, TP Z q->v, .

"

DOKAZ, Sledi direEtﬁo iz pretpostavke TngﬁTn.

LEMA 2.4. ([341). Ako T, ne sadr3i AHK i ako

v1+{i,jjk_} ({i,3,k} = {1,2,3,4,5}, i<d<k, i<3) tada

vm-+{l,233j4} 7 vm~h5.

- DOKAZ. Ako bi v+ 2 za neko 2 € {1,2,3,4} tada

bi u Tp imali AHR =X >V, «V,y > eV 4 7V 2 >... ¢X pri




i za L # i
Cemu je X = {

3 za & = 1
dok je 2+ ... +x AHP u TTg. Ovde smo koristili (56) i (57)
kao i teoremu 2.10. 2Za éqzistenciju_ AHP-a £+ ... ¥X.

Dakle, vm+{1,2,3,4}, a to na osnovu leme 2.3. povladi vm+5.

LEMA 2.5. (134]) Ako Ty ne sadr3i AHK i ako
v1+{1,2} 1 vl+{3,4,5} tada vm+{l,2}.

nm

DOKAZ. pretpostavimo da v_<« 2%, 2 € {1,2}. Tada
je 3+v1+v2+...+vm+£+...+3 AHK u Tn’ gde je L+ ...« 3

AHP u T (teorema 2.10.) . Dobijena kontradikcija dokazuje

LEMA 2.6. ([34]1). Ako T, ne sadr3i AHK 1 ako

vy« {3,4,5}, v~ (1,2}, vy« (i3} < v_>{1,2,k}, gde Je

{i,3j,k} = {3,4,5} tada

(1) Vm_1+{1,2,k}

(21) Vo2 {l,Z,Vm}
(121) vm_34~{1,2,v _1,k}
(Zv) vm_4+{1_,2,v 9 }

DOKAZ. (i) BAko v _; >2%, g €{1,2,k} tada imamo

AHK - X >V, +Vy > oo 0y e VY e «x, gde ie 'y« ...

... «X AHP u TT5—'£ i

3 za Kk #3 -2 za f =Kk
X‘{ , y:{

4 za k=3 -k za L #Kk
(ii) Uzmimo prvo da v, _5 « %, g € {1,2}. Neka je

(x,V+K} ~-(3,4,5}i {2,827} =4{1,2}. Tada koristedi (i) dobija-

mo AHK - j.L—:-vm__z-t—Vm_B 5 o om: i +V1 «y +vm+vm__1 >« 0" +k « 4.
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Ovde traba zapaziti da Vo1 +x ili v._17¥, jer u protiv-

1 +{1r2r3r4r5}F

nom vm_1+{x,y} $to zajedno sa (i) daije v
kontradikcidja sa lemom 2.3.

Pretpostavimo sada da Viouioy SV Tada imamo AHK -

— > 4= e T “VV >k« > +~ 2 >V <« i .
X >V) ¢V, V-2 < Vo k«2 vo_1 2+Y <X pric Cemu je

X =

3 za k#3 4 za k=5
{ Ly =

4 za k=3 5 za k#5

(iii) Ako vy .4 >2%, 2E€ {1,2} tada imamo, na os-

gde je {8,2°} ={1,2}, {x,y,z}=1{3,4,5}.

+ R’+y+z+vlr
Ako v _, >V __, tada, na osnovu (i) i (ii}, do-
bijamo AHK -v, €<V, > ... +vm_3+vm_l+l+2+’-?m__2+vm+x+5+

- ,Y"'Vl' crde je {xpy}={3r4}'_

Najzad pretpostavimo da vm-;_:,’ + k., Ukocliko V-1 T3,
tada 1mamo AHK-k*Vm_B—*V 4+...+v “~ 1] +«V > g

m- 1 m—-1 m

" Vm-2+ 2+1>k. U suprotnom pak, ukoliko Vo1 © j, (tada
zbog (i) V-1 1), _1marno, u sludaiu Vo5t AHK -k+vm_3 2y

> YV 4+._.+v +j+V 2+V +i+1+2+vm-+k.,auslu——

m- 1 m- m~1
éaju Vm—2 ~3 AHK -k +Vm-3 +Vm-_4 “ e +V3_- -e—__:l. _-a-vm_*- Vm__2 > 7
m-1

(iv) Uzmimo najpre da v__, + %, L€ {1,2}. Tada,

na osnovu (iii), imamo AHK - &y 4“'v e TV, EXHYy w

m=—5 1 m

R

© vm—l+vm-2+vm-3+l’*‘ﬂt” Zl"”'ﬁr gde je {2,207} =1{1,2} 1

{x,y,2}=1{3,4,5}.

Uzmimo sada da v _,« V__,. Na osnovu {(ii) i (iii)

n-2

+ii-+v

dobijamo AHK-Vi*-Vz -4 '*_'Vm...z "'Vm*'vm--l +vm—3

> E«2+4«3>v_,

1
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Tako u svim sludajevima dobija se _kontradikcija sa
pretpostavkom da Tn ne cadri AHK &ime je lema 2.6. dokaza-

na.

LEMA 2.7. ([341) Ako Tha ne sadrii AHK © {vl,vm} +

« {3,4,51}, ._.{vl,vfn} +{1,2} , vy €V s tada

(7) vm_l+{2,4,5}
( (22 vm__2+{l,vm}.
DOKAZ. (i) Ako V-1 -+~ 2 tada imamc:.AHK—Z v, 17
+;.-Vm_2.¢_'_-__ _,.Vl+3+vm+4+5+1+2. Ako pak vm_1+.‘2,, g £

€ {4,5} tada iz uslova vm+{1,2,v1}' dobijamo Ea;H.K.--Z-ur-w;,rH'l 5

> Yt Vo > eee €V
Vi 2 m-1

Stoga V__q * {2,4,5}.

>4 +3>0"«1+«2, gde je {2,27} =1{4,5}.

(ii) | Ukoliko Voo g 1, tada imamo AHK - 1 TV 9 €

+~ v R 2 ' «5 3y <« 4 (~J$-) A4 (-tJ:) 2+3+«1, Tako LY N

m-3 1 m m—1 m 2+1'

Pretpostavimo sada da v__, < Vv,. Na osnovd (i) i leme 2.3,

moguéa su slededa tri sludaija.

(a) vm_1+1, Ve 5
(b) vm_14{1,2}
(e Vm—1+l’ m-1 >3-
Medjutim, u slucaju (a) dobijamo_AHK.—vl €V, T +vm-2.+
« vy »2+L+5+4 (1) v o1 () -3+v,, u slugaju (b) dobijamo
o (b) (B) 5.
AHK—V1+V2+...+vm_2+vm+l ¢ Vo1 E 3«25«42V, ,
a u sludaju (c}) AHK-v; <V, > +vm_'2+vm+2+l () V=T 7

(i)4+5+3'+v1. Time je lema 2.7. dokazana.
sada mo¥emo pristupiti dokazu glaﬁnog rezultata.

TEOREMA 2.13. ([841). Svaki turnir T, sa n =2k >14

Gvorova koji ne sadrii tpanzitivnt podturnir TTe ima AHK.
(! . ’

S
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DOKAZ. Prema teoremi 2.11. (a) T_ sadrii TTs5 pa

se moZe predstaviti u obliku (55) pri &emu je'm==n-—5;a9.
Kao 3toje veé napred releno moZemo uzeti da je (56) AHP u
Ti, sa dvostrukim &vorom vy pri Semu vaZi relacija (57).

Razmatrademo sledede slucajeve:

SZuEaj By @K 3 Oznad&imo sa 2z ¢vor iz TTg
takav da Vel ~ 2 (lema 2.3.). Ako je z #5 tada, na osnovu

leme 2.4. imamo AEK -X >V, <V, * ... *V  _, >Z€V F¥<“... «
+X gde 7je

i yFF...-bx
i za z=i1
AHP u TTc — 2z za pogodno izabran cvor Y. Poslednﬁe je mogu-

e udiniti na osnovu teoreme 2.10.

Ako v__1*5 1 v +1{1,2,3,4} tada imamo AHK

12V, «V,+> ...V >S5 €y >.,. 1

1 2 m-1

pri Eemu'je Yy +...+1i AHP u tranzitivnom podturniru odredje-

nom &vorovima 1,2,3,4,v, (uofimo da ﬁm-¥{l,2,3,4} prema le-

mi 2.4.) i ye€{1,2,3,4} ~{i}

Sludaj 2. 1 =3. To odigledno povladi

- {538}

v, »1{1,2}

1

Sada na osnovu lema 2.3. i 2.5. za &vorove vm,3,4,5'su ak-

e,

tuelne sledede moguénosti:

(a) v je dominiran ta®no jednim &vorom iz skupa

{3,4,5}.
(b) Ve je dominiran od taéno dva Cvora iz skupa

{3,4,5}

(C) Vv +'{3;4;5}-
m

Razmotrimo posebno svaku od mogudénosti.

e ————
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(a) Pretpostavimo da

+« i
vm 1

gde je {jl"jl'ki} ={3,4,5}. Ovo sledi iz leme 2.5. Neka ije

dalje z €V (TT3) tako da v 4 > 2. Za z #1i, dobijamo, na os-

novu leme 2.5. AHK

x—rvli—vz—r...+vm_l+z+vm+'y+...+x
gde je
3 za z#3
x={ i y+...<Xx AHK u TTg - z
4 za 2=23

v (teorema 2.10.). Za z =1, imamo

za pogodno izabran &vor
AHK X+vl+v2+"'+Vm--l+jl+l+2+vm+y+x pri cemu

3 za 2z ¥#¥3
x =1 1 {a,x,y) =13,4,5).

4 za 2z =3 | o

(b) ©Neka ije
vm+{il, jl}

gde je {llr 31; kl}={3;4;5}-

Uzmimo orvo da-je k, #5. Na osnovu lema 2.3. 1 2.6.

dominira b__a;' jedan od &vorova 1, 1 3, (_11 <3

) .

C{iid) EVOrm_m_3

+ 1

Iz pretvostavke k #5 sledi da je j; =5. BAko v _4+i

tada za v +i. imamo AHK
m—1 1

o ® 25

1l+vm_3+vm 44—. .+v1 R k1+*11+-1+2 £~
2.6
< Vp-2 M vm+vm~1+ll !
dok za v <« 1. imamo AHK
m~1 1
(28) ;

1l+vm_3+vm__4+...+vl + k1+31+vm_1+vm “




Treba napomenuti da vm_1-+ﬁ na osnovu leme 2.6. (i), Ako

-1
pak vo.3 %1 tada imamo AHK
" e N - (5_3) _ (2.5)
jl Vm_3 Vm_4 +v1 = 1l+vm+vm_2 5

> 2+1+Vm__l+kl+jl 3

Ispitajmo sada.sluéaj k, =5. Tada

1
V-3 i (59)
. . e (s 8)
jer u protivnom dobijamo AHK-—4-PvﬁE3-+vm_4-e... > Ny
2.6 2.6 5 2,6 3.4
+5-—r—vm_l+]_+ +vm_2+vm+-+ .
Iz leme 2.6. (iii) (59) sledi
v > 3 (60)

m-3

(U orotivnom u T, dobijamo TTg).

Dalje,zbﬁg eventualnoa AHKF—B-Pvm_3-+V 4.

m...-
+—vi-k4-+51+1-+2-bvmr2-+vh +vmmI-+3‘koji bi egzistirao pre-
ma lemi 2.6. i ¢injenici da vm_l-+3 sledi

v <~ 3 (61)

Na osnovu lema 2.3. i 2.6. bar jedan od &vorova 3,4,5 domi-

nira cvor v__,. Koristeci (59),(60),(61) i (62) dobijamo
sledede AHK |

m-4
3+vm_4+vm_5+.. +vl+5+vm_3+l+2-(-v H2+vm+
> _l-+4 <« 3
2 4 +v _4
4+vm_4+vm_5+ +vl+5+vm_l+3+vm+vm_2+2
1 >y + 4
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3 .5-+vm_4
5'“"Vm_4+vm—5+” >y + 4 +vm“3+1 +2+Vm_2 -
+vm+3+vm_1+5

(¢) Prema lemi 2.5. vm—+{l,2}. Tako imamo {vl,vm}+

«{3,4,5} 1 {vl,vm}-+{l,2}. Zbog ove simetrije, kao 1 zbog

simetrije AHK (56) mozemo uzeti da v Vy. (U orotivnom ce-
mo &vorove iz AHP (56) prenumerisati po sistemu: Vj ovrelazi

u v i obratno, Vv prelazi u v i obratno, itd.). To omo-
m 2

.S m—1

guéava da primenimo zakljudke leme 2.7.

‘Razmotridemo sledede sludajeve:

1 vm_1-+1, vm_14~3. Tada
zaista, ako v _o <1y, i, ¢ {3,4,5} tada imamo AHK -1, >V, >~
% Vm-—?: > ... +V1+Vm+2+]_+kl+jl+v _-1+ir gde je'{ilrjlr

k,} =13,4,5}, 3; <k;-

Dalje, &vor vm_B'daminira bar jedan od &vorova

1,2,3,4,5. Ako je to Cvor 1 i{1i &vor 2 tada imamo AHK
(3 247

]_+vm_3+vm_4+._.+Vl-¢—3+5+2+4- 4 Vm“Z - Vm-i-vm__l-)-

267 2.7.
odnosno AFF 2 < Vi3 +vm_4 < - + vl +3 >V <« 4 v %E-
(6 3)

m-1_  ®

1,

e
Vm_ 2

' =7 6 3
€ L. YV, EV > 1 <« v - -

= & 1 m m—2

bidamo AHK-—11+V o d

m-3

i k1+jl '_"Vm_l*‘z""ilr gde je {ilrjlrki}={3r4r5}r jl{kl'

2.V »{1,3}. Sada eventualni AHK - 2~V “V_ a7
m-1 m— 2 m—23
+ o +v1+4+vm+vm_l+3+l+5_+2 ik 4+vm_‘2+vm_3+...+vl “
+vm+1+vm_1¢3+2+5+4 (Lema 2.6.) povlace

A »{2,4} . (64)

—— _
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Neka v__5 * i, 11.6{1'2’3'4’5}' Ako 1115{1,3} do-
bijamo, koristedi (64), AEK
il-*vm_3-+vﬁr4-+...-+vi-+k1-+5-+j1*+£-bvm_2 >
M Vm+vm—l+ll
Drl .Cemu je 2 Zza ll = 1 2 7 a il = 1
k = { I 5 ; jl = {
4 za i, = l =za 11-3

4 za i, =1
= { s A il:=2 imamo AHK
-2 za 1, =3
1
2 <«

m_BffVﬁr4‘9‘-.'+Vi‘F3'+5'*4'+Vﬁr9Vﬁ_l'*l“va_z"*z-

Najzad u sluZaju i, € {4,5} imamo AHK i, «Vv 4>V _,*... >

3 vl~+jl-+vﬁ-PVﬁ_2-+l-GVﬁr1f+3-+2-+il, gde je'{il,jl}=={4,5}.
3) Vﬁ_l-bl, V.1 3. Sada
Vm_2+{2r3} ® | (65)
Stvarno, ako v +~ 2 tada egzistira AHK -2 ->v Vv W ow w¥
m— 2 | m-2 m-3
+v1+4+vm+.vm_l+3+l+5+2, a u slucdajiu me2+3 AHK -~
3+vm-2+vm-3+“' +v1+vm+'2+l+vm_l+4 +>5«3 (lema 2.7.).

Pretpostavimo opet da Vﬁ_3-+i,' ilEE{l,2,3,4,5}.

Za ilez{l,Z,B}'dobijamo, koristedi (65) i lemu 2.7., AHK -

i. «~v 34? ... *V. «B5+v +437

| Vo3 " Vo R A S TR Py
gde je {il;jlik1}=={3,4,5}, j, <k;. Za il£5{4,5} imamo AHK
il “V__3 +vm__4 ... TV -¢-jl +vm+vm_l > 3 €V _2 +> 2 «1 -a-j_l ,

gde je {i,,3,} ={4,3].
Ovim su obuhvaceni svi mogqucéi slucaijevi i kako Je

uvek dobijen AHK teorema je dokazana.

TEOREMA 2.14. ({34)) AHK je n-neizbeZan za svako

n = 2k=216.
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DOKAZ. Ako TTS;:Tn tvrdienie sledi iz teoreme

2.12. Ako TTEgéTn tada TTSt:Tn?jer je n>16 (teorema 2.11.)

i tvrdjenije sledi iz teoreme 2.13.

Tako su od hipoteze 2.2. ostali kao neraziasnjeni

samo sludajevi turnira sa 14 &vorova i to "visoke tranziti-

vnosti" (oni koji sadrﬁe:TTk (k>6)) i turniri sa 12 i 10

Svorova. Ted3kode nastaiu zbog toca Sto Tm (55) ne mora da
ima AHP za n =10, 12. Po svemu sudeéi jedna detaljnija,hno

daleko sloZenija analiza, sli¢na onoj iz teoreme 2.13., mo-

gla bi da da odgovor.

BRI i iy v
: klf‘.'__ g & ,I ] _t;-i "!' RN 'l! R B = B ogar
H . T ij *! FIIUJ! = lllihi;rl:jul;
[ il A i__.l'l..i' _-_‘_..I. . H_'_-:l ..;::- ik ‘_-1
bpoj:
- e

M

Haryw

—
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3. SKUPOVI I FREKVENCIJE SKOROVA

U ovom odeljku femo se baviti nekim problemima ve-
zanim za egzistenciju turnira (obi&nih i vi8epartitnih) za
koje je unapred zadan skup skorova, odnosno skup frekven-
cija skorova.

Istrazivanija u ovoj oblasti motivisana su teoremom

Landan-a [26] koja se odnosi na skor-nizove, odnosno skor-

veltore turnira. Najpre ¢emo dati definiciiju.

DEFINICIJA 3.1. Skor-nig ili skor-vektor turnira

T Je uredjena neopadajuda n-torka skorova toga turnira -

(51'52"”'5 ), slés Q...QSH

n 2

Lako se vidi da za proizvoljnu neopadajudu n-torku
nenegativnih celih brojeva ne mora da postoji turnir &iji Fje
to skor-vektor. Na primer, (0,0,...) 11i (1,1,1,1,... ) itd.
Karakterizaciju je dao Landau ([26]).

TEOREMA 3.1.  (Landay [26]) n-torka nenegativnih

celih brojeva (51'52"”’511)’ S, ﬁsz <... ﬂsn ;_e _skor—vek-.

tor nekog turnira ako i samo ako vaZe sledede relacije

k
k
i£1 S, >-(2)

za svako ke {1,2,...,n-1} %

.,
s, = (, )
i=1 .

L]

Osim autorovog poznato je vise, kako konstruktiv-

nih tako i nekonstrutivnih, dokaza ove teoreme. Za najiedno-

stavniji smatra se Thomassen-ov [51].
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3.1, SKUPOVI SKOROVA

Kao %to se vidi iz teoreme 3.1. relativno mali
broj n-torki su skor-vektori. S druge strane uslovi dati u
teoremi su vrlo nepfikladni za primenu. Sve to je bila mo-
tivacija da se problem skorova posmatra Sire tj. da se ume-

sto skor-vektora posmatra skor-skup.

DEFINICIJA 3.2.  Skor skup S(T_ ) turnira T ine

svi medjusobno razliditi skorovi koji se pojavlijuju u Tn'
otigledno je 1 <|s(T )| <n, s tim 3to je [S(T )| =1
u slu®aju regularnog turnira i-]S(Tn)|==n ako je Tn=2TTn.

prirodno pitanje koje se nameée jeste: "Da 1li Je svaki kona-

%an podskup nenegativnih brojeva {sl,sz,...,sk}'(moiemc uze-
ti da je 0<s; <85 <... <S)) skor-skup nekog turnira, tj.

da 1i postoji turnir T iji svaki &vor ima skor S; Za neko

i€{1,2,...,kl i za s?ako siEE{sl,sz,...,sk} postoji u T

bar jedan fvor &iji je skor s, ? " K.B.Reid ([42]) je posta—
vio slededu hipotezu.

HIPOTEZA 3.1.  (Reid [421) Svaki kona&an podskup

nenegativnih celih brojeva je skor-skup nekog turnira.

Hipoteza je verifikovana od strane K.B.Reid-a

([42]) za k=1,2,3 kao i za neke manje opste slucajeve.

Mi Semo, koristedi ideju C.Thomassena [52 ], pre-
zentirati druge dokaze za k=1,2 kao i nekoliko novih tvr-

djenja koja su u velikoj meri opsta, mada ne obuhvataju sve

slucajeve.

i

 Koristidemo takozvanu box-reprezentaciju skor-vekto-

ra turnira, skrac¢eno - BR.

NEFINICIJA 3.3. Box-reprezentaciju — BR turnira

T, &int niz od n box-ova (pregrada)numerisanih celim broje-

vima od 0 do n-1 pri Semu box numerisan brojem 1 (0<i<n-1)
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sadr3i onoliko kuglica koliko uiEﬂ:ima Fvorova sa skorom

1 .

BR turnira T6 (s1.11) data je nalélici 12.

sL11 _ a2

Na osnovu teoreme 3.1. proizvoljan razme%taj kugli-

ca po box-ovima ne mora da bude BR nekog turnira. Zato ima-

mao

 DEFINICIJA 3.4. Razme3taj kuglica po boxz—ovima

za koji postoji turnir Zija je to BR zove se legalna BR.

Mi cemo se iskljudivo baviti legalnim BR pri cemu

demo jedne transformisati u druge.Za to nam je potrebna

DPFIRICIJA 8.5.. . _Ako su box-ovi numerisani sa P

i q (p<qg) nepraznt, tada se premedtanje jedne kuglice iz

box-a p u box ptl < jedne kugiice 12 box-a g u box g-l1 =zove

elementarna operacija.

7a dokaz tvrdienia da posie elementranih operacija

legalne BR ostaju i dalje legalne potrebna Jje sledeca

IEMA 3.1. (Thomassen {511). Ako su uz Vv Svorovi
| | » + + | l- ] [ ] L] L ] ]
turntra T 1 ako ge dT(p):?dT(v), tada u T postoji oritjenti-

san put koji podinje u u i zavrsava se u V.




= A9 &=

TEQOREMA 3. 2. Ako je B legalna BR tada je to i B°

koja se dobija iz B primenom konadnog broja elementarnih

operacija.

DOKAZ. Dovolijno je pokazati da tvrdjenje vazi u slu-

faju primene jedne elementarne operacije. Opste tvrdjenje
se tada dobija indukcijom po broju operacija.

Neka je B box-reprezentacija turnira T i neka Je
nad nepraznim box-ovima p i g (p <g) izvr3ena elementarna
operacija. OZnaEimo sa B” dobijenu BR. Kako su box-ovi S

i g neprazni u turniru T postoje &vorovi u iV takvi da
S | -+ Y
je dT(u)==pzi'dT(v)==q. Na osnovu leme 1.2, postoji u T

orijentisani put koji po&inje u v i zavr¥ava se u u.
Tzmenom orijentacije svih grana toga puta dobijamo turnir

. L. + L+ + .t - .
T" u kojim je dT..(u) -—dT'(u) +1, dT..(v) -dT(v) 1 i
d;,(w) =d',|I',(w} za w#u i w#v. O%igledno je B” BR zZa T° oda-
kle sledi da Je B” legalna BR.

sada demo prezentirati dokaze nekih Reid--ovih re-

zultata [42] koristeci ideju BR-a.

TECREMA 3. 3. (Reid 142]) Svaki jednodlani ili

dvodlani podskup S nenegativnih celih brojeva je skor-skup

nekog turnira.

DOKAZ. (a) S=1{a}, a=»0. Neka je B hox repre-

- zentacija u-kojoj-—su box-evi~0,l;:;;;2a“i'samo'oni, nepra-
zni i sadrZe ‘ta&no po jednu kuglicu. Oc¢igledno BR B je le-

galna jer predstavlja BR od TT23+1.-Primenjujuéi sukcesiv-

no a elementarnih operacija moZemo kuglice iz box-ova O
i 2a premestiti u box a. Dalje sa a-l elementarnih ope-
racija premesStamo kuglice 1z box-ova 1 i 2a-1 u box a,itd.

Posle

a+1)

at+(a-1)+...+2+1 = ( 5

elementarnih operacija sve kuglice "stizu" u box a (sl. 13;
a =4)

R




sL.13

Dobijena BR je legalna (teorema 3.2.) tj. postoji turnir

&iji svi &vorovi imaju izlazni stepen a.

(b) S€={al,az}, Oﬂial-caz. Razlikovaéemo dva slu-

caja.

1)"82 >2a1. Neka je B BR u kojoj su jedini nepra-

zni box-ovi 0,1,...,2(azeal)-—l tj. BR od TTz(az_al). Na

sli®an nadin kao u (a) postiZemo da sve kuglice iz a; box-
ova levo od box-a aj i sve kuglice 1z a, box-~ova desno od

box-a a, budu premeStene u box a Zatim se ostatak od a,-

1#

1

2a1-1330 kuglica levo od box-a a., i isto toliko sa desne

strane premesta u box a,, (sl. 14; al==3, a2==8).

TR EN e
I @ I ® | @ l ¢ I ® | o | o | @ l & I O'I

O 4 2 3 & 5 e 7 8 sl

SL.14

Dobijena BR je legalna i ima neprazne samo box-ove a, 1 a,.

+k gde je O <k=<a, 1

2) a2€2a1. Neka je a,=a 1

1

neka Ije

al=q-k+r (66)

gde je 0<r <k. Ofigledno g=1. ObeleZimo dalje sa x 1 Yy

0
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brojeve

X 2k = 2 -1
y =4q-**X.

Zapazimo da je zbog r <k

x > 0 | (57)
i zbog g1 i (66)
y =q°*X
= q(2k - 2r - 1)
= 2a1 - 2qr - 2r = q (68)
<.2al .

‘Ozna&imo sada sa B box-reprezentaciju tranzitivnog

turnira TT231+X+1. Primenimo sledece t;ansformaCLJe, U pr-

vom koraku premestimo sve kugiice iz box-ova 0,1,...,a-1,

a+l,a+2,...,2a, 1 box a,. Prema teoremi 2.2. dobijena BR

je legalnaj U drugom koraku prebacimo sve kuglice iz box-
ova 2a,*tl, 2a

1 i:
takodje u box a,. Time smo postigli da su . jedini. nepra-

+2,...,2a1*tx u box a, 1 ¥ kuglica iz box-a

a1y

zni box-ovi a, .1 2, - PokaZimo da se drugi korak:moﬁe iz~

vesti i da je dobijena bax—repreZEntacija B’_legalﬁa.
Kako box a, nakon prvog koraka sadr#i 2a,+l kugli-

ca i kako je y <2a,, na osnovu (63), to se iz box-a ai:maﬁe

uzeti y kuglica, a da taj box ne ostane prazan.
Dalje, :kako 3je

y-k = (aj-k+l) + (a;-k+2) +...+ (a,~kix)

It

k « g(2k-2r-1)

to prebacivanje y kuglica iz boxﬂa'al u box a, i svih ku-

glica iz box-ova 2a1+l, 2a1+2,...,2aL+x u box a, predstav-

l1ja niz od (al-k+1)-+(al-k+2)**...-k(al-k+x) eléméntarnih

opneracija. Stoga je B~ legalna BR. Slika 15. prikazuje prvi
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2. Korak

St. 45

- Sli&ncm metodom, no sa daleko viZe razli&itih slu-
cajeva, mo¥e se pokazati da je i svaki trocdlani podskup ne-
negativnih celih brojeva skor-skup nekog turnira. To je ta-
kodje rezultat Reid-a [42] koji je dobijen na jedan drugi,
takodje vrlo komplikovan nacin. r |

Sada Gemo dati dva opfta rezultata koja se odnose
na podskupove proizvoljne kardinalnosti ali sa izvesnim oqg -

ranicenjima.

_TEQOREMA 3.4. Svaki kanaéan pad3kup skupa nenega;

tivnih celih brojeva a;,2,,...,a, (n>2) pri Jemu je 0 <

< _.'."f... 5 .+ 2 >2 ' .' ] | .« * @
Ha}.e;a & anq, al al+2 ad aa S‘UCII(O 16{0,1,2,

2

...;n—2} (ag¥=0) je skor-skup nekog turnira.

i+l

DOKAZ. Indukcijam.po n. PokaZacdemo da za svako

n (n>2) postoji BR nekog tranzitivnog turnira iz kojeg se,
nakon primene konaZnog broja elementarnih operacija, dobija

BR ¢iji su jedini neprazni box—~-ovi al,a2,...,ap.

=2 j w | ' : +
za n=2 imamc skup {a,;, a,! pri gemu je a_ta, >2a,,

tj. a, »2a;. To je zapravo sludaj 1. prethodne teoreme.
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Pretpostavimo sada da tvrdjenje vaZi za svaki pri-

rodan broj manji od n i posmatrajmo skup {al,az,...,an }

nenegativnih celih brojeva za koje vaZzi

g {a. {.il{a
0 ‘al 2 n

(69)

a. +a

. > 2a.
i i+2 i

+1

za svako i€ {0,1,2,...,n-2}, gde je ab==0. Neka Ije

a{ = a, - Zal N . (70)

»a svako i=2,3,...,n. Kako je, prema (69),

aé = a5 - 2a1
> (2a2—alJ - 2a1

2a2 - 3a1

|
%]

1]
Dy

a; + a; (a;,~2a,) + (a,, ,-2a;)

> 2a; ., ~ 43,

e TT

to je, pco indukcijsko] pretposﬁgvc;,'{gi,aif;f.{gﬁ} skor-
skup nekog turnira T".

ObeleZimo sa B BR bd_TT i sa B BR od nekog
1 2a, 2
TT) iz koje se elementarnim operacijama dobija BR od T".

Napravimo sada "kampoziciju” Qd_Bl i B,. Naime, numeraciju

box-ova u B, ostavimo nepramenjenom dok brojeve box-ova u

B, izmenimo po formuli

i =1 +_2a1

L -~

i7= 0,1;2,...,kel. Primenjujpéi na B, elementarne Qperacije




tako da jedini neprazall box ostane a,, & na B, elementarne

o

operacija takve da neprazni ostanu samo box~ovi aé, &y gee-

.aﬂ dObljemG kao "kompoziciju” BR u kojoj su jedini ne-

' - . ‘ T+ . = +
prazni box ovi a,s 3, =8, 2a r Ay =25 2;1 @ = an 2al

Time jé teorema dokazana.

Direktna posledica ove teoreme je

. . 2
TEOREMA 3.5. (Reid (42]) Neka Jje s = 1{a,ap, aq ,

,...,aqn} gde su a,dg v n prirodnt brojevi, a>1l. Tada je

g skor-skup nekog turnira.

DOKAZ. 7a n = 0 ili n = 1 tvrdjenje sledi 1z

teoreme 3.3. Za n=2 imamo 2a q=>2

: 4 .
aql % aql 2 - aql(l+q2)

> a-qi-Zq

— 2aq;+l

pa tvrdijenje sledi iz prethodne teoreme.

TEOREMA 3.6. Svaki konadan podskup nenegativnih
celih brojeva {Ql;gz,.. ,a } takvih da Je Oﬁzalﬂiazf:.f.<:an
(n=>2) < ai+l-ai El,(m0d 2), 1i=1,2,...,0-1 Je skor_skup
nekog turnira. - a

DOKAZ. Indukcijom po n (n>2). Za n=2 imamo tvr-
djenje teoreme 3.2. Ovde demo, nezavisno od dokazane teore-
me, dati jedan dokaz kojl se odnosi nha siludai a,-a, =1 (mod 2).

Za a., >2a1 dokaz je isti kao u slpéaju 1 teoreme

3.3. Stoga uzimamo da Je a2ﬁ§2al i uvodimo BR od TT +a1+1'

Izvrdimo sledede elementarne operacije. Prvo kuglice iz

- - - 3 +
box-ova (3a, a2+1)/2, (3a1 a2+1)/2+1,_,.,al 1, a, 1, al+2,...

, (a; ta

1 2-1)/2 premestimo u box a,. Primetimo da Je to

S
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moguée jer je broj box-ova izmedju box-ova &, i box-a a,

1

+a2—l)/2+l, (al+a2—l)/2+2,...,az—l,a2+l.,,,.(3a2*a1~1)/2

paran 1 ali>(a2-al—l)/2. Dalje, kuglice iz box-ova (a, +

premestimo u box aj. Najzad, kuglice 1iZz box~ova 0,1,...,(3a1—
—a2+1/2~1_premestimo_u box aj ., a'kuglice'iz box-ova- (3a5-

- a,-1)/2+1, (3a —al—})/2+2,...,a2}a1 u box a,. Dobijena

2

BR je lecalna i ima kuglice samo u box-ovima a, ia,. Na
slici 16. date su sve tri etape transformacije, pri cemu

je

sl = 2(a2-a

-1} /2+1 = a,-a; -

1 1




Pretpostavimo da tvrdjenje vaZi za manje od n

(n>2) nenegativnih celih brojeva i posmatrajmo skup {al,

a .,an} , 0<a, <a,<...<a, gde je a, ;~a; =1 (mod 2)

ot

i=1r2;---;n"—ll

po indukcijskoj pretpostavci postoji konacan broj

,elementarnih operacija koje BR od TTan l+al+l prevode u

BR ¢iji su jedini neprazni box-ovi al,az,..,,an_l.'Sada

Sdemo razmotriti dva sludaja.

1) a _-a >a.. Uo&imo BR od .

n n-—l 1 a - =a

| | n on-1 “1
Premestimo n;jpre a =an.j=a; -l kualice: kcj_e se nalaze

desno od box-a a, i isto toliko sa leve strane u box a_ .

+a, +1 koji se,ka-

Ostatak kuglica predstavlija BR od TT_
_. | 4k

n-1
ko je navedero, moZe prevesti u BR sa nepraznim box--ovima

Tako dobijamo BR &iji su jedini neprazni

U S
Ay #S o 'an—l

box-ovi Qyr@nres-r,r @ koja je odigledno legalna.

2) an—an_lﬁ;al. Oznadimo sa d polovinu broja

box-ova izmediu box-a a i box-a a_, tJ.

n—1 n
a = (fELn—an_T_1 -1) /2.

Uodimo BR t:td"TTa +é +1 i premestimo kuglice, koje le¥e u

n 1
7

prvih d box-ova levo i prvih d box-ova desno od box-a

a_, u box a_ - Dobijeni BR, o&ito legalan, oznacimo sa B, .

Sada demo posmatrati transformacije u BR-U od

TT n—l+al+l koje vode BR-u sa nepreznim box-ovima &, ,3,s. ..

R (indukcijska pretpostavka). Svaku od tih elemen-

n—-1

tarnih operacija primenjivacemo u B, prema slededem algo-

ritmu.




(a) Svako premestanje kuglica iz box- ova § 19

5 s gicd +d direktno kopiramo u B, .

n-1
(b) Svako premedtanje kuglica 1z box-ova a _;*

+d + i, i==1,2,...,al—d+1 u box aﬁ_l zamenjujemo preme-=

stanjem kuglice iz box-a an+d+i u box a_.- Lako se vidi

da primenjujuci pravila (a) i (b) ostajemo u domenu ele-

mentarnih operacija tto povlaci da dobijamo legalnu BR sa
jedinim nepraznim box-ovima al,az,...,anJ'Na,sl. 17 su

prikazane sve tri etape.

ol ol|lovojejo@jelje | ® olojoje| e e @ @
O 4 - Qg Qn Q. * n1
@)

elolcleoejojejej|e 'SE N REEBE. el o B
0 4 G.‘ G"‘-‘ Un - , q“'i' q4
(®)

Time je dokaz teoreme zavrsen.

Umesto obi&nih turnira moZemo razmatrati problem
egzistencije viZepartitnih turnira sa zadatim skor-skupom.
ovde debiti redi o skor-skupovima bipartitnih turnira.

prvo nekoliko definicija.

I
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DEFINICIJA 3.6. Neka je T(X,Y) bipartitnt tur-

nir sa klasama X 1 Y . Skor-skup Af-{al,az, .,am} klase

X 1 skor—-skup B=={b1,b2,...,bn} klase Y &ine bipartitni

skup turnira T .

DEFINICIJA 3.7. Ako su A i B skor-skupovi kla-

sa X © Y bipartitnog turnira T(X,Y), tada se AUB azove
skor-skup turnira T(X,Y). |

'PraElam agzistanéija'Bipafiithog_turhira sa zada-
tim bipartitnim skor- skupom pﬁstavlo je K.B.Reid (Fourth
International Conference on Theory and PlelCatlonS of
Graphs, Kalamazoo 1981). K.Wayland [55] je dao potreban i

dovoljan uslov za egzistenciju T(X,Y) u slucaju [X| >b_ .

Medjutim, neki bipartitni turniri postoje iskljudivo za
|X|==bn. Kako ta klasifikacija nije poznata, praktic¢no jJe
nemoguce dati razuman potreban i doVvoljan uslov za opsti

slucaj.

Mi dajemo, koristedi jedan konstruktivni metod,

potreban i dovoljan uslov da skupovi nenegativnih celih
brojeva A= {a} i B = {bl,bz,...,bn} %ine bipartitni skor-

skup nekog bipartitnog turnira.

Kako obe klase bipartitnog turnira ne mogu ima-
+i svorove sa skorom O to demo u daljem smatrati da a
i b,y nisu istovremeno jednaki 0. Takodje uzimamo da je

b. <b ~:...-Cbn

TEOREMA 3.7. ([351]) Skupovi nenegativnth celih
brojeva A= {al < B=={bl,b2,..;,bn}‘(a+bla£0) Gine biparti-

tni skor-skup nekog bipartitnog turnira ako i1 samo ako Je

zadovoljen jedan od slededih uslova:

(_a) by +by+...+b ;= (n-a-1)b,

1 2

(b} b, +Db -F...-anﬂl:>(n-a-ﬂ1)(bn-+l)




ws B9

(c) bl+b-+”.+b

5 =(n-—a-—l)bn+d

n-1
1 <d €£n-a-1 < postoje prirodni brojevi
Y15 YoseeesYp_ 15 takvi da je

).

i

abn = Yl(bn—bl)-+Y2(bn-b2)-+...-Fyn_l(bn-bn

| DOKAZ. 1) Uslov je potreban. Najpre demo doka-
zati nejednakost

b, +b,+...+b__, » (n-a-l)b . (71)

Neka je T(X,Y) bipartitni turnir &¢ije klase X i Y imaju re-
dom skor-vektore

gde je a =1 i Bi?l (i=1,2,...,n).

ObeleZimo sa v,y - yiz,...,yisi (i=1,2,...,n) &vo-

g . oy ) * T - LY : o
rav; iz Y koji imaju skor bi, a.sa.hil,xiz,...ﬂlisi pod

skupove od X takve da xij'+yij. fi==1,2,...,n; j=1,2,...

...,Bi). Kako svaki ¢vor iz X ima skor a i kako je

Xll Uu... UX]-B]_U le U... UX282U “ o anB

n

jedan pokrivaé skupa X, to je svaki ¢vor iz X npokriven

sa tadno a podskupova Xij; Otuda Ije

Ixil[ = e = ]XiBiI = | X]| -'bi = G”Bi
X0 ¥ oot ]xl«Bl{ R ST I lx282|+

+ ...+ IXnB = aaq.
n

0
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Otuda 1Je

. Blbl % szz-f...-iranbrf

Bl-+82-+...-+8n-a

(72)

Kako'je a;;bn (broj &vorova u klasi X nije manii od
najveCeg skora u Y) iz (72) dobijamo

Blb1+82b2-P"f-FBnﬂlbnﬂl;a(Bl+Bz-F"'-FBn-lna)bn (73)

Iz B, >1 (1=1,2,...,n) i 0<b, <b, <...<b_slede nejedna-

2

kosti

(l—Bl)bl 3’(1—Bl)bn

(1—32)b2 > (l—sz)bn e
. . . 7

(1-8 )b 3 = (-8B, _

Sabirajudi (73) i (74) dobijamo (71).

Tako ostaje da se pokaZe da relacija

= (n-a- + .

bytby+ ... +b (n-a-1)b_ ‘? (75)
l<d <n-a-l1

povladi relaciju abn==vl(bn_bl)'+Y2(bn"b2)-F"f-FYn—l(bn ~

- bn_l) gde su Y (i=1,2,...,n-1) neki prirodni brojevi.

Neka SU Yy r¥oqreses¥ ¢vorovi iz Y sa skorovima
bl’bz""'bn' redam i neka SU X;rXyreee Xy podskupovi od X
takvi da Xi+*yi (i=1,2,...,n). ObeleZimo sa s; broj
é¢vorova u Kiﬁa Sa S ukupan broj &vorova u svim costalim pod-

skupovima, tj.

(i =1,2,...,n)
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s = |X

+ ...+ | X,
O

N TR TN b

1l i+] !

iiSluEiaj 54 = 0 je takodje mogud ) Tada imamo

b, =a-s; (1= 1,2,...,n)

+s +.,.,.+sg +s85 =
sl 5 g & a o

odakle sledd

. = (8.« «*FS

: sl U R : 8.
i 1 i-1 i a)sl 51

+.--+ +
+1 S_ SO) / a

zamenjujudi ovo u (75} dobijamo

(n—a)sn + s, = d

Kako je sn?tﬂ j 1 €d €<n-a-l1 (specijalno a <n) imamo

g = 0
n F

odnosno

B (76)

Il

]
2

predstavljajuéi (72) u obliku

. _abn-Bﬂlﬂ(bn—bl)—Bz(E::n-bz)—...--B.n__l (b ~b__;)

= Bl+82 +---+B n - a

i imajudi u vidu (76) dobijamo

abj, = Bl (bn_.bl) - B__Z_(bn..__ﬁ) e T b n_-._l';(]?n_bn—l )_

Kako je Bi;al (i=1,2,...,n) stavljajuci Yy = Bi dobi jamo

traZenu relaciju.

2) Uslov je dovoljan. Struktura bipartitnog tur-
nira T(X,Y) je potpuno odredjena ako su poznati svi pod-
skupovi od X koje dominiraju pojedini &vorovi iz ¥X.
Upravo ti podskupovi e 1 biti konstruisahi.

'Shodno uslovima teoreme posebno ¢e biti razmatrani

sledecdi slucajevi:




{a) b1+b2+...+bn_1 = (1'1—-::1--1)1:)n

Neka je T(X,Y) bipartitni turnir sa klasama

X {1,2,...,b_}
n

{l

Y {yl,yz;...,yn}

i strukturom datom sa

Yy ” {1,2,...,b,}

1

v, {b,+1,...,by * bz}

(77)

> {b1+...+bn_2+l,...,b +f"+bn-2+b }

Yn-l 1 n-1

. * {bl+...+bn_1+l,...,bl+...+bn_1+bn}

(Sva sumiranja su po modulu bn.).
OCigledno je

+ .
dT(yiJ = bi (i =1,2,...,n)

Iz (77) i &injenice da je

+ + + B
d (y,) +§- (y_z) *ams Tl Y0 F

% bl-sz-F...-+bn = (n-—a)bn

sledi da je svaki &vor iz X dominiran od tadno (n-a) cvo-

rova iz Y. To znaci da je

a’ (x) ly] = (n-a)

n - (n-a)

= a

za svako x € X, &ime je sludaj (a) dokazan . Na sl. 18. ije
primerxr bipartitnog turnira zé.A=={2}, B=1{2,3,4,5,7}. ovde

je n=5 i bl+b2+b3+b4==l4==(5—2—1)-7==(n—awl)bn. Klase su

Xx=1{1,2,3,4,5,6,7} 1 Y=={y1,y2;y3,y4,y5}. Sve grane koje
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nisu naznadene orijentisane su od X ka Y.

{ S © 7

R
A

b Y Ys Ya Ys

(/

%

5L.18

(b) bl+b2+...+b

a1 S (n-a-1} (bn+l)'+d, (d ?})

Uzmimo da jJje

X '{lrzrcinfbn-l-l}

Y = {yl,yz,...,yn_l,zl,zz,...,zd}

i konstruidimo bipartitni turnir T(X,Y) sa strukturom
y, ~>1{1,2,...,b}

Y -+{b1+l,..,bl+b2}

-

| +.. .t
Yn—2+{b1+--.+bn-3+lr.-',b b

= {b s PR .+bn_2'.|..'l p uoe e rb g /O .+bn_ 2+b }

1 n-1

+1,...,b,t...+b_ .+b_} (78)

z. > {b,+...+b 1

1 1 n-1

PR +
2,5, {b1+"'+bn+l"“"b1+ +bn bn}

+db_ }

> {by+...+b__,+(d-1)b *l; . by+...+b, _,+db

%3

(Sva sumiranjé su po modulu bn+L.)

Lako se vidi da je
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O
g
il
o
o
H
l—lI
D
5
'—l

oF
=+
N.
(N
il
R
"
il
el
ba
¥

|
7
i
-
o)
o7
o

(n-a-1) (b +1} +d +d-Db
n n

= (néa—1>+d)(bn+l)

to iz (78) sledi da je svaki ¢vor 1z X dominiran od tacno

(n-a-1+d) &vorova iz Y, Stoga'je

Y ' - (n-a-1+d)

+
dT(g)

(n~-1+d) - (n-a-1+d)

= &l

2a svako x €X, $to znali da je T(X,Y) traZeni turnir. Na
sl. 19. je prikazan slucaj a=1{2}, B=13,4,8,9,10}. Tu Je
n=25,d= 2,

il

+
b1+b2+b3+b4 3+4+8_9

24
= (5-2-1) (LO+1) + 2
= (n-a-1) (b_+1)+d

fl
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X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} i
¥ = {Ylfyer3!Y4rzlr22}.

= (A + 1 <d <n-a-1
(c) b1+b2+"'+bn~l (n-a l)bn tﬂ,‘r ( d <n-a-1)

= s » - >0
abn-—yl(bn bl)-+*{2(bn b2)+...+7n_1(bn bl) (Yli> )

Neka je T(X,Y) bipartitni turnir sa klasama

X {r,2,...,b_1}

Il

»
I

= {yll"'"Yl#l’YZI""'Y2Y2""’

yn—l,l""’yn-l}'\(' 'Yn}
‘n~1L

Yoy ™ {Ylbl-l'l 7 oo ,‘Ylbl+b2}

-+{Ylbl+(Y2“l)b2+l,...,jlb1+T2b2}

' +
yn-—l,l+{Ylbl-j-"'+Yn"2bn—-~l+l"""‘(lbl+'"+Yn-2bn-2 bn—l}

-

| ' o “1)b (+1,...
yn—l'Yn--l+{Ylb1+'"+Yn-2bn-2+(7n—l IPp-1

,Ylbl * own -+Yn_lbn_l}

‘ | +...+ b__,+b_}
Yn'+{Y1b1+";+7n—lbn—l+lf""Ylbl oY _1P0-1""n

(Sva sumiranja su no modulu bn.)

f

TS
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Jednostavno se proverava da je

I
O
i_.l

I
-t
o

|
-

(-
|
|—l
—
l...l

=
dT(yij) i

i
o

+
d (yn)
Dalje je

+ + + "
a* (g, ) He e+ (yyy 14 (ypy)+. . ¥ Y2y

l : -
| + + _
o | (yn_1’1)+...+d (Yn—lYn-1)+d (v )

i
-
I—l
o
i.—l
+
-
N
-
N
.I.

t Yn-lbn-l g bn

it
o
|_J=
+
-~
()
+
i
—d

| -L)bn + bn

il

(Yl+Y2+...+Yn_l—a+1)bn

il

(n—l__—-a+1)bn

(nﬂa)bn.,

: = _1=n-1. To znati da je svaki
jer je Yty te- ¥V, Y| -1 =n-1

“vor iz X dominiran od tacno n-a Svorova iz Y, pa Je€

- dtx) = || - (n-a)

n - (n-a)

d = 2.
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bl+b2+b3+b4 = 2+4+6+8
= 20
= (5-2-1)-942
= {(n-a-1)b +d
n
ab = 2-9==18==1-(9—2)+l-(9-4)+1-(9—6)e+3(9“8)

Yl(bn_b1)+Y2(bn'b2)+Y3(bn—b3J+Y4(bn_b4)

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

X

¥ = {yy;Yp0¥31r¥g10¥43Ys) -

Teorema je dokazana.

Kao direktnu posledicu teoreme 2.7..shodno defini-

ciii 2.7.,1imamo

TEQREMA 3.8. Svaki konadan podskup skupa nenega-

tionih celih brojeva je skor-skup nekog bipartitnog turnira.

DOKAZ. Neka Ije {al,az,...,an} proizvoljan podskup

nenegativnih celih brojeva takvih da je 0<a, <a, <...<a.,.

Uzmimo da je A=={an} i B=={a1;a2,...,an_l} . Kako je ,oligle-

dnos,a_=>n-1 W kao posledica toga ((n—l)nan—l)(an_l+l)*dorto

nejednakost

o Fa ot =T

yHas an_2:>«n—l)—an~l)(an_1+l)

vasi. Prema teoremi 2.7. (b) postojl bipartitni turnir cije

klase imaju skor-skupove A i B, Cime je teorema dokazana.

3.2. SKUPOVI FREKVENCIJA SKOROVA

predmet ispitivanja skorova nekog digrafa ne moraju
niti sami skorovi kao ni skupovi - skorcova. Mogu Sse, naime,
posmatrati samo ulestalosti (fFrekvencije) skorova ili, op-

3tije, skupovi frekvencija skorova. Prvi rezultati iz te

AT
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problematike odnose se na obiéne turnire i dati su u [11].
TrebaISpomenuti da je problem skupa frekvencija stepena
c¢vorova neorijentisanih'grafova relativno jednostavan. Re-
zultati koji se odnose na specijalne klase neorijentisanih

grafova mogu se nacdi u [13] 1 [241.

DEFINICIJA 2.8. Frekvenciia izlaznog {(ulaznog)

stepena 4 u digrafu D je broj évorova u D 3ij1 Je izlaznt

(ulazni) stepen d

DEFINICIJA 3.8. Skup frekvencija “imlaznih (ula-

+ - [ . g 8 ‘. = .
znih) stepena - F (F ) dJdine sve razliéite frekvencije <1z-

laznih (ulaznih) stepena koje se pojavijuju u D

| - g
DEFINICIJA 3.10. Ako je za neki digraf D ,F (D) =
= F (D) =F tada se F zove skup frekvencija digrafa D.

+ P
Zapazimo da je kod obiénih turnira uvek F (T) =F (T).
U opStem slufaju za bipartitne turnire ne mora da vaZi. Na

primer, kod bipartitnog turnira Tl'na-él. 21 .

St. 24

+ —
imamo: F (T1)=={l,2} i F (T1)=={1,4} (dva &vora sa izlaznim
stepenom 2, dva sa izlaznim stepenom 1 1 jedan sa izlaznim

stepenom 0; &etiri &vora sa ulaznim stepenom 1 i jedan sa

ulaznim stepenom 2}.

B.Alspach 1 K.B.Reid su u[ 1] razmatrali slededi

problem. Da 1li za dati podskup F::{fl,fz,...,fn}, £, <f, <

< vee< £ skupa prirodnih brojeva postoji turnir ¢iji Je

skup frekvencija F i koliko najmanje &vorova moZe taj turnir
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da ima?

Mi demo se baviti istim pitanjima 2za slucaj bipar-
titnih i 3-partitnih turnira. U tu svrhu uvedimo slededu

oznaku. Sa Nk(fl'fZ""'fn) demo oznadavati najmanji broj

takav da postoji k-partitni turnir ¢ij4i je skup frekvenci-

ja {flffz,...,fn}.
O&iglednoc je

Hk(fl,fz,...,fn) 2 fl+f2+"'+fn . (79)

Slededa jednostavna lema Ce se koristiti u dokazu glavnog

tvrdjenia.

LEMA 3. 2. dko svi dvarovi bipartitnog turnita

T(X,Y) imaju teti izlazni stepen k £ 48ttt ulazni stepen L ,

tada je |X| =IY| =2m 7 k=2.

| M _
DOKAZ. Neka je d (v) =k i1 4 (v) = % za svako
v EV(T). Rako je &= |X| -k= Y| -k to je x| =l¢|=m;. S

druge strane Jje

ke (|X|+[Y]) ge (IX]+]|Y]) IE(T_)I

I

x| <y |E(T) |

odakle sledi m1==2k==2£

TEOREMA 3.9. ([36))  Neka je F={f ,f,...,£]

fl-dfg-c...-<fn proizvoljan konaZan podskup skupa prirodnih

brojeva. Tada postojt bipartitni turnir i1 je skup frek-

vencija F 1 pri tome je

Nz(fl,fz,...,fnJ==f1-+f2-k...-kfn

{ £ a3 flEO (IﬂOd 4)

. 2f inacde.
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DOKAZ. Razmatrademo r»rvo slucaj n=1. To zna-

i da svi &vorovi imaiju isti izlazni 1 isti ulazni
stepen. (Ulazni i izlazni stepen ¢vora ne moraju biti Je-

dnaki). Akoc je fl==4k tada diregularni bipartitni turnir

T(X,Y) sa klasama X=Al UAZ, Y=A3 UA4, gde Jje AinAj =
= @, (1 #3), \Ai|==k (i=1,2,3,4) i strukturom A, +A,,
A, >R, (sve ostale grane u E{T) su orijentisane od Y ka X;

ovakav sistem oznadavanja strukture dfemo slediti kroz Ci-

tav dokaz), ima skup frekvencija {f;}. Ako je f; #0 (mod 4)
tada, prema lemi 3.2., ne postoji bipartitni turnit sa fl
gvorova. 1 skupom frekvencija {fl}. Dakle, u tom sludaju je

N,(£,) >2f, . Kako bipartitni turnir T(X,Y) definisan sa
]X\==}Y]==fl, X ~Y ima skup frekvencija {fl}, to je N, (f))=
= 2fl Za fl Z0 (mod 4).

Uzmimo sada da je n>1. Razlikovacemo slucaijeve

kada je n parno, odnosno neparno.

(a) n=2k (k>1). Za k=1 imamo T(X,Y) dat sa:
|X1==fi, |Y| =£,, X+Y. Neka je stoga k »2. Konstruisimo

u tom sludaju bipartitni turnir Tl(X,YJ ¢ije su klase

X = A/ UR,U... UR ,; UR,
s =AkUAk+1U .UAzk_l
— ; ='F ! =
A nAj g, (Li#3), ]Ai[ “ii(l L o 5 1o 5 3 pelibl)
i struktura .
A,

za i=1,2,...,k. (Ovu elegantnu strukturu dao je R.Tosic¢).

PokazZzimo da je turnir Tl(X,Y) traZeni. Prvo,

o¢igledno je

!V(Tl); = £ Hf,F L+

(80)
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Dalje,svi ¢vorovi 1z A, (i=1,...,2k) imaju iste

izlazne {(ulazne) stepene. TO znadi da ostaje da se dokaze
da su izlazni (ulazni) stepeni cvorova koji pripadaju sku-

povima A, 1 Aj (i #4) razliditi. U tu svrhu oznadimo sa
+ = :
di(di) izlazni (ulazni) stepen &vorova iz A,, & Sa s, i S,

5 =|-_l_-
sunme

S
1

i

fl+f T o o P E

2 ro1FEop = 1%

k

S, = £, +£f

. (e oo FE = lY| .

2k-1

Tada je, na osnovu definicije Tl(X,Y),

-+

di = f2k-1—i (i=1,2,...,k-1)
+
de = (
d+ =&, ~-f (4=k, k+l 2k=-2)
j - 1 2k-l-j 1= ! vy
+
d2k—l = 5
i
d, = S, = for-1-1 (=152l « w « geli=d)
dox T 52
dj = f2k-1—j (j=k,k+1,.. , 2k~ 2)
dog-1 = 0 -

. o T
Kako je O-{fl-cf2~¢...*<f2k gvi izlazni stepenl di (1=1 ,2,

..., k-1,2k) su medjusobno razli&iti. Isto vazi 2za

F

| +
at (3=k,k+l,...,2k-1). Kako je najveéi od d; -ova = f, o

J
; + @ :
manji od najmanjeg od dj -ova - Sl-fk_l to svi izlazni
+ ot +
st epeni dl' dz""’dzk su medjusobno razliditi. Za ulazne

stepene se analogno dokazuje isto tvrdjenje.
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Prema tome, fl’fz""’f2k je skup frekvencija turnira

Tl(X,Y) $to, s obzirom na (80), dokazuje slucaj (a).

(b) n=2k+l1 (k>1). Neka je TZ(X,Y) bipartitni

turnir sa klasama

A, UA lJ...lJA U A

2 k.

2k+1

AliAk+l

X U... UA

2k

= L # 3 = j = . vor 2kt
Air1Aj g (1i#£73), iAil £, (i=1,2, , 2k+1)

i strukturom

A (i=1,2,...,k)

Koristedi oznake iz (a) i obeleZavajuéi sa S, i S, sume

o =gt g ok £ BB = [X
Sg = fpgg TEpgp et Fop S Y|
dobijamo
it = f (i=1,2 k)
i~ T2k+l-i R PRI E
+
d2k+1 = 0
4 s
i
dy = 54~ forgr-y  (i=1,2,...,k)
dorsr = Sy
dj = f2k+1-j (j=k+1 ,k+2,...,2k)

+
Na sli&an nacin kao u (a) pokazujemo da su svi di -ovi
(i=1,2,...,2k+l) medjusobno razliciti odakle sledi da je
{fl’f2""'f2k+1} skup frekvencija bipartitnog turnira T,.

Kako jos \V(T )|==f g 0 . . to je N, (f Epree-

Lokl

¢ime je teorema u celini do-

2

= g R
Eor ) SE PRt g

kazana.




-

7a 3~-partitne turnire se mo¥e postaviti isti pro-

. blem. Medjutim, najvecde teikode nastaju u sludaju kada je
zadati skup frekvencija jedno&lan ili dvoclan. To je raz-

log 5to se slucaj jednodlanog skupa frekvencija razmatra

TEOREMA 3.10. (1371) Za svakz prirodan broj £

postoji 3-partitni turnir 31j1 je skup frekvencija {€; <

pri tome Je N3(f)==3f 13UZ eV u gludajevima:
(a) f£:=0 (mod 3) kada je N3(f) = £;
(b) £70 (mod 3) £ £20 (mod 4) kada je

N3(f) 2f.

DOKAZ. Neka je T, (X, X, ¥3) 3-partitni turnir

sa klasama koje zadovoljavaju uslov

| X X, | = [X3] = £
i strukturom

Xy s (X2 \J x3)

X2+X3

(sve ostale grane su orijentisane od X; ka X5 za i >3j; ova
notacija de koristiti u daljem tekstu).

Razllc1t1 izlazni (ulazni) steﬁenl u _1 su 2fF,

£, 0 (0, £, 2£) i svaki ima frekvenciju £. Kako je |v(T, Y1 o=

= 3f to je
N (f) < 3f

Ako £ = 3f tada u 3-partitnom turniru Tz(xl,xz,x3) datom sa
%, | = ix,] = 1%X3]

X

svi &vorovi imaju
k. Sledi da je N3(3k) = 3k.
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Uzmimo sada da je £ 20 (mod 3) i pretpostavimo da

je Ny (£) =1. Neka je T3(x1,x2,x3) 3-partitni turnir sa ¢

gvorova ¢iji Je skup frekvencija .{f}. To znadi da svi Cvo-
rovi imaiju isti izlazni stepen a 1i isti ulazni stepen b.

Tada Je

b o | B e | _a=-|x3]+|xl|—a=|flx‘1§+ixz| - a
odakle sledi
|x1| = ]X2\ = |X3| , odnosno
F=|V(Ty) | = % [+]X,i+[X3] = 0 (mod 3) ,

%to je kontradikcija sa pretpostavkom. Prema tome,
N, (f) = 2f

za £ 20 (mod 3). Za f=4k, k £0 (mod 3) 3-partitni turnir
T4(X1,X2,X3) sa klasama

X, = A, UA

1 1 2
X2 = a3 U A4
g = B
gde Je
Al =k, (i=1,2,3,4), Al =4k, A; NA. =0
(i #7)
i strukturom
A 7 Ag
A, > By

ima skup frekvencija {£f} . Izlazni (ulazni) stepeni koji se
pojavlijuju u T, su k i 4k (5k i 0), ocba sa frekvencijﬁm f.
Kako je |V(T,)| =8k =2f to je N;{(4k) =2f za f=4k, kK 0

(mod 3).
Najzad, pretpostavimo da je f Z0 (med 3) 1 £720
(mod 4), a da postoji 3-partitni turnir T(X,Y,2) sa 2f &vo-

rova ¢iji skup frekvencija {f}. Pokazademo , analizirajuci
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vite razli&itih sludajeva, da to vodi kontradikciji.

‘Neka su a i b (a>b) dva razlicita izlazna ste-
pena, svaki sa frekvenCijam f, koji se pojavljuju u T.
Oznacimo sa X, i X, podskupove klase X €iji ¢vorovi imaju
jzlazne stepene a i b, redom. (Dopudta se mogucnost da
neki od skupova X,., X, bude prazan.) O¢igledno Je X, UX, =
= 3% 4§ le|+|X2| = |X| . Podskupovi Y,, Y,,%;,%Z, Sse defi-

ni%u analogno. Stavimo jo3 [X| =x, vl =y, |2]|==z. Tada je
v(T)] = x*y+2 = 2f | (81)

posebno femo razmatrati sledece sluéajeve!

Siudagj 1. Svi skupovi Xl,Xz,Yl,Yz,Zl,Zz su

neprazni. Tada se u T pojavliuju sledefi ulazni stepeni

I

dl y+z—-a"'d2=y+z_b
d3 =2 + X — & d, = 2 + x - b (82)
d5=X+Y-a' d6=}{+y—_b

Naime, dI;dS, T S’dg su ulazni stepeni évorova'iz Xy 1

Xz, Y Z Z2’ redom. Ova Sema fe se koristiti u

ll’ Yzf ll’

svim slucajevima.

‘Kako je |V(T)|=2f , a skup frekvencija -{f}, to

su tacno dva ulazna stepena razlicita. Zbog a >b imamo da

1 f

je d; ;édL_l (i=1,3,5). Dakle medju ulaznim stepemima d

d3 i dg najmanje dva moraju biti jednaka. Bez uticaja na
opitost, moZemo uzeti da je dI==d;.-T0 povladi x=y 1
d;==d;. sada Sema (82) prelazi u
dl=d3=x+z-a d2= 4=x+z.--b
d;=2x—a. d. = 2x - b.

6
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Iz istog razloga kao u prethodnom koraku i ima-'

juéi u vidu da je d'l' #dé, dg =d_ , zakljudujemo da je ili

6
dl =d3.=d5 gto povladi dz =d4=d6 ili dl =d3 =d6 sto
opet povlaci d;==dz==d; . U prvom slucdaju dobijamo X =y = Z

odakle, zbog (8l), sledi £=0 (mod 3), sto jJe kontradik-
cija sa pretpostavkom. U drugom slucaju dobijamo iz prve
i druge jednakosti

z - xXx =a->b

x -z =a~=-0b

odakle sledi a = b 3to je kontradikcija sa a >Db.

Sludaj 2. Tac¢no jedan od skupova X,, X,, ¥,

Yo, 294 24 je prazan. Bez uticaja nd opStost mozemo uzeti

dI=y+z—a
d3 =z +x-a .. d4 = 2z + X - b
dg = X ty-a d. = x +y - b

L

Slededi iste argumente kao u pfethodnqm slucaju aktuelno

je sledede:

- {a) i, = d;. “Tada je | x =y 1
d; = d; =x + z - a 'dz = v + Z - b
d5=2x—a d6=2x-b'.

sada je ili d] =d) =dj ili dj=djy=dg id,=dg . Iz

prvog sledi x =y =2z odnosno £ =0 (mod 3), a iz drugog a =b,
ito su, kao 5to je veé spomenuto kontradikcije sa pretpo-

stavkama.

(b) dj = d:. sli&no kao (a).

il

(c) da dg . Tada je y = 2 pa imamo

I
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3 =X *ty-a d4 = d6 =x + v - b.

of
Il

0
I

Ako je dl==d3==d tada je x =y =z - kontradikcija. Zato

moZemo uzeti da je dI =d, = d'6. To povladi y=x+a-b 1

d3 = 65 = 2X - a d, = d4 = d6 = 2% + a - 2b.

Tako su frekvencije izlaznih stepena a i b }i T(X,Y,2)
jednake £, a iste su i frekvencije ulaznih stepena 2x-a 1
2x+a-2b. Otuda ije |

E(T) | = £(atb) = f((2-a)+(2x+a-2b)) (83)

odakle dobijamo

i na osnovu prethodnog

v =5 2 = a .,

S druge strane Jje

|E(T) | = Xy + y2 + 2X (845,

L%

Kompbinujuéi (83) i (84) sa &injenicom da je 2f =x+y+tz =
2a + b dobijamo |

(2a +b) (a +b) /2 = a* + 2ab

odnosno a =b &to je vedé ranije ukazana kontradikcija. Tako

je slucaj 2 dokazan.

Sludaj 9. Tadno dva od skupova Xl,'Xz,.Yl, Yz,

Z,, %, su prazni. Uo&imo odmah da prazni ne mogu da budu
X, 1 X, 1i1i Yl_i Y, ili Z1 i-Zz.'Dva sludaja su esencijalno

razlicita,

Studagj 3.1. X2=Y2=ﬁ. Tada imamo




|

V& 2 = a

i

Z + X - a
A7 = x +y - a _ d, =x + vy - b

pa sledede moguénosti dolaze u obzir:

(a) dl = d3.

dobijamo x =y =2 - kontradikcija, pa preostaje d;==d3==

- 2x -b. To implicira x =y = (a+b)/2, z=(3a-b}/2 i ¥

Sledi x = y. Sada za dI=d'3' =d

S
d

P ]
—

183

= (x+y+z)/2 = (5a+b)/4. Kada to zamenimo u (83) i (84) do-

bijamo

(5a+b) (atb) /4 = (a+b)2/4 + 2(a+b) (3a-b) /4

odnosmo a =b -~ kontradikcija.

= d5. sada je X = Z. Kako je d5==d6
$to daje Xx =y = 2.

(c¢) d., = dg . 81li&no kao (a).

Sludag 3.2. X2=Zl=@. Tada je

d; =y + 2 - a

d3 =z +tx - a | d4 =2 +x - Db
ddakle sledi jedna od relacija: - T

(a) dI = d; = dg. To implicira x =y, 2 =

+ a - b 5to predstavlija sludaj 3.1. (a).

(b) d;=d;=dg . Sledi x=2, y=x+a-b, a to

je u sudtini opet slucaj 3.1.(a) .

(¢) 4, =d,, d;=d,. Tada je

}_?’=X+a—b

I!

Z x + 2a - 2b,

pa dobijamo




It

a

dl 4 2x + 2a - b

d 2Xx + a ~ 2b.

Il
H

d

L)
N

Koristeéi (83) iz ovog dobijamo x = (-a+3b)/2,

v = (a+b) /2, z = (3a-b)/2, £=3(a+b)/4 &Eto stavljeno u
(84) daje '

3 (a+b) (a+b) /4 = (-a+3b) (a+b) /4 + (a+b) (3a-b) /4 +

+ (3a-b) (-a+3b)/4

Tako je sludaj 3. kampletiran.

Sludaj 4. Ta&no tri od skupo?a Xor Xor Y10 Yoo

Z Z su prazni. Lako se vidi da sludaj Xy ='_Y. =2, = )

172 | i
(i=1,2) nije mogué. (U protivnom u T(X,¥,2) necfe biti &voro-
va sa izlaznim stepenom a odnosno b). Bez uticaja na op&to-

st mofe se uzeti da je X2 =Y,% 2 7 g, t].

d, =y + 2 - a

1

d, = 2 + X - & - -
3 | d. =x + vy - b,

O&igledno, u ovom slucaju je-

. . o y....=lz.____

U obzir dolaze sledede moguénosti:

(a) d =d4.. Tada je x=y, £=2z=2x pa imamo

1 3

dI=d3=3xi’-a o
d

2x-¥b,

|

zamenjujuéi u (83) dobijamo
5x = 2(a+b)

odakle sledi x=y 20 (mod 2). TO poviadi f£f=x+vy =2x =0
(mod 4) 3to je kontradikcija sa pretpostavkom £ Z0 (mod 4).
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(b) d3 = d;. Sledi z=v+a-Db, Xx=a-b, pa
imamo
d =2y - b
1 ¥
d3 = de =y + a - 2b

zamenjujudi to u (83) dobijamo

v =4b/3, £ =2z = (3a+b)/3.

Najzad, zamenjujuéi sve ovo u (84) dobijamo

(3a+b) {(a+b) /3 = {(a-bk)4b/3 + 4b(3a+tb)/3 +
o (3a$b)(a—b),/3 .

odnosno
b(7b - 3a) = 0.

Kako je b#0 (jer je y=4b/3 i y#0) to je 3a=7b. To
implicira | | |
f =8b / 3

odnésno, £FZ0 (mod 4), 3to je ved ukazana kontradikciija.

(c) d] = dg- Sli%no kao (b).

Tako su svi sluajevi ispitani. Dobijene kontradikcije po-
vliade da je N,(f) >2f za £¥0 (mod 3) i £Z0 (mod 4).

Kako je s druge strane I~'.f3(f)~la"-3f.lr to je u ovom slucaju

N3(f)==3f.'

Teorema 3.10. e dokazana.

sada femo dati dokaz opsSteg tvrdjenja.

TEOREMA 3.11. Neka je F={f ,f,,...,f 1} (n>2),
01<f1-<f2*¢...-<fn.pro£zvoljan konadan podskup skupa priro-

dnih brojeva. Tada postoji 3-partitni turnir 3iji je skup

frekvencija F © prit tome je

NB(fl'fZ' =55 ,fn) == fl+f2+. : ‘+fn

za svako n=2 13uzev za n=2 1 fl:=l’ f2==2 kada je N3(1,2)=4.



DOKAZ. Najpre ¢emo dati dokaz za n >2. Razli-

kovacemo dva slucaja.

Slucad .t n=2k+l (k=1). Neka je Tl(Xl,Xz,XB)

3-partitni turnir sa klasama

PS
i

A. UA,U ... UA

1 i k-1 U Pk
X, = By UAp  U.en UBy
X3 = Bopsl

gde je - . .
IAi|=f. (i=1,2,...,2k+1), AiﬂAj=ﬁ (i #3)

i strukturam

Poka?zimo da je turnir T1 tra¥eni. Prvo, ocigledno je

IV(T1)| = f,+f 4. Hf (85)

2 2k+1

Dalje svi ¢vorovi skupa A, imadu isti izlazri (ulazni) ste-

pen, di (dI). Ako sa 5, i858, oznac¢imoc sume

+...+f, +f,, = [X

Sl = f1+f2 - e 1|
tada Je
+ -
di B fzk_l“i (lulfzr--.,k—l)
.I.
. - + _ - )
d] 51 f2k+1 fzk—l_j (3 k,k+1,,__,2k 2)
+
dnr_p = S * Eorn
.+-
dyy = O
.+.
d _




d;, = SotfoparTog-1-3 (i=1,2,...,k-1)

P i=k,k+1,...,2k=-2
3 = Fax-1-4 (3=k , k+1, ..., 2k=2)
dog-1 = O

Aoy = Sy *+ fopn

< _
2k+1 = 52

Kako je 0'{fi‘Cf2'{""¢f2k+1 to je

<5, <

0 <f, <£f {'"'<f2k—-2 1

k k+l

<51+f f <SS, +f ~f <

2k+1 “k-~-1 1 2k+1 k-2

... <8 - £ <8, +f

1 ¥ Sy 5y 2k +1

odnosno

+ 4 o+ +
c:dk-r:dk_{_l < sws <d

Analogno se pokazuje da wvaZi

d2k-—l <d

2%~ 2 < o {dk<d2k+1 <:d1 -«:t:l2

Iz (85), (86) i (87) sledi

N3(fl,f2, ==fl+f2f...+f

"f2k+1) 2k+1

Sludaj 2. n =2k+2 (k}l)'.Neka'je'Tz(“xl

3-partitni turnir sa klasama

Xl = AlljﬁziJ...lJAliA2k+l

(86)

(87)

X

x3)
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Ko ZBpyy YBpyo U -o- UBgy
X3 = Bok+2
gde je
Ay =£; (i=1,2,...,2k+2), AinAj=g (i #5)

i strukturom

(1=).:27:%:3Kk)

Koristedi predjasSnje oznake i stavljajudi f

.. +E+F = |X

Sy = £1¥E b A = X
Sp = frartEaote - otEyy S {le

dobi jamo I
a5 = fop1-4 (4=1,2,...,k)
d; = S3+f2k+1'fék+i—' (j#k+1,k+2,...,2k)
d;k+1 =
dopez = S3

i S _ g - . __

: d; = S+, o fori1g (i=1,2,...,k)
5 B f2k+1-j (j=k+l,k+2,.3.,2k)

dowsr = S * fxa
d.-'Zk+1 B 54

gli¥no kao u slu&aju 1 pokazujemo da su svi

+ ' = s - | . W 4 ot = W .
di-ov1 (di—ovl) med jusobno razli&iti $to zajedno sa cinje-

nicom da je

| = + +
[V(T,) | = £, +E +. . +f,0 o
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implicira

N3(f1'f2""'f )==f1+f +...+f .

2k+2 2 - T2k+2
Tako je prvi deo dokaza (n > 2) zavrsen.
Pretpostavimo sada da je n=2. Neka je F=1{f,,f,]}

i uzmimo prvo da Je

_ {fl,fz} #{1,2}

(a) f25£2f1. U 3—part1tnam turniru TB(Xl’XZ’XB)

definisanom sa

lel = lle = fl
X5 = £,-£, # £
X, + X,

Xy ¥ X3

pojavljuju se izlazni stepeni fl i f2-f1 sa frekvencijama

) = &

]xl l+|x3[ = £, +{£,-F,

5 1 |X2|==f2 , redom.
Sli¢no, ulazni stepenikoji se pojavljuju u T, su f, i f,-f; i

imaju frekvencije £, i f,, redom. Prema tome, N,(f ;f ) =
2 1 371772

= fl-i-f2 za f2 #21?1.
PR - f2==2flqm0yd9uimamo dva slucaja.
(bl) £, =2k (k>1). Neka je T,(X;,X,,X3) 3-

partitni turnir sa klasama

X, = AllJA

i 2
X2 = A3UA4
X3 = AS

gde je




s T

i 3
Ay - A4
Xl_+ X3
Xz 2 X3

ako se vidi da su izlazni stepeni koji se pojavljuju u T,
0 i 3k i da imaju frekvencije fl if£,, redom. Ulazni ste-

peni su 4k i k i takodje imaju frekvencije fl i f2' redom.

Kako ije, ofigledno, V(T4)==6k==fl-+f2 to je N3(fl,f2) =

= fl +f'2 Za f2_= 2f1;_ fl.'= 2K .

(b2) fl =2k+1 (k=>1) Neka je TS(Xl’XZ'X3) 3-

partitnil turnir &ije su klase

}

}

o
{l

A TERE R WS

e
I

, {Vl'VZ""'v2k+l

g
L
I

- {Wl ;sz « . rW2k+l}
i &ija je struktura data sa
u, » v, (i=1,2,...,2k+l)

3 1 1

}

vy > IW 1) (k) +1 7Y (3-1) (kL) #2777 705 (kD)

(3 =1, 2,. '.'_*.._r.2k+'.1._)_

¢vorovi im X, imaju izlazni stepen 1 i ulazni

stepen 4k+1, dok &vorovi iz X, i X3-imaju izlazni stepen
3k+1 i ulazni k+l1. To znadi da je fl,f2 skup frekvencija
turnira T, a kako je |V(T,) | = 6k+3 =f,+£, to je N,(f,,f,) =
= fl+f2 zZa f2=2f1, fl=2k+l (k=1) |

Tako je pokazano da je N3(fl,f2)==fl+f2 za {£,,

Pretpostavimo sada da je

(£, ,£,3 = {1,2}.
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pokaZimo prvo da ne postoji 3-partitni turnir
sa 3 &vora ¢iji je skup frekvencija {1,2}. Zaista, 3-~parti-
+ni turnir sa 3 ¢vora je obidan turnir koji je, kao sto je

poznato, ili tranzitivan TT, ili konturan Tg. Med jutim,
skup frekvencija od TT3 je {1}, a od Tg je {3}.

Otuda je N3(1,2);?4.

Kako 3-partitni turnir TG(X1'X2'X3) definisan sa

X, | = |X

i i
[ Xq| = 2

lxl +(X2 U X.,)

ima skup frekvencija {1,2}, to je N,(1,2) =4.

Time je dokaz teoreme zavrsen.

R.To3ié je pokazao [54] da za k-partitne turnire
vazi |
Nk(fl'f2'f"ffn):=fl+f2+"'+fn

»a n>k. Problem ostaje otvoren za n <k. Bamo neke od tes-
koda koje se u tom sludaju pojavljuju daté su u dokazu teo-
reme 3.10. Naime, broj sludajeva koje treba posebno ispi-
tati u op3tem sludaju je nesagledivo velik i za sada nema

dobre metode za nijihovu kompletnu karakterizaciju i klasi-

fikaciju.
BN 1 o TP SR Wb ¢ DA W ST P B
b o osn_ g . X T T R TY
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