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PREDGOVOR

Pri numeridkom reSavenju praktiénih problema vrlo &es-
-0 su nam ulazni podaci poznati samo pribliZno. Zbog toga Je
razno pitanje da 1i dovoljne male greske u ulaznim podacima do-
rode do malih greSaka u odredivanju reSenja, odnesno da 1i re-
Senje neprekidno ﬁavisi od ulaznih podataka. Zadacl kod kojih
to nije ispunjeno spadaju u klasu nekorektnih zadataka (primer
L2 §2;1). Poseban problem predstavlja njihovo numeridko redava-
1je. Specijalni metodi za resavanje tekvih zadataka naziveju se
netodi regularizacije. Metod Tihonova predstavlja jedan od me-
toda za reSavanje nekorektnih zadataka minimizacije funkcija.
n se sastoji u tome da se odabere pozitivan nula nizel, i da
se umesto minimuma funkcionala J(u), trazi minimum PTihonovlje-
vog funkcionala Tk(u) = J(u) +o{.k||uﬂ 2. Koriﬁéénjem Tihonovljevog
netoda regularizacije dobija se minimizirajuéi niz funkciona-

la J(u), koji konvergira resSenju problema. Pored toga, i u slu-
fajevima kada pojedini metodi minimizacije daju minimizirajuée
aizove koji slabo konvergiraju ka skupu resenja problema, odgo-
rarajuéi regularizovani metodi daju nizove koJi Jako konvergi-
raju ka normalnom resenju, to Jest onome koje medu svim rese-
1jima ima najmanju normm,

- Ognovne ideje za resSavanje nekorektnih zadataka -izlo-
zene su Jos ié#}. sedine'u radu AN, Tiﬁonova ne staﬁilnosti
inverznih zadataka", a osnovi teorije i metoda resSavanja neko-
rektnih zadataka Sezdesetih godina u radovima A N, Tihonova,
1.,M. Lavrenteva, V. K, Ivanova, Z.L., Lionsa i drugih.

U radovima A.N., Tihonova ([32] o [3‘!3 ) predloZen Je
Tihonovlijev metod regularizaclje, pogodan za teorijsko ispiti-
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vanje i praktilno redavanje nekorekinih ekstremalnih sadataka.
Ideja regularizacije kasnije je ragvijana u radovima F,P. Vasi-
1jeva, V.A, Morozova, V.G. Karmanova, A.B. Bakudinskog, V.T. Po-
1jaka i mnogih drugih. Regularizacije pojedinih metoda minimiza-
cije funkcionala Tihonovljevia metodom izloZena Je u monografiji
[9], radovima [13, 17, 21, 24, 39] i drugim.

Metod linearizacije, kao metod minimizacije funkcija u
prostoru Rn, razmnatra se u monografijama [3, 30, 3]] « U njima
se pretpostavlija da su ulazni podaci poznati tadno i da Je skup
U, na kome se minimizira funkcija, odreden konveksnim nejedna-
kostima, pri &emu Je zadovoljen Sleterov uslov, U radovima [17,
39] izlofen je regularizovani metod linearizacije u Hilbertovom
prostoru, pri demu su ulazni podaci poznati pribliZno., U radu
[17] se razmatra sluZaj kada je skup U odreden konveksnim funk-
cionalnim nejednakostima, pri femu Jeo zadovoljen Sleterov uslov,
a u radu [39] U je poliedar, odnosno presek konadnog Ero;_]g' gata
vorenih polupreostora. |

U ovom radu izloZene su dve varijante regunlarizovanog
metoda linearizacije, koje predstavljaju uopstenje rezultata
iz radova [1’?,I 39] . Posmatra gse zadatak minimizacije funkcio-
nala J(u)k na siupu U=1ug€U,: g;(u)<0, i=-1T1,s, Au-b}. U prvo]
varijanti (§2.2) umesto svakog ogranicdenja uzima se pribliZna
vrednost njegove linearizacije, & u drugo] (§2.3) od nekih
ogranidenja se toﬁim kaznena funkcija, a ostala se linearizuju.
U oba sludsaja se u dokazu konvergencije dobijenih nizova prime-
njuje Kun - Takerova teorema na zadatak minimizacije Tihonovlje-
vog funkcionala na skupu U, -Pri tome se koristi &injenica da
su nizovi LagranZevih mnoZfitelja ogranideni. U sludaju kada je

U-{uevo: g;(u)<0, i=T,8 ], pri Sem je ispunjen Sleterov us-

"
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lov, svi nizovi LagranZevih mnoZitelja koji zadovoljavaju tvr-
denja Kun - Takerove teoreme su ogranideni (dokaz teoreme 2.3.1),
U sludaju da Sleterov uslov nije ispunjen nizovli lagranZevih
mnoZfitelja ne moraju bitli ogranideni. Posmatrajmo na primer za-
datak minimizacije Tihonovljevog funkcionala Ek(u) = J (u)+,(k||u[[2
na skupu U-{ueﬂo: g(u):go}, pri Cemu Je g(un)>20 za sve ugU,.
Tada, za fiksirano k¢ N, skup svih lagranZevih mnoZitelja t*-k,
koji zadovoljavaju tvrdenje odgovarajuce EKun - Takerove teoreme
ﬁredsfavlja (ukoliko nije prazan) interval [t" xs +o0)(teorema
1.1.4), pa niz odgovarajuéih mnoZitelja ne mo-r: biti ogranicden,
Medutim, pod odredenim uslovima, postoje ,dobri" nizovi Lagra-
nieviﬁ mnoZitelja iz Kun - Pakerove teoreme primenjene na zada-
tak minimizacije Tihonovljevog funkcionala, koji su ogranileni
(teorema 1.3:2), ili &ak koji konvergiraju ka lagranZevim mno-
Ziteljima iz Kun - Takerove teoreme primenjene na zadatak mini.
mizacije funkcionala J(u) na skupu U (teorema 1.2.4).

Rad sadrZi dve glave, Prva se odnosi na Kun - Takerowvu
teoremu i njenu primenu na zadatak minimizacije Tihonovljevog
funkcionala, U drugoj glavi se izlazZe regularizacija metoda 1li-
nearizacije,

Prva glava se sastoji iz tri dela, U prvom jJe izloZena
Kun - Takerova teorema u oblicima pogodnim za kasnije koriséenje.
Dokagz prilicno opste teoreme 1.1.5 Je Qrigiﬁalan. U drugom delu
formulisani su uslovi pod kojima postoje konvergentni nizovi
LagranZevih mnoZitelja iz Kun - Takerove teoreme primenjene na
zadatak minimizacije funkcionala koji ima neke osobine (1.2.2)
funkcionala Tihonova., Uslovi pod kojima postoje konvergentni
nizovi LagranZevih mnoZitelja dati su'u teoremi 1.2.4, Osnovu

dokaza te teoreme &ine tvrdenjJa o postojanju konvergentnih ni-

zova LagranZevih mnoZitelja u zadacima sa Jednim ogranidenjem



teoreme 1,2,1 i 1.2,2). U treéem delu formulisani su uslovi
od kojima su pomenuti nigzovi LagranZevih mmnoZitelja ogranideni,

- ovde osnovu dokaza odgovarajuéih teorema <&ine teoreme 1.2.1 i
.2.,2. Bva dokazana tvrdenja drugog 1 trefeg dela su orisinalna.
I druga glava se sastoi iz tri dela. U prvom su formuli-
;ane dve osnovne teoreme o regularizaciji i jedna pomoéna lema.
I drugom delu izlaZe se regularizovani metod linearizacije u
ilucdaju kada Je skup na kome se minimizira funkcional odreden:
-onveksnim funkcionalnim nejednakostima koje su stroge u nekoj
:alki toga skupa, linearnim funkcionalnim nejednakostima i 1i-
earnom operatorskom Jednakoséu, Formulacija i dokaz teoreme
e2.,1, koja predstavlja uopsStenje odgovarajuéih teorema iz [17,
19],Bu originalni, U treéem delu se posmatra takav regularizo-
‘ani metod linearizacije u kome se 0od nekih ogranidenja formira
azneni funkcional, a preostala ogranidenja, koja predstavljaju
onveksne funkcionalne nejednakosti i koja zadovoljavaju Slete-
'ov uslov, se linearizuju, Formulacija i dokaz teoreme 2,3.1
takode predstavlja upstenje odgovarajuée teoreme iz [17]) gu
riginalni, Kako Je metod projekcije gradijenata specijalan
ludaj metoda linearizacije, to su teoreme 2.2.2 i 2.,3.2, koje
@ onose na regularizovani metod projekcije gradijenata, posle-
ice teorema 2.2,1 i 2,3.1. Pri tome su njihova tvrdenja bliska
vrdenjima iz-[9].
Popis literéfure sadrZi 39 bibliografskih jedinica koje

e odnose na funkcionalnu analizu, matematiZko programiranje i
etode regunlarizacije, Osobine konveksnih funkcija koje se ko-
iste u dokazu teorema druge glave kao i lema 1l.1.1 dokazane su

monografiji [9], a osobine prostora Soboljeva koje se koriste

primerima iz § 1.1, 1.3 i 2.2 dokazane su u [38]. Preostali
tavovi koji su navedeni bez dokaza, dokazasni su u [1, 8, 9].
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Svi prostori koji se pojavlijuju u ovom radu su realni,
pa se ta ¢injenica nigde posebno ne naglaZava. Umesto izraza
funkcional, u radu se cesto koristi izraz funkcija.

U svakom paragrafu numeracija podinje iz podetka, For-
mula 1z istog paragrafa poziva se brojem formmle, iz iste glave
ali drugog parsgrafa brojevima paragrafa i formule, a iz pre-
thodne glave brojevima glave, paragrafa i formule,

_ Do nekih rezultata izloZenih u ovom radu doSao sam u
toku naufnog usavrsSavanja na fakultetu VM i X MGU-a, Osefam du-
znost da se zahvalim svome mentoru za vreme naudnog usavr3avanja,
profesoru F.P, Vasiljevu, za postavku zadataka i pomoé u radu,
Takode zahvaljujem svima ostalima koji su mi na bilo koji nadin
pomogli u izradi ovog rada,



GLAVA 1
REKE OSOBINE LAGRARZEVIH MNOZITELJA IZ KUN -~ TAKEROVE TEOREME
PRIMENJENE NA PROBLEM MINIMIZACIJE FUNKCIJE TIHONOVA

§1. Kun = Takerova teorema

Posmatraéemo problem konveksnog programiranja
J(u)=->» inf, ueU, (1)

gde je U konveksan skup Banshovog prostora X, a J(u) konveksna
funkeija na X, Pretpostavimo da je

gt J(u)> -o00, U,-{uem J(u)-J,}#¢. (2)

Lema 1l.1l.1 ([9]). Neka je U konveksan skup Baneho-
vog prostora X, a J(u) konveksna neprekidno - diferencijabilna
funkcija na U, Tacka u €U je redenje problema (1) ako i samo
ako Je <J'(u:), u—ux>2:-0 za sve u €U, Pogslednja nejednakost
je u sludaju u_€int U ekvivalentna sa J'(uz) =0,

Teorema 1.1.1 ([1]). Neka su ispunjeni sledeéi
uslovi: Uo Jje konveksan skup' Banahovog prostora X, J(u) i1
g;(u), i=1,m su konveksne funkcije na U,, skup

U-{uer: g;(u)<o0, i-lﬁ?} (3)

zadovoljava sledeéi (Sleterov) uslov: postoji tadka Eer takva
da je g;(1)<0 za sve i=T1,m, Pored toga neka je za problem
(1), (3) ispunjen uslov (2), Tada za svaku tadku u, €U, posto-
je Lagranfevi mmoZitel]ji )130, i=1,m, takvi da ;]e.
Aigi(ux)-O, i=1I,m i L(ul)._é__L(u) za sve ueU,, gde je L(u)=
= J(u) + }lsl(u) o B Amsm(u).

Lema 1l.1l.2 ([1]). Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
£ 1 Y su Banahovi prostori, A je ogranileni linearni operator
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xoji preslikava X na I, aieI“, i=nT,81i E=s{ueX: (ai,u>__<;0,
i=T1,8, Au-O}. Tada za svako aeK‘-(?:;gI’: <x“, u)>0 za
svako u€K{,postoje A;>0, i=T;5 1 y*eT* takvi da je
a + llalh.. + Asas +A’y‘-0.

Teorema 1.1.2. Neka su ispunjeni sledeéi uslo-
vi: X i Y su Banahovi prostori, A je ogranideni linearni ope-
rator koJi preslikava X u Y, takav da Je skup AX zatvoren u Y,
beY, J(u) je konveksna, neprekidno - diferencijabilna funkcija
na X, a; €X%, by €R, g;(u)={a;, u)-b;, 1=T;3,

U-{ueX: g(u)<0, i=T;5, du=5). (4

Pored toga neka je za problem (1), (4) ispunjen uslov (2), Ta-
‘da z8 svaku_ tadku u_ eU; postoje LagranZevi mnozZitelJji 7\120,
i=T 8, yeY", takvi da je
Asjgi(u)=0, i=T;5 i L(u )< L(u) za sve ueX,

gde je L(u) = J(u) + Ajg () +...+ A g () + (7%, u - B).

Do kaz, Razmotrimo prvo sludaj kada Jje AX=Y, Jasno
" Je da Jje U konveksan skup. Neka Je u_ proizvoljna tadka iz U
I-{_i: 1<i<s, gi(ui) -0}. DokaZimo da skup moguéih pravaca
skupa U u tacdki u_ predstavlja konus

K={eecX: B:y © L0, iel, Ae-O}.

E,

Neka Jje e moguéi pravac skupa U u tadki u_, odnosno neka posto-
ji t,>0 takvo da je u_+teeU za sve te[o, td]' Tada je

<ai, ﬁ;+te <bs, i=T1,s, A(u!-l-te)-s z8. O<t<t,, odakle, s
obzirom da je u_ €U, 8ledi <ai, e)<0, iel, Ae =0, odnosno

ec K., Neka je e K. Tada za svako i €I imamo gi(u!+te)-<ai,

: u)>+t<ai, e>-biéo za gve t 20, Ako Je ie_{l, 2,...,3}\1,
onda je <&i' “x>'bi‘<01 odakle sledi-gi(u:+te)-<ai, u:+te>_
- bi<0,za gsve T &€ [O, 1:0], pri dovoljno malom to. Na kraju Je
&(u!+te)-E-Au!-E+tAe-O za sve t>0,




Neka Jo e&K proizvoljno, & t>0 takvo da je Usu_ +
,tecU. Iz lems 1.1.1 sledi da je {3°(u)), e)={J’(a,), u-
_u.>/t>0, odnosno J"(ux)eE' Na osnovu leme 1.1,.2 postoje
A;>0, ieIi v e Y, takvi da Je

J°(u_) +ﬁ/‘iai + A%y* = 0,

Stavljajuéi /\i-O, ie{_l,2,...,s} \I dobijamo ].T(u!) =0, Pri-
menjujuéi lemu 1.1.1 dobijamo L(u;)sL(u) za svako ueX, Pri-
metimo da Je Ai;o, Aigi(u‘)-(), i=T,8, Teorema je u sludaju
AX=Y dokazana, |

Razmotrimo opsti sluéaj. Skup T, = AX Je zatvoreni line-
arni podprostor Banahovog prostora Y, odnosno Banahov prostor.
Kako Jje Be!’l, jer je u protiwvnom U -U!-¢, to su na osnovu
dokazanog sva tvrdenja teoreme tacdna ako u formulaciji teoreme
umesto y‘eY' stoji y’ieI‘. Na osnovu Han - Banahove teoreme y{
se moze prodniiti do y‘eI‘ tako da Je <y‘, y>=<y§, y) z8 sve
y€ly, pa se u sva tvrdenja teoreme umesto y’{eff moze vratiti
7€ Y*, Teorema je dokazana,

Teorema l,1.5, Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
X i Y su Banahovi prostori, U &X, J(u) i gi(u), i=1,8 su fun-
kcije definisane na Uo" A Je apeﬁtor koji preslikava X u Y,
beY, U= uel,: gi(u)so, i=1,s, Auaﬁ}. Pored toga, neka su
a_eU, A, 20, 1=T;5 i 7T, takvi da Je A g (v ) =0,
i=1,8 1 L(u )< L(u) za avako uel,, gle je L(u) =J(u) +
+ Alsl(u) +oee + A s (u) + <yz, Au - E) Tada Je J(u )< I(u) za
sve uel,

Dokaz, EKako je Aigi(u!)-o, *ia'.l.ﬁ, Au_= b,
Ai;c’i 31(“)-‘50s i1=I,8, Au=b za sve uel, to je J('ﬂl)n
-L(u')é L(u) € J(u) za sve uelU., Teorema Jje dokazana,

Pretpostavimo da su ispunjeni svi uslovi teoreme 1.1.2



i da Je u!eU!. Oznadéimo
Uo-{ueXI gi(u)ﬁO, 1'2—’-3-, Au-E}j L(E)IJ(H) + Agl(u)i (5)

U; = {‘11 er= El(u)> 0}!

(6)
M(V) = {A)O: Rgl(u:) =0, L(n‘).sl.(u) za 8ve ue?cx}.

Teorema l.l.4., Neka su ispunjeni svi uslovi
teoreme 1l.1.,2 1 neka Je u!eU!. Tada Je H(Uo)ﬁﬁ. Ako Je
g, ()< 0, onda Je M(U?) = M0 ) = {0}, AKo Je g,(u,) =0, onda
je H(U;)-[_A, +00 ) 1 H(Uo)-H(U;) kada Je sl(u)?,.o zZa sve
nel,, & M(UO)-[_Z\_,','\] kada Je g,(2)< O za neko €U,

Dokaz, Neka jJe u!e.Ul. Na osnovau teoreme 1,1,2
postoje Ay D0, 1=T5, &I, takvi da Je );g;(u,) =0,
i=T,8 i L,(u ) L(u) za sve ueXx, pri emu Je Ly () = I(u) +
b A ogo(0) +eeet Aggg(w) + (7%, u-B), L(w) iz (5), a A=A,
Primenom teoreme 1.1.3 na problem L (u)-» inf, ueU,, dobijamo
prvo tvrdenje teoreme.

Neka Je gl(u!)'(O. Iz 7\31(:;‘)=o sledi A-:O pa Je
4(0%) = MU, ) ={ 0}, Neka Je g (u, ) =0. Kako Je g,(u)30 za sve
1€0F to iz AeMUY) 1 A5 A sledi )\ eM(U)). Neka jo )\ e
QH(UZ), ke N i neka )\k—r A’ kada k—sco ., Stavimo )\-/\k u
izraze koJi odreduju H(U;) i pustimo da k~»rco . Dobijamo )\‘ e
e_M(U;). Time smo dokazali da Je H(U;)-[_l_ﬁm). Ako Je gl(u)?
>0 za sve uel,, onda je Uo_-U;, pa Je M(Uo)-M(U;). Neka Je
1eU,, 8 (8)<0. Kako Je U={uel,: g (u)<0} to iz AeM(U) i
J\'E[Os Xl sledi )’ eM(U). Skap M(U) Je ogranilemn, Jer je u
srotivnomr L(u) = J(u) + Agl(ﬁ')<1.(u‘) za dovoljno veliko A.
Zatvorenost skupa M(U) dokazuje se na isti nadin kao i1 zatvore-
108t skupa M(U;). Prema tome, M(U) = [0, X], pa je M(U ) =M(U) ()
} H(U;) = [&, W]. Teorema je dokazana,

Posmatrajmo ogranifene linearne operatore A i C koji
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preslikavaju Banahov prostor X u Banahove prostore Y 1 Z, Ako
4 Dekartov proisvod skupova Y i Z uvedemo operacije sabiranja:
(710270 + (F2020) = (T + 72y 3+ z,) i mnoZenja brojem: t(y,z)=
= (ty,tz) 1 normu: “(7,2)" -w{ﬂy“,llz]}, onda on postaje Ba-
nahov prostor., Jednakost

Ex = (Ax, Cx) (7)

definife ogranideni linearni operator E koji preslikava X u ¥xZ,

Teoremsa l.1.5. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
1° X i Z su Banahovi prostori, f.(u), i=T,m, su konveksne ne-
prekidno - diferencijabilne funkcije na X, £, (u) -<ci, u) -4,
ciex*, d; €R, i=m+I,8,, C Je ogranifeni linearni operator
koji preslikava X u 2, d&2,

v, ={ueX: £;,(0)<0, 1=T;5,, Cu=dl;

2° Y je Banahov prostor, J(u) i gi(u), i -T,E su konveksne ne-
prekidno - diferencijabilne funkcije na U, g;(u) -<ai, u>-_-bi,
aieX‘, b; €R, iem+l,s, A je ograni¥eni linearni operator
koji preslikava X u Y, be¥,

v-{uel,: g ()40, 1=T;5, tu=5; (8)

30 gi(ﬁ)< O, i=I,mi ri(ﬁ')<o, i-'.[,_ml za neko ueU, skup EX
je zatvoren u YxZ2, gde je E operator definisan jednakosSéu (7);
4° za problem (1), (8) ispunjeni su uslovi (2).

Tada za: svalku tacku u_€U_ postoje LagranZevi mnoii‘lgelji

A i?,o', i=eT,s8 i yreY" takvi da.je A;g;(u )=0, i=T,8 i

Is(u;)g L(u) za sve ueU_, gde je

o'
L(u) = J(u) + A8 (u) +eeet+ A g (u)+ <y", Au - E>.
Doka z. Jednakost Eu= (5, d) ekvivalentna je sa

Au= b, Cu=d, Posmatrajmo sledeée skupove
14 -{_uex: gi(n)<0,1=m+I,s, Ii(u)éo,i-ml-r-I,sl, Eu-(B,d)},
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U,={uel: £;(u)<0, i= 1‘,‘51}.

Tads Je U-{ue_Ue: gi(u)so, i.I':i'}_

Neka je u_€U_. Na problem J(u) —~» inf, ueU, primenimo teoremm
1.1.1, na osnovu koJe postoje LagranZievi mmoZitelji 7\i> 0,
i=T,m, takvi da Je Aisi(u:)-o, i=T,m i Ial(u‘).g L,(u) za sve
uel,, gde jo Ly(u)=J(u)+ A;g (u) +eee+ A g (u). Punkeija
Ll(u) Je konveksna neprekidno - diferencijabilna funkcija na

konveksnom skupu Uz, pa je na osnovu leme 1,1,1 u_ resenje pro-

x
blema Il(u)—r inf, ueU,, gde je Il(u)-<l'-i(u:), u-u!> konve-
ksna funkcija definisana na X, Primenom teoreme 1.1.1 na problem
IZl(u)—r inf, u€U, dobijamo da postoje LagranZevi mnoZitelji
f;20, i=Tim,, takvi da Je M2,(u ) =0, i=T5m, 1 Ty(u)<
< 1:2(11) za sve ueU,, gde je 32(11) L'l(u)+ [‘-lrl(u) +0aet
*fl Ty (@) Fako 3o (1x2)% = Y22 1 ((7%,2%), (7,2))={7",7)+

<z . z> ( [1 ), a problem 2(11)-- inf, ueU, zadovoljava sve
uslove teoreme 1.,1l.2, to postoje LagranzZevi mnoZitelji 7\i>0,
i=2+1,8, &;20, i=0+],8,, ¥ T i z% 2%, takvi da Je
As8s(uy) =0, i=mlys, ML (a ) =0, i=m,+1,8, 1 1:3(11;).{__
< 153(11) za sve ue€X, gde Je

']':'.3(11) = 'fe(u) + Am+13m+1(u) tooet 7\353(11) +

+ /u'ml-!-lfml+1(u) teeot /—LE fB (u) + (y’, Au - 'E> +<z‘, Cu - d> =
- L(u) + /U-lfl(u) +oeet /J-Elf (u) +<zl’ Cu - d>, a

B(w) = Ty (@) + Apy18ae1 (@) +-eut A 8y C0) (3%, Au-B).
Na problem L{u) -+ inf, ueU, primenimo teoremu 1.1.,3. Dobijamo
E(u!):g f(u) zZa 8ve ueUO. 1z leme 1.1.1 sledi da Je <I?"(u;),
> u-ub;o za sve u €U _, a kako je f’(%)-L’(u‘), to ponovo
primenjujiéi lemu 1.1.,1 dobijamo da Je L(u=)$ L(u) za sve uel,.
Primetimo da Je Aj} O, Aigi(ux) =0, j_-fi. Teorema je dokazana,
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Dovoljan uslov za zatvorenost skupa EX u Banahovom pro-

gtoru IxZ daje sledeéa lema,
Lema 1l.l1.5 ([1]); Ako je podprostor AX zatvoren u

Y, a podprostor CKerA satvoren u Z, gde je Kera .Luex: Au = 0}’
onda je i podprostor EX zatvoren u Ix7,

Jasno Je da tvrdenje leme 1.,1.3 ostaje na snazi ako pret-
postavime da su skupevi CX i A KerC zatvoreni.

Primer, Minimizirati funkeiju

1x(T) -z[:n , (9)
ako Je
x(t) = B(t)x(t) + D(E)Iv(E) + £(t),- O, (10)
x(0) = X, (11)
v=v(t)eVcil; , (12)

gde je B(t) matrica reda nxn , D(t) reda nxr, £(t) reda nx1l,
a trenutak T 1 tacke X, i z iz R" su fiksirani. U ovom primeru
svi funkcionalni prostori bice prostori funkcija definisanih
na intervalu [O, T], pa se ta ¢injenica neée posebno naglaZe-
vati, Elementi matrica B(t), D(t) i £(t) su deo po deo nepre-
kidne funkcije na [0, T]. Pod detim uslovima resenje diferen-
cijalne jednadine (10), (11) koje odgovara upravljanju v(t) Jje
funkecija x(t) eH% koja zadovoljava integralnu jednadinu

t
x(t) = [(B(T)x(T) + D(Dv(D) + £(T))AT+ X, .
O _

Ako u X uvedemo skalarni proizvod na sledeéi naédin
<ut 1.11> '<1, Il> +<v v
1 y ™
X HII I'2

onda on postajJe Hilbertov prostor sa kvadratom norme
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o 2= el g Il = P15 + el I -
Oznadéimo sa

t - t
wa(®) = x2(6) =[BT +DOVDAT, Bt) =xy+ [2(DAT,
O 0O
Uo - H‘}IVCI.
Tada problem (9) - (12) prelazi u problem
J(u)-lx(T)-zlzn-rinr, uel={uel,: Au-E}. (13)

Pokazaéemo da problem (13) zadovoljava drugl uslov teoreme 1l.l.5.
Poka¥imo prvo da funkcija J(u) ima izvod u FreSeovom smislu

J’(u),takav da je za 8ve u,,u,&X
“.J"(ul) -d’ (na)"ish (.]" (ul) - 3 (u5), u, - u2>x ; (14)

odakle sledi da je J(u) konveksna neprekidno -~ diferencijabilna
funkcijs na X. Neka su u,heX, u=(x, v), h= (b_, hv)' Kako Je
X iz Hl:!' to Je x4, i - ta komponenta vektora x, 1z Hl. Na osnovu

teoreme o potapanju prostora Hl u prostor C ([38] atr.103) vaZi

1%l <M=sl| g2 M = max{1/2, 71/ 2], (15)
Iz (15) sledi

n ol
> 2
| =() = glxi(fm < ;ijjl isgﬂaﬂxﬂ( :1 = M2 E% :

odnosno,

| x(D)| L Hicnngnx. ' (16)

- Funkcija J (ﬁ) zadovoljava jednakost
J(u+h) -J(u) =2 <x(€|!) -2z, h“(T))Rn + | B (T))] En

PokaZimo da postoji u’ex takvo da je za sve hegX

(%, n) =2 (x(1) - 2, hx(m)>Bn.

Linearnost funkcionala u™ je o&igledna. DokaZimo ogranilenost.
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Is (16) sledi da Je

(u*, h>xszlx(m) - 5| o lhy(D)] ,<2M|x(D) -] Jlnl .
toristeéi (16) takode dobijamo da Je
2 _ 2 2
\h,(T)\Rndl llhlx o(llhﬂx).

rime smo pokazali da Je funkcija J(u) diferencijabilna u FresSe-

ovom smislu pri demu Je

(3°(u)y BY =2 (x(®) -3, BU(D) ; . (17)

Dokazimo (14). Zamenimo u (17) prvo u=u,, h=uy -u,, a zatim
umu,, h=uy-u; pa saberimo dobijene Jjednakosti. Dobijamo da Jje

(37 Cuy) = 37 Cap)y uy =up) = 2% (1) - xp(D)] " (18)

Zamenimo u (17) prvo u =u, a 2atim u=u, pa oduzmimo dobijene
jednakosti. S obzirom na (16) sledi da je za svako h€X

€37 Cay) = 37 Cupdy B) | = |2 (2 (D) - xp(®), B (D)) 1<
< 2|2y (1) -xp(0)] [ ()] < 2M[xy () - xp(W) _pln]

X
odakle sledi da Je

IIJ'(ul) = (ua)“I ..-gzlllxl(m) -xg(T)| a (19)

Iz (18) i (19) sledi da je (18) tadno ako je L= 2M2,
PokaZimo da Je A ogranideni linearni operator koji pre-

3likava X u Hn Linearnost Je odigledna, DokaZimo ograniéenost
leka je Au-yeﬁn Tada je

Jauf 2 5] 2- fuy(t)l 2t |y<t)|2 ) at . (20)

lorigsteéi Helderovu ne;jednakost dobijamo

t
()] _ = [x(8) = [BO=D + D@vD)) aT|<
R o



s 15 =

t t
< |x(®)] +Bmfgx(t)|dt+nnfiv(t)l at <lx(¥)| +

N 2]1/2 [ T eyl 2 ]1/2_
"'Bn [jg.t .I‘I)x(t)l at +Dn Tf‘l:v(t)l dt

= [x(t)] + Gl(" II I'n + "THLI.)'

sdakle Je . .
7062 2 3[x(e) |2+ 303 1x] 2, +30T0v) 2 o (21)
3 kako Je 2 2
‘i(t)\sli(t)l + Bm[x(t)'l +D_ |v(t) I
to Je

|76)1 %< 3]x(+)] 2+ 382 |x(#)| 2+ 302 [v($)] %, (22)
zde Je Bm-sup@B(t)", te[o, T]}, Dm-sup{l_ll)(t)", te[o, m]_},
9 Cl.ml/zm {Bn, Dm]‘. Zamenjujuéi (21) 1 (22) u (20) dobijamo
4 €3] s
2 2

+3(07 + o] 2 <c5)e] 2
2

za neko C,€R, odakle sledi ogranidenost operatora A .,
Pretpostavimo da problem (13) zadovoljava prvi i treéi
18lov teoreme 1.1.5 1 da Je V ogranicden skup iz Lg. e [9] Je

+3(1 + Bs + C%I)"x“in +

jokazano da je pod ovim pretpostavkama ispunjeno (2), pa pro-
>lem (13) zadovoljava sve uslove teoreme 1.1.5 na osnovu koje
do8toji y’eﬁg{ takvo da Je L(uz)é L(u) za sve uer, gde Je
L(u) = J(u) +<y‘, Au - S} .

2, Konvergencija nizova Lagranievih mnoZitelja iz Kun - Takerove
teoreme primenjene na problem minimizacije funkcije Tihonova,

Pored problema (l,1) posmatrajmo za svako ke N sledeéi

Xroblem
Jp(u) — inf, u €U, (1)

Teorema l.2.1l. Neka su ispunjeni svi uslovi
‘eoreme 1.1.2 i neka su J,(u), ke N konveksne neprekidno - di-
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rerencijabilne funkcije na X, a v, i u . resenja problema (1) 4

(1,1) takva da
“vk-u‘“-ro, J(u) = J(u) za sve ueX,

(2)
Iy (wy) = 3(ug)s §Ip(ny) - 37 (a)] = 0 xada koo,

Tada posto]je Lagranievi mmoZitelji A0, {Lk;lO, keN, takvi
aa jo Mg (ug) = M8 (%) =0, ke, L(u)<L(n) 1 I(v)<
< ]'..k(u), k&N za sve ue.Uo, i da
M= A . Lk(u)—- I(u) za sve ue X,
L (v )= L(u,), lx° (vy) -I-'(u,)ll ~» O kada k=0 ,

pri Semu su U, i L(u) iz (1,5) a Ly(u)=Jy (u)+ Myg,(u).

Dokagg, MoZemo pretpostaviti da Je U;lUO jer je u
protivnom dovoljno staviti A= [“k- 0. Postoje dve moguénosti:
111 je g;(u) >0 za sve uel , ili Je g, (u) <0 za neko uel,.
Razmotrimo prvi sludaj. Tada Je

v=U,Nl, ["={vex: g,(u) =0},

Kao i u dokazu teoreme l.l.2 moZe se pokazati da skup ¢eegX:

(ai, e)sq, iel, Ae-o_},gde Je I-{_i: 2<i<s, gi(u!)-o},
predstavlja konus moguéih pravaca skupa U o ¥ tadki u_. Odavde

sledi da Je -
K, -{uex: gi(u)so, iel, Au-b}

skup svih tadaka ueX takvih da je e=u-u_ mogué pravac skupa

U, u tadki U Neka Je K gskup svih tadska ue X takvih da je
e=u-u_ mogné pravac skupa U u tadki u_, Kao 1 u predhodnom

s8ludaju moZe se pokazati da Je

KaE,N[ . -

Jasno Je da su skupovi K, i K konusi sa vrhom u tadki u_. Kako

Je UaﬂU iU,CK,, to postoji tadka ﬁe.Ko takva da je gl(ﬁ)yo.
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Neka Jeo
jo r],'{“ego: | sl(u) = 1},£¢. Neprazne preseke skupa l“l sa

stranama poliedarnog komusa K, numeri3imo sa Fa,l"s,.,_,rn, i u
gvakom od skupova [j, i=1,n fiksirajmo po Jednu taZku u ely.
Neka su u,vex. Uvedimo oznake: 1(11,7) I-[Hex: w=1u+ tv, t?O},
[u, v] -{wex: w=du+ (l-d)v, 0< L g 1_}. U daljem izlaganju

u-u'-i- (E—u!)/sl(ﬁ)- Tada Je u&KO i 81(11)' 1, tako da

potrebne su nam sledee dve leme,

Lema 1l.2.1. Ako Je veK 1 l(ﬁ',w)C.Ko, onda Je
1(v,w)CK°.

Dokaz. FNeka je 1(d,w)CK , i€I. Tada Je g (T +
+tw)-<ai, E>+t <ai, w>-b140 i A(G+tw)-baAU+tAw-b=0
za sve t >0, Deleéi ove izraze sa t i pustajuéi da t—» +00 do~
bijamo (ai, w>4 O, Aw= 0O, Tada je gi(v+'l:w)-<ai, v>+t <ai,w>-
-b, <01 A(v+tw) = Av+tAw=Db za sve t 20, Lema je dokazana,

Lema 1.2.2. Ako je ie[,, a veK, onda postoje
u"er'l, v'e K i aLi?-O, i=1,n takvi da Je aél+...+a(.n-1,

u’ = ¢1u1+--i+¢nun i V' _?-E-u'.

D ok az, Neka jJe w]_-i'i'erl, "1"“1' l(ul, "1'“1)¢

Z[";. Tada postoji w,e& 1(uy, Wy -1u,) koja pripada nekom od sku-

pova r.i, i=2_,EI’ ric, rll’ riﬁrl' Prenumerisimo skapove ri 1 ta-
cke U, o i=2,n tako da bude waere. Neka Je "2"“2 i 1(u2, W, -
_u2)¢r'2. Tada postoji taka w.,)el(ua, w,-u,) koja pripada
nekom od skupova l"i, i=%, n, l"icr'z, r:l." ré. PrenumeriZimo po-
novo skupove | . ; 1 talke uy e I ;9 1=3%,n tako da bude waera, itd.

Kako skupova |"i ima konadno mmogo, to se opisani proces mora za-

vr8iti tako 5to &e za neko pe{l,...,n} biti ili wP-up {14
:

l(up, wp-up)crp. Neka jJe LA Tada je ¥,-1€ [up-l’ up],
LY [up_z, "p—l]"“' E--wle[ul, wzl. Lako Je pokazati da je
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= ollulh---l- aﬁpup, o420, 1iwT,py oy +eeet oép-l. Za zavr-
jetak dokasa leme u ovonm sluZaju dovoljno Je staviti u’ =1,

v =¥, ‘éi'o’ i = p+l,n, Neka Je 1(1:Lp, wp-up)crp. Tada posto-
Jo wimu,y Vo 3 € [0p-19 wl';],..., u'=wj €[y, w3], takvi da je
rvgr 1 Bt %ootl/ o] B 1= [ w71, e staven

[a, v] / [»s v‘] oznaava u~v=t(u’-v’) za neko t >0, Kao i u
prvom slufaju i ovde se pokazati da Je u’= 4.11114.___... ,L :

liao' i.l’n 9 c{.l"l'..."' Jn' 1. Kako JQ 1('p’ W —H’P)CFIC

P
= K,y to 1z leme 1.2.1 sledi da je 1(v, wp..w')cx i
tel(u’, w,-w, )CKo, tako da postojli talka v’e 1(v, "p“")*

tekvae da je v  -v=u-u’, Tada Jje 51(7') (al, u+1r—u> bl
.gl(v) O, pe Jje v’ eKoﬂ [’ =K, Lema Je dokazana,

Produzimo dokaz teoreme l1l.,2.1l. Iz teoreme 1.1.4 i leme
1.1.1 sledi da postoji A 30, takvo da Je

<L"(ux), ui-ux>=<J'(u;)+ Aali ui‘ut)aoﬁ i=T,n. (3)
Uvedimo oznake
M= Tevg) =37 (ug)y dwmax lny —ugy M= Avafi ). @

Tada ][/)kﬂ-;-ro,(u.k- A kada k—sco. Redimo (4) po A 1 J°(u,)
pa zamenimo u (3). Dobijamo da Je za sve i=T1.,n

0 (I5(v) = Mg+ ( foy - dll”k")ali By "*z> <
< (Tp(v)y ug—u )+ % el oy - ug] -
—dufbkﬂ <a1, ui-u‘>$<1nk(vk), ui-u‘>. - (5)
Iz neprekidnosti funkcija g; (u), si(u!)< 0 i &injenice da
J‘Vk-u!“- O kads k=0 sledi da je g;(v, ) <O za sve i=1l,s,
L€ i dovoljno veliko k, tako da skup tafaka ueX takvih da je

°=1 -V, mogué pravac skupa U u tadkd V). predstavlija poliedarni
konus kome pripadaju sve talke konusa K, pa Je za dov., vel. k

<J£(vk), u-vk> 20 za sve ue Kk, (&)
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soxa jo Gely, v=vy . Teda iz leme 1.2.2, (5) i (6), vodedi

rafuna o tome da Je <a1, u-vk>-0 z& sve uekKk 1 gwvev —-v+

sn’ ~u_+U_ =7, doblijamo

<I‘i(vk)’ u- Vk) = <J;(Vk) + [Maq, v'- vk> +
* <1‘i('k)' o '“x> * <'Tf:('°'k) * [fg8yr Ug - "k) o

n
2 0*:"[1 <Ii(vk), ui-ux>+02:-0 . (7)
1l

Neka Je 'ue,Uo. Ao Je neUCK, onda iz (6) sledi da Je
(15(m)s -7y )20. Ako Je 0< gy (u)= L <1, onda T=u, +(u-
- u )/l el pa iz (6) i (7) sledi da je <Li(vk), u-vk>-

sl(u) =ol>1, onda je U=v,_+ (u=~v.)/L erl, pa Je <I.i(vk), u -
-vk). ,L(Li(vk), ﬁ-vk>30. Dakle, <Ii(vk), u-v, )20 za sgve
weU,, pa iz leme 1.1.1 sledi da Je Lk(vk)él.k(u) za 8ve uelU
i1 dovoljno veliko k, Za preostale ke N postojanje Lagranzevih
mnoZitelja [Lkzof, takvih da je L, (v} )< L, (v) za sve uel sledi
iz teoreme 1l.1.4.

Razmotrimo drugi sludajJ. Neka Je gl(ﬁ)<o, ﬁ'e.Uo. Uve-
dimo oznaku

M (V) -{("‘-k-.-':'.-O: (U'kgl(vk) «0, L (v, )<L, (u), za sve ueVCUo}.
Neka Jje /“ke.Mk(Uo) s K&€N, DokaZzimo da svaka tadka nagomila-
vanja niza (‘*‘-k, k €N pripada skupu M(Uo) iz (1,6). N:eka Je A
talka nagomilavanja niza [“k. Tada postoji podniz togs niza
kojJi konvergira ka A, Odbacujuéi preostale &lanove niza /“'k
mozemo smatrati da [‘k"' /\ kada k-» o0, Ako u izrazima koJji od-
reduju skup Hk(U o) predemo na granilnu vrednost, dobijamo izra-
ze koji znale da )eH(Uo). Razmotrimo tri moguénosti:

1) Neka je gl(vk)< O za ave ke N osim konadno mnogo, Iz teoreme
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1.1.% sledi da Je Hk(Uo) -{O}m sve k&N 38 koJe Jeo gl(vk)<0,
pa (4~ A =0 kada k— oo, 1 A=0eM(U,). |
2) Neka Je sl(vk) =0 %28 sve k€N osim konadno mnogo. Iz nepre-
yidnosti funkcije 31(11) sledi da Je gl(u') = 0, Odbacimo one
x €§ sa koje Je £,(v;)<0 1 stavimo A=Aw inf M(U,). Tada is
prvog slucaja sledl da postoje ﬂie [ﬁ'k' +00) = Hk(U;), takvi
da /Li—p A kada k—» oo, Stavimo {uk'{-'-‘-k’ & za one ke N za ko-
jo Jo g (v )< O stavimo /4 =0. Iz ¥injenice da /4 &M (U ), da
svaka talka nagomilavanja niza h,kéﬂ pripeds skupu M(U ), da
jo za sve keN M, < ¢ i da i~ A kada K—> o0 sledi da
[o= A kada k=0,
3) Neka je za beskonadno mnogo keN g,(v,) <0, a takode za bes-
konadno mnogo k€N g,(v,) =0, Tada Je, kao i u 1), /‘41:-0 z8
sve ke N za koje Je gl(vk)<0 i _A_ -in:t'H(Uo)-O, & za one ke N,
za koje Je gl(vk) =0, kao 1 u 2), postoje /Lkenk(tlo), takvi da
[, = A kada x—»0 ., Stavljajuéi A =0eM(U,) dodbijamo da
/—Lk—r A kada k—-+=00, Time Je dokazan deo tvrdenja teoreme,
Ogstala neposredno slede iz dokazanih tvrdenja 1 uslova teoreme,
Teorema Je dokazana,

Lema l.Z.3 ([1] e Neka su X i Y .Bana.hovi prostori
i neka je A ogranicdeni linearni operator koJji preslikava X na
Y. Tada postoji operator M koJji preslikava Y u X, takav da Je
M(y) =y i [M(?)] < c|jy]| 32 sve yeT.

| Lema l.2.4 ([1]). Neka su ispunjeni svi uslovi

leme l.2.5. Tada Je (KorA)"'-A‘I’, gde Je (KerA)']'-mr{::z eX®:
: Ax=0 -><I!, I)I-O}.

Teorema 1l.,2,2, Neka su ispunjenl sledeéi uslo-
vi: X i Y su Banahovi prostori, A Je ograniceni linearni ope-
rator koji preslikava X u Y takav da Je skup AX zatvoren u Y,



- 2] -

BeY, U-{'ﬂ eX: Au's}a J(u) 1 J,(u), keN su konveksne nepre-
ﬁdno_difgrencidebilne funkcije na X, Pored toga neka Je u_
~efenje problema (1,1) a vy problema (1), pri &emu su ispunje-
.4 uslovi (2). Tada postoje Lagranievi mnoZitelji >, el
ceXN taxvi da | FE -7 [ —= O kada k== o0, da jJe L(u )< L(u) i da
jo Iy (v)< L (u), keN, za sve u€X, pri Zemu Jje

Leu) = J(u) + (f. s -B) , I(u) = Jy(w) +<y;, su -T).

Dok a 2. Razmotrimo prvo slucda] kada Je AX = Y, Neka
je Av=0, Tada je u=u, +vel i u,= u_-uel, pa iz leme 1.1.1
sledi da Je <J'(u,). u-u,}zo i <J'(u,). ul-u,)-@'(u,).
a - >;0, odnosno <J"(u‘), u—n’>-<J'(uI), v>-0. Sliéno se
dokazuje da Jje (Jf:(vk), v>-0 odakle sledi da Je

32 (v,) - 3 (u,) € (Rera)"

Neposredno se proverava da je (Ke:m)L zatvoreni linearni pod-
prostor Banahovog prostora I‘, odnosno Banahov prostor, pa Je
na osnovu leme 1.2.4 A* ogranifeni linearni operator koji pre-
slikava Banahov prostor Y™ na Banahov prostor (EerA)'L. Iz leme

: i
1.2.3 sledi da postoji operator M koji preslikava (KerA) na
Y™ takav da je

NI (v ) = 37 (0 ) = 35 (w,) = 37 (u) (8)
EICACH R CI] IS efogtvy) -7 ). (9)

fako je u_ re3enje problema (1,1) to iz teoreme 1.1.2 1 leme

1.1.1 sledi da postoji y* € Y® takvo da jJe L(ui)-ﬁ L(u) za sve

1&€ X, odnosno

L'(u;)-J'(u;)+Axy’=0. (10)
Nﬂka Jg *
V=3 -M(Ip(v) - 3" (u)).
Tada iz (8), (10) i leme 1.1.1 sledi da je
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32 (vy) =37 (ug) = A% - A5%, Li(vy) = J5(vy ) + A¥F5 =0,

»dnosno I‘k(vk)<1'k(u) za sve uelX,

: is (9) sledl da “7;-7!“""0 kada k—» oo, U sludaju AX=Y

-eorena Je dokazana,
Ragmotrimo op3ti sludaj. U dokazu teoreme 1.1.2 poka-

sano je da je Y, = AX Banahov podprostor od Y i da Je Eezl_ Ne
,snovu dokazanog postoje ¥3, ¥, €Y7 , k€N, takvi da
|I'u"7§"""' O kada k—o© 1 da Je Ill(ul)é Ll(u) i le(vk) <
snlk(u), keN, za sve ueX, gde Jje

L () = 7(a) + {75, Au-F), a I, (u) = 3 () + (5%, Au-E).
ija osnovu Han - Banahove t oreme y: se moZe produZiti do ¥ e T
1 g = Tl - 7] 40 Jy T, takvih da Je

(7=, 7)= (T v)s (5 y)-(?,_:, y) za sve ye X,
2152l -

leka jJe yr=3:+y*. Tada Je (y;, y}-(ii, y>+<y‘, y>=

Tl 7>+<7’f, y)-(:r’lk. y>-<y’1‘,-y>+<y’{. 7>-<y’1k, y) za sve

7€ Yl, odnosno yie'fl Je produzZenje funkecionala flk' Pored to-
30 18- 7] = 172 098] - D=7 g+ e

y:-y‘"—bo kada k-» 00, Kako Je Au-gerl za sve ueXx, to
itavl jajuéi y’ i y; unes'l_:o y: i 7:1.‘: u funkeije Ll(ul) _:I. le(u)
obijamoe sva tvrdenja teoreme., Teorema jJe dokazana,
Teorema l.2.3, Neka su ispunjeni svi uslovi
‘eoreme 1.1.2 i neka su J,(u), ke N konveksne neprekidno - di-

-erencijabilne funkecije na X. Pored toga neka je u_ reZenje

| =
roblema (1,1) a Vys k€N problema (1), pri &emu su ispunjeni

1slovi (2)., Tada postoje lagrenfevi mmoiitelji ?\130, Fix =05
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<, eT™ 1 JE €T, keN, takvi da Je

Ay8(ug) =04 M8y (V) =0y KGN, 1=1,s,

keNy 1=

da

Mix= Ai’ i=T,8 1 \ly:-y‘u -+ 0 kada k-»00
i da Je

L(u )< L(u) 1 I (%)< L (u)y, k&N za sve uel,
gde Je

L(u) = J(u) + Alsl(u) +oeaot 7\833(11) +<y‘, Au - '6>
& . (11)
I‘k(u) - Jk(u) * (l(lksl(u) "'---"‘/“ Bkss(u) + <y:, Au - 'E> M

Dok az. Oznadimo sa
Up-{uex: gi(u)so, i=p+I,s, Au--bj,

I-p(u) e J(u) + A 181(u) 4o+ A psp(u),

Loy (u) = 9y (n) + Mg (@) +oo o Mg (u),
gde su Aiao i /lik}o, xeN, 1=T,p. Pretpostavimo da su za ‘
neko p<s u_ red3enje problema Lp(u)—- inf, ueUp, a v, resSenje
problema ka(u)—r inf, ue.UP , takvi da je (2) tacdno ako se
umesto funkcija J(u) i J, (u) postave funkcije Lp(u) i ka(u).
Pada iz teoreme 1.2.1 sledi da postoje Awlzo i /(p+1k =20,
keN, takvi da Je A  8,,1(0) = M 18,,7(7) =0, ke,
LP"'l(u!)s I'p+1(u) i I‘p+1k(vk)< Lp+1k(u), ke N, za sve ue_Up_'_l'
da /Qp-e-lk"" Ap+1 kada k- <o i da je (2) tadno ako se J(u)
i J, (u) zamene funkcijama L, ,(w) 4 LP +1x(w) . Eako je naSa pre-
tpostavka ta¥na za p=O (tada je L (u)=J(u), Ly (u)=J,(u) a
U,=U), to primenjujuéi gore refeno za p=0, l,...,8~1, dobi-
jamo da postoje A 30 i My, 20, keN, 1=T5, takvi da Je
Xisi(un) - /‘-ikgi(vk)-O, keN, 1i=1Is, I'a(u!)élas(u) i
Lak(vk)QLBk(u), keN za sve *tu.-‘.I'JE -{_ueI= Au-E}, da
(“u"* Ai' {=T,8 kada k=»>c0, 1 da Je (2) taino ako se funk-
cije J(u) i J, (u) zamene funkcijama L (u) 1iL,(v). Primenon



teoreme 1.2.2 na probleme Lg(u) -» inf, u €U i L, (u)-» inf,
g €U_ dodijamo preostala tvrdenja teoreme, Teorema je dokagzana.
A

PTeorema 1l.2.4, Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
1° ¥ 1 2 su Banahovi prostori, cieI', d; R, £;(u) '<°:I.' u)-
-dy, i=T,8,, C je ogranifeni linearni operator koji presli-
xave X u 2, de2,
Uo-{_uex: z,(u) <0, :l.-l_,';l, Cu-d};
2° Y je Banahov prostor, J(u) i Jk(u), ke N su konveksne nep-
rekidno - diferencijabilne funkcije na U, a; €X*, b, €R,

gi(u) -<ai, u}-bi, i=1,8, A je ogranieni linearni operator
koji preslikava X u Y, beY,

3° skup EX je zatvoren u Banahovom prostoru YxZ, gde je E ope-
rator definisan Jednakosiéu (1.7),

40 u, i v, su redenja problema J(u)~» inf i Jk(u)-- inf, k&N,
u&lU, takva da

v = ugll = 04 [|35(v) - 7 ()] = 0 keda x~woo .
Tada poatode LagranZevi mnozZitelji 21 20, /tika-o, 1=1,8, keN,
v er i yier®, kaN takvi da je Aggi(uy) = My e (v) =0,
keF, 1i=1,5 ; da M5, = Ay, i=T15, [ 75 - 7] = 0 kada x— o

1 da jJe L(u )< L(u) 1 L.(v)sL (u), keN za sve uel,, gde
su L(u) i L (u) 1z (11);

Dovoljan uslov za zatvorenost skupa EX u prostoru YxZ
1&;’0 lema 1-1l3l

D ok a 2. Kako Je jednakost Eu= (b, d) ekvivalentna

3@ Aumb i Cu=d, to se skup U mo%e predstaviti na slededi
ladin ' |

I-{nex:: 8;(0)€0, 1~1,5, £,(u)<£0, 1=1,s,, Fu= (b, d)}-
‘Z leme 1.1.1 sledi da su u, i v, reSenja problema J(u) - inf



) = inf, ueU, gde su J(u) '<J'('ﬂ;), u-m.) i 'J'k(u) =
'(‘i ('k)' a ".'k> xonveksne neprekidno - diferencijabilne fun-

rcije definisane na X, koje zadovoljavaju uslov (2). Na osnovu
cooreme 1.2.3 postode Ay >0, [y, 20, xa¥, 1=T;7, A{>o0,
Ky 700 KT, 1=T;8,, eI, *e®, yyeT i zpel”, ke,

takvi da Je
)\igi(u‘)- /(iksi(vk)'ol, ke.H, iim,

Aiti(u!) - /";_kfi(vk)'o, ke R, i'ml,

- /(ik-u- Ai’ inﬁi"y:-y'"—ro kada k-» 0O

{ da Je
L, (u )<Ly () i Dgp (v )SL;,(u), keK za sve uelX,

ode Je
L,(u) = L(u) + ‘Aii‘l(u) feeet A ;11‘31(11) + <z‘, Ccu - d>,

Lyy(u) = T (w) + (411 (@) +eeet (L‘;lkfsl(“) +(25s Cu-da),
r(u) = :('ﬁ) + A]_31(‘1) *oeoet Asgs(u) +<y!, Al -~ B>,

I'.k(u) = 'J'k(u)i + /“ugl(u) +ooot /‘-Bkgs(u) + (y:, Au - E).

Va probleme |
T(u) =~ inf i I, (u) - inf, keN, uel,

|

rimenimo teoremu 1.1.3. Dobijamo da Je

Ii(u!)s T(u) Ik(vk).s.;rk(u) za sve ueU,.

20 1 u zavrSetku dokaza teoreme l.l.5 primenimo dva puta lemm
Lel.1. Dobijamo da je L(u )< L(u) i L (v)<L (u), keN za
Ive ner. Teorema Je dokazans,

Primer, Neka je u teoremi 1.2.4 X refleksivni Ba-
\ahov prostor u kome Je funkcija ll u[] 2 si:rogo ravnomerne konvek-
ma i neprekidno - diferencijabilna, a u_ normalno reSenje (koje
ledu svim reﬁen;limé ima najmanju normu) problema J(u) -+ inf,
& U, Tada se za funkciju Jk(u) mofe uzseti funkcija Tihonova
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2 (a) = 3G@) + Loflu] %y dy>0 1 L= O xada koo,

sada je v, Jedinstvena talka minimuma funkcije J, (u) =2, (u)
i siupun U 1 Zetvrti uslov teoreme 1l.2.4 Je ispunjen (teorena
5 1.1). Pri tome Je dovoljno da U bude proisvoljan konveksan

satvoren skup iz X,

3, Ogranienost nizova Lagranfievih mnoZitelja iz Kun - Takerove
teoreme primenjene na problem minimizacije funkcije Tihonova.

Lema l1l.3.1. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi: X je
Benahov prostor, g; (u), i=T+I,p su neprekidno - diferencijabi-

lne funkcije na X, U,C X,
U, .{ueul: gi(u)asO, 1-r+IsP};

J(u), J (0), k&N i g;(u), 1 = T,T su neprekidno - diferencija-
bilne funkelje na U,

U-{_ueﬁo= g; (u) <0, 1-1_5}; (1)
a1 v, keN su refenja problems (1,1), (1) 1 (2,1), (1), pri
Zomu ||v, ~u ] = 0 1 ||Jg(v) -3 ()| = O kada k—» 0, a Lagra-
atevi mnozitelyi M., >0, keN, i=T,p su takvi da M, —A; 2
20, 1i=a1,p kada k«» o0, da Je
[1x8s (V) = 0, k€N, 1i=Tp i L (vp )<L, (u), k€N, uel,, (2)
gde-.:le Ilk('l'.l.) = <J£(Vk) ‘l‘/tlkSi(vk) Yoot (("rks;.(vk)! u- vk>+

* (1B (@) +ooot Mo, (u). Tada Je Asgg(u) =0, i=T;p
i I.(u!)é L{(u) za sve uel,, gde jo L(u) "<J'_' (“;) * 1152‘;.(":":) +

teeot Arg;(u!), u-u!>+ Ar+13r+1(u) +eoet ;\pgp(u). Pored toga
Ly(u) =» L(u) za sve ueX, L (vy) = L(u.) i “I'i(vk) -I."(u!)“-r

=> 0 kada k-+ 0o,
Dokas, Prvi deo tvrden]a se dokazuje prelaskom na
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granidou vrednost u (2), a drugl se neposredno proverava.
"eorensa 1l.3.1, Neka su ispunjenl gledeéi uslovi:

3 ¥ i Y su Benshovi prostori, g;(u), i= T+1,B su konveksne ne-

prekidno - diferencijabilne funkeije na X, a; ex*, b, eR,
si(n)-<ai, u)-bi, i«a+l,8, A Jo ograni&eni linearni operator
koji preslikava X u Y takav da Je skup AX zatvoren u Y, be¥,

Ur-{uext 31(11)401 i-HI’!as Au-S};

2° J(u)y I, (u), keN 1 g; (u), i = T,* su konveksne neprekidno -
- diferencijabilne funkcije na U,

U= ueUr: Si(u)-"i'-oﬁ i'lsr};

%0 si({l')< O, i=I,m za neko eU;
4° u_ i v,, k€N su redenja problema J(u) - inf i J.(u) = inf,
keN, ueU pri fem

||vk-u! |01 "J;(Vk) -J'(u‘)" =+ O kada k-» 0o,

Tada postoje konstanta ¢ i LagranZevi mnoZitelJji t{ik =0,
1=X]5 i ypeY", k&N takvi da je za svako keN

é‘j_];*sct ["iksi(vk)'oi i=1,s, “7:"-"5‘3 i Lk(vk:)él‘k(u)* uel,

(3)

Dokaz. Izleme 1.1.1 sledi da je O-U'k(vk)..é?k(u)
zZa sve uelU, gde Je Tk(u) =-<J£(vk), u-vk>. Primenjujuéi teo-
rem 1.1.1 na problem Ek(u)-ini, u el doblijamo da postoje

Lagranfevli mnoZitelJi
["ikaoi i=T,7, k&N, (4)

takvi da Je za sve ke N

[Liksi(vk) =0y 1=1,7 4 L, (v )< Ly(u) sa sve uel,_, (5)
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gde Je I']‘.‘k(u) = .'Tk(u) + ["]ksl(u) tooet #rksr(u)'

bokaZime da su LagranZevi mnofitelji (4) ogranileni, Neka je
Je{l, 2eeoey r}. S obzirom na treél uslov teoreme 1 na (4),
stavljajuéli u=u u (5) dobijamo da Je 0¢<J£(vk), ﬁ-7k> +
4./43]!53(3) odakle sledi da Je

Roristeéi detvrti uslov teoreme dobijame da’je niz na desnoJ
strani poslednje nejednakostl konvergentan, odakle sledl ogra-
aiZenost niza ﬂ'.‘lk’ k&€ N, Primenimo lemu 1.1.1 na problem
er(u)-- inf, ueU_,. Dobijamo da je Irk(vk).-gﬁrk(u) zZa Sve

1eU_, gde Je
1= L ) =15 (v), u-v)=

'<JE("k) + (a8 (V) +ee ot Mg8L(m),s B - "k>-
Primetimo da je, za raszliku od J,(u) i g;(u), i=1,7, funkcija
Urk(u) definisana na X, Oznadimo

U,-{u&X: g (@)<0, 1=&T;5, Au=F.
lada Je

Ur-{_ueUm: gi(u) <0, ilm}.

rimenjujuci teoremu l.1.1 na problem 'frk(u)—r inf, ue_Ur, do-

YAjJamo da za svako ke N postoje LagranZevi ﬁnoiitelji

(‘-Likao, i=r+1m, (6)
‘akvi da Je
[A.iksi(vk)-o, ij=T+I,m i Lmk(vk)sLmk(u) za SVe uéUm, (7)
e Je

D () = Ty () + Mo qungy (@) +oeet oy C ).
JokaZimo da su i LagranZevi mnoZitelji (6) ogranideni. Neka je
ie{ml, :r:+2,...,nj. S obzlrom na treéli uslov teoreme i na (6),

tavljajuél u=u u (?), dobijamo da Je 0Ty (W) + feyymy(T)
dakle sledi da Je
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e €N + Hgillgi (o] +e oo
+ Paler ) Dl - v |/ [g5)]
17 Setvrtog uslova teoreme i ogranidenostirmizova ["'ik' keN
.q sve i=T,T, sledi ograni¥enost niza na desnoJ strani posle-

inje nejednakosti pa semim tim i niza [‘L:]k’ xc N,
Hﬁka Je pe III, ﬁ+1,.--, 3-1}1

Upniuex: g; (u) <0, i=p+l,8, Au-E}.

Pretpostavimo da postoje ogranideni nizovi LagranZevih mnoZite-
1lJja (“Lik>0’ keN, iIT:E, takvi da Je za svako kelN

j ka(vk)ﬁlupk(u) za BVe ueUp,
gde Je

I:Pk(u) = E’.’l‘.‘k(u) + ["J.‘-l-lksr'l'l(u) Foeot Z"-Pksp(u)-
Na problem

Ly (u) = inf, ueUp=£u €U, 1 sp+1(u).-so}
primenimo, za svako ke N, teoremu 1.1.4. Neks je Aepi1x nadma-
aji od svih Lagranfevih mnoZitelja /‘Lp +1k >0y takvih da Je

Mo+1x8pe1 (Vi) =0 1 Lp gy (M < T gy (0) 2 sve uel,,, (8)

zde Je
Lppqe(@) = T Cw) + Mo qpe s ().

PokaZimo da Je niz (&p+1k' ke N ograniden, Ako nije, onda po-
3toJi njegov podniz koji teZi ka + ocokada k=» oo, Odbacujuéi
Elagove niza koji nisu ¢lanovi tog podniza moZemo smatrati da
L, 1> +° kada k—>00, EKako Je niz (/s [“'&"-"” &QPk),
ce N ogranilen u prostoru RP, to postoji njegov konvergentan
yodniz, Ponovo odbacujuél preostale ¢lanove tog niza moZemo
matreti da postoje -7&1?-0, i=1,p takvi da Z*ik"" 7\1, i=T,p
] /_L_P_l_lk-r +00 kada k-» oo ., Oznadimo

T @) =37 ) + A jgitag) eees A pgru), woug) e
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+ A r+13r+1(u) +ooot APSP(H)-

a ospovu leme 1.3.1 Je Lp(ui).gl.p(u) ga sSve 'I:I.G.UP i ispunjeni
a uslovi (2,2) sko se u njima funkcije J(u) 1 J'k(u) Zamene
unkeljama Lp(u) 1Ly, pPa na osnovu teoreme 1.2.1 postoji
onvergentan nis Lagranievih mnoiitelja /(‘p+1]: 20, ke N, takav
a je za svako k€N lspunjeno (8), 3to Je kontradiktorno sa
Qp+u> & b1k i ¢injenicom dazip+lk-+mk:ad.a kK-> 00, Prema
ome niz Igmnievih mnozitelja /‘P +1c™ A’P +1x? KE€N Je ograni.

en,
Primenjujuéi tu &injenicu za p=m, m+1,..., 8~-1 dobl-

amo da postoje ogranideni nizovi LagranZevih mmnoZitelja
b__l_k;;. 0, x&R, i=1,s,

akvih da Je ispunjeno (8) za p=0,s-1,pri Zemu je
U, -{u €X: Au= B}.

Na problei Lsk(u) -» inf, ue_Us primenimo za svako ke N
eoremu 1.1.2 (koja va%i i u sludaju s =0, odnosno kada je
-LueI: An-F}), na osnovu koJje Je skup

uk-{y:er": I-k(vk)ai-Lk(u) za sve uGX}

de je L, (u) iz (3), neprazen. Neka je ypcM,, takvo da je

| 2] tne{|oF] + 2 TFem]-

okaZimo da Je niz "I;", ke N ograniden. Ako nije, onda posto-
1. njegov podniz koji tezi ka +c0 kada k~=» co, Odbacujuéi &la-
ove niza koJi nisu &lanovi podniza moZemo smatrati da
!;"—s--r-m kads k=> oo, Diskutujuéi kaso'i ranije, u sludaju
=p, moZemo smatrati da postoje A; 20, i=T;8 takvi da
cig=> Ays 1=1,8 1 | 7] - +00 kada k—»oo . Pada jJe na osnovu
eme. 1.3.1 I-B(u!)c I.B(u) za gve ueU_ 1 ispunjeni su uslovi
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(2,2) ako se u njima funkcije J(u) i J, (u) zamene funkcijama

g (u) i1 L, (u), pa na osnovu teoreme 1.2.2 postoji konvergentan
(po normi prostora Y*) niz Lagranievih mmoiitelja yy €My, keF,
sto je kontradiktorno sa “y;“+ 1?;“:{", keN i Sinjenicom da
ll’;""’ +00 kada k-roco , Prema tome, i LagranZevi mnoZitelji

r:- z;, ke N su ograniieni pa postoji konstanta ¢ takva da je
‘uiké c, i=1,8 1 “y:”éc za sve ke N, Teorema je dokazansa,
Teoremsa l.3.2. Neka su ispunjeni asvi uslovi te-
yreme 1.1.5, neka su J,(u), ke N konveksne neprekidno - difere-
icijabilne funkcije na U, i neka su u_ 1 v, , k€N redenja pro-
ylema J(u) =» inf i Jk(u)-rinr, uelU, takva da
“vk-u:”-- 01i "Ji(vk) - J"(u!)" - 0 kada k—~» o0,

"ada postoje konstanta ¢ i Lagranfevi mnoZitelji hk;v 0,
.=T,8 i yjp&Y", k€N takvi da je za svako keN

-“:u;‘- c, /‘-ikgi(vk)-o, i=T,8, “y;"._c.__c i 'Lk(ti'k)é.- Iok(u), uel,,
de Je '

Ly() = Ty () + Ky @) (0) *enur fgy8, () +(3F, 4u-F).

Do ka z. Kako Je Jednakost Eu= (E, *d) ekvivalentna
8 Ausb i Cu=d, to se skup U moZe predstaviti na slededi nadin

-{uex: g (w)<0, 1215, £;()<0, i=15,, m= (5, O)].
ako jo (Ix2)*= Pxz®1 ((7*,2%), (7,2))=(¥%, 7)+(7%, 32)

(1] ) i kako su ispunjeni svi uslovi teoreme 1.3.1 to postoje
onstanta ¢ i LagranZievi mmoZitelji

.q'ik?"oi i«1,s, /"{k?’os i=lﬁ11 7:61‘ i z:ez‘, ke N,
akvi da je za svako keN
fagses (448 (v =0, 1=T.5, Fixti(n) =0, 1=Ta,
|7k fse 1 L1y (v) <Ly, (a) 32 sve uex,
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de Je
MU CRS ACRY HEACRRY R OO (2%, cu-4d)

T‘k(u) = <J£(vk) + /"].ksi(vk) tooeat [( ﬂks;(vk) g U= 7k> +

b o1k Bpey (1) +eeot [ y8, (0) + (75, Au-F).

a problem I, (u)—»inf, uel,, k&N primenimo teoremm 1.1.3.
obijamo da Je I:k(vk)sfk(u) za sve u€U . Primenjujuéi, kao
u zavrdetku dokaza teoreme 1.1.5, dva puta lemu l.1,1 dobija-
o da Je Lk(vk)gl'.k(u) zZ8 8Ve ue.Ué, k&N, Teorema Je dokazana.

Primer. Za problem (1,13), ma&a.n u primeru iz
§1, uvedimo funkciju Tihonova

T () = J(a) + oLy |ju] £ =
T .
- |x(® - 2|2+ it (lx(®)] 2+ |20 5+ [uee)| et

de je "ék' keN pozitivan nula -niz. Kako Je“u.ﬂz jako konve-
sna neprekidno - diferenci;labilna funkaija na X, to Je, sagla-
no reenom u primeru iz §2, nig v, €U, k€N jednoznaéno od-
eden iz uslova Tk(vk')s_ !I!k(u), ueU, pri emu

v = ug]] =0 1 | BE(wy) = 3 (a))| = 0 kada x— oo,
de je u_ normalno refienje problema (1, 13). Pretpostavimo da
kupovi U i U, zadovoljavaju prvi i treéi uslov teoreme 1.1.5
da Je V omic‘.en skup u 1'2' Na osnovu teoreme l.3.2 tada po-
toje konstanta ¢ i Lagrenfevi mmozitelji yEeHl, keN takvi

a Je
722 & B €Ty Ce) sa sve wes,, xen,

de Je
Ly (a) = B, (u) + (75, du- B>-

pecijalno, ako U, zadovoljava prvi 1 treéi uslov teoreme l.2.4
nda postoji konvergentan niz Lagranfevih mnoZitelja y:, keN,
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GLAVA 2
REGULARIZACIJA METODA LINEARIZACIJE

él. Osnovnl stavovi o regularizacl]ji

Prilikom reSavanja problema minimizaclje funkeije J(u)
1a skupu U, desto funkcija J(u) 1 ogranidenja koja odreduju
skup U nisu poznati talno, nego samo pribliZno, Pri tome jJe
znacajno pitan;]e_- da 1li male greske u odredivanju funkcije J(u)
L ogranicenja dovode do malog odstupanja dobijenog reZenja od
sadnog resenja, Na ¥alost odgovor Jje negativan, Jer mofe da se
lesi da skup na kome trazimo minimum priblizne :I!‘unkéi;je bude
razan, 8 i kada nije prazan moZe se desiti da dobijeno resenje
mmadajno odstupa od tadnog resenja,

Prinme r., Neka Je Uo-{u- (x, y)e.Ra: y=x,
tE [—1, 1]} s U -{u el : g(u) = y-xs_;O}, J(u) = x, Tada Je

=Ty Jy= inf J(u) = -1, U!-{Pe,U: J(u) = J!}- [(-1,—1)} ]

‘retpostavimo da je funkcija J(u) poznata tadno, & da su umesto
ainkcije g(u) poznate njene pribliZne vrednosti gk(u), keN.
‘ada Jje skup Uk-{_u er: gk(u).-sO_} aproksimacija skupa U, Ako
e gk(u)=y-x+l/k y Onda Je Uk-¢ za sveko ke N, Neka Je

() =¥ = (1-1/k)x. Tada je za svako ke, Uk-£uetlo: x20},

Ty = ing I(v) =0, U ~{uel: I =3} = {(0, O}

ueUk

a porastom k, funkcija g (u) sve talnije aproksimira funkeiju
(u), a ipak dobijeno resSenje zmadajno odstupa od talnog,

. Za resavanje takvih problema mogu se koristiti metodi
egularizacije, U daljem izlaganju koristidemo metod Tihonova,
pasnosti da skup U, bude praszan moZemo se osloboditi formira-

Jem kaznene funkcije od nekih ogranicenja ili proSirenjem sku-
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8 Upe Konvergenciju dobijenog niza resenja ka tadnom resenju
,begbedidemo tako , Zto &emo umesto funkeije J, . (u), koja pred-
,tavlja aproksimaciju funkecije J(u), minimizirati funkciju
"‘k(u) = J (w) + lk“nﬂg, aproksimaciju funkcije Tihonova %, (u) =
- 3(u) +ol [u] 2. Dve varijante regularizovanog metoda lineari-
sacije bide izloZene u sledefa dva paragrafa. Navedimo dve teo-
~eme koje édemo koristiti u dokazu konvergencije nizova odredenih
1 tim varijantama,

Teorema 2.1.1. Neka su ispunJeni sledeéi uslovi:
1° U je konveksan zatvoren skup refleksivnog Banahovog prostora

£, J(u) je konveksna neprekidno - diferencijablilna funkcija na U,

I - uigjacu» 004 U -{ueU J(u) = J},l¢

2° funkcija “uﬂ je strogo ravnomerno konveksna 1 neprekidno -
- diferencijabilra na skupu Uj

3° niz o{,, k€N je pozitiven nula -niz.

Tada su v, €U, k€N i u €U jednoznadno odrecdeni uslovima

L (v ) <T (u) za sve ueU i |ju ||<.Ilu|| za sve ueU_, gde Jje
Tk(u) = J(u) + 1:lh::,ﬂ 2. Pored toga tada Je

1im “'Vk-u!“ =0 1i 1lim “ (Vk) - J'('EI.E)" = O, (1)

K =» 0O k =00
D o kag., Prinavedenim uslovima funkeije llu[[2 i

Tk(u), ke N su strogo ravnomerno konveksne i neprekidne na sku-
pu U, a U! '3e konveksan ;atvoren skup, pa postojanje 1 Jedno-
snaénost vektora v, i u_ sledi iz teoreme 9 strana 57 [_9]- Prva
jednakost (1) je tvrdenje teoreme 1,str. 185 [9], a druga Je
posledica prve i uslova 29, Teorema je dokazana,

. Teorems 2.1.2, Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
1'_"" U Je konveksan skup Hilbertovog pmatbm X, ¥ Je operator
koji preslikava skup U u Banahov prostor ¥, J(u), f;(u), i=T,r
i ﬂF(u)" su konveksne, neprekidne funkcije na U,
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U’ -{ueU: fi(u)ﬁo, 1i=Y,7, F(u)uo},

J!-ui:.g'J(u)>_m, U!-{:ueu': J(u)-J!}:‘sﬂ -

2° postoje u’ €0’y A,;30, =TT i y* e, takvi da Jo
}\ifi(u') «0, i=T,T i L(u’)gL(u) za sve uel,

gde Je
L(u) = J(u) + Alfl(u) +ooet Arrr(u) +<y!i F(u)> ’

30 oL, >0, 4,50, keN i L +at+ L3879+ 0 kada koo,

gle Je q>1l.
Tada su v, €U, k&N 1 u el jednoznaéno odredeni uslovima

? (v )& P (u) za sve uel i “u!".é“u“ za sve ueU_, gde Je

B iy
!Ek(u) = J(u) + A,ka(u) + aék“u“ 2, P(u) 'E (max {0! fi(u)})P +

+ “.F(u)"p i p—1+q"1- l. Pored toga tada Jje

klin;o“vk - u!“ =0, (2)

Dokaz. Prinavedenim uslovime funkeije uuna i
Tk(u), ke N su jako konveksne i neprekidne na skupu U, a U_ je
zatvoren konveksan skup, pa postojanje 1 Jedinstvenost vektora
v, 1 ug sledi iz teoreme 8, str. 55, [9]. U sludaju kada Je
Y=R jednakost (2) je tvrdenje teoreme 1, str. 227, [9]. Pome-
nuta teorema (a time i jednakoat (2)) u opitem sludaju, kada Jje
Y praizvoljan Banahov prostor, dokaszuje se na isti nacin kao i
kada je Y=R, Teorema Je dokazana,

U narednim parsgrafima koristiéemo sledecu lemm,

Lema 3.1l.1 ([8]). Neka niz realnih brojeva W,,

ke N zadovoljJava sledeél uslov

gde Je
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o0

0<s, <1, 4 >0, keN E 8, =+00 1 lim 4, /s, = O,
k<1 9> AR R G rly

Tada Jje 1linm = 0,
J ];-boocak

§2. Regularizacija metoda linearizacije u sludaju kades su
funkcija koja se minimizira i ograniéenja poznati pribliZno.

Razmotrimo sledeél problem minimizacije
J(u) =» inft, ueU-£ue.Uo= Ei(‘l)-ﬁog i=1,s, Au-E}, (1)

gde je U, zadat skup iz Hilbertovog prostora X, gde su funkcije
J(u) 1 g(u), 1 = T,m definisane i neprekidne - diferencijabilne
na skupu U , & g (u) =(az, u)-by, 85 €X, b; €R, 1=TT,3, 1
gde je A linearni operator koji preslikava X u Hilbertov pros-
tor Y, a be Y. Pretpostavimo da Je |

J!-i%:r J(u)> -0c0 1 U:-{ueth J(u) = J!‘};‘é. (2)

Uvedimo funkcijun Tihonova

7. (u) = J(u) + L] ?y x>0, o — 0 kada k—»oo. (3)

Neka su umesto tadnih vrednosti funkcija g;(uw), i «1,m, vektora
J°(u), 8;(u), i=T,m, a;, i=m+I,5 i b, operatora A i brojeva
byy i = m+1,8 poznate samo njihove pribliZne vrednosti g;, (u),
T2(u)y &i(a)s 8yys Bys A, € Z(X, T) 4 by, kKeN, gl Je

2°(X, Y) Banahov prostor ogranilenih linearnih operatora koji
preslikavaju X u Y. Tada za pribliZnu vrednost gradijenta

7 (u) = J°(u) + 2<{,u uzmino _

te(v) = Iy (a) + 2n[ku.
Formirejmo niz u,, k&N na siedeéi naZin, Neka Je u, €U,. Pret-
postavimo da Je za neko k&N posznato w, €U, . Uvedimo funkeiju
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¢k(u) -\lu-uk" 2/2+ /bk <ti(“k)’ u-uk>, /?k>0 (4)

i skup

Qk-£uer= By 3 (W) +<sik(uk‘), u-uk>$ ek(1+ ““1:“2)' i=Tm;

g () = <a1k, u) - by, < @k, s g

B (w) = |4 - B %~ 650}, G20 (5)
Pretpostavi.:ja;luéi da je Q, # ¢ odredimo u, , iz uslova

Uy, €Qs Ppluy,q) s ui:.sk O )+ E¥2, € 20. (6

Uslove pod kojima niz u,, K€N konvergira ka resenju problema
(1) daje sledeéa teorema.

Peoremsa 2.2.1. HNeka su ispunjeni sledeéi uslovi:
1° ¥ je Hilbertov a Z. Banahov prostor, f;(u), i-ﬁl su kon-
veksne neprekidno - diferencijabilne funkcije na X, f£,;(u)=
'<d:l' u>'°i’ diex, e; €R, i-l, D je ogranideni line-
arni operator koji preslikava X u Z takav da Je skup DX zatvo-

Ten U 2, 0_&.29
Uon{qext £; (u) <0, inl_,El, Du-e}; (7

2% Y je Hilbertov prostor, J(u) i g;(u), i=T,m su konveksne
neprekidno - diferencijabilne funkcije na skupu U, , a si(u) -

= <a1, u}-_bi, a: &X, b; €R, i=m+l,8, 4 Jo ogranideni linearni
operator koji preslikava X u Y takav da Je skup AKerD zatvoren
uY, be¥, U je skup definisan u (1), ispunjeni su uslovi (2);
3% g, (1)< 0, i=T,m i £,(@)<0, i=1I,m, za neko u el ; (8)

4° postoji L=>0 takvo da je za sve u,veU,

13 ) - 3 (M2 L {37 (@) - 3 (¥), u-v)

“E{(u) - S{(V)“:&L“u-vn, i=T,m; (9)
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5° pribliZne vrednosti g, (u), J (u), gi, (n), "ik‘ Bk' A, 1

by, funkeija g; (u), vektora J°(u), gj(u), a; i b, operatora A
i brojeva b; su takve da Je za sve keN 1 uer
|g; (@) - g5, (@) | < 8, (2 + Iu]®), 1=T5R, (10)
137 @) - 3| € 8 (1 + |1u]), o
lg; (w) - g1, ()] £ T, Q+ [u]), 1=-T;m
oy -2y [l 8 1bs = Pix| < Oy 1=371,3, (12)
2~ Axl 22 x, Y) < Sk' l\E-Sk“._‘;_ Sk? (13)

_6° nizovi oL,y @y, 81:' €, i Ek' ke N zadovoljavaju uslove

ik> O, 0‘(@ < E <2/(2E¢L+L)i 6k>0’ &k?v"os Sk?og (14)

It =~ OO

o0 :
1im (L + B+ E 4 3 =0, Zlk/:'k.oo, (15)
k=

ilimm(ik/ Op + G/ (LB + O/ Ly + |y - oLy [/CL £ B))) =0, (16)
Skm&x{_5+ﬂ‘-1ﬂi 3‘*3“1-1“}.4 26kr (17)

gde je @ iz (8), L konstanta iz (9) a ¢ konstanta iz teoreme
1.3.2. Tada Je Qk;lﬁ za sve k€N, a niz vektora u,, keN, odre-
den procesom (4) - (6), konvergira ka normalnom resenju proble-
ma (1), (7) odnosno ka redenju uv_€U_, takvom da je H“zﬂéll““
za sve ueU_.

- Pre nego 3%to predemo na dokaz teoreme pokaZimo da pos-
'bo';je nizovi o(.k, fbk, Qk, E‘ki Ek k& Nkoji zadovolJavaju us-
love (14) - (17). Na primer, moZemo useti da Je Ly = - 2,

- -1 -2 s -

=5, O = Guxy By =X/ max {5+|], 3+3]5]].

D ok az. Napomenimo da za svaku konveksnu nepreki-
dno - diferencijabilnu funkeiju g(u) na skupu U o Va¥i nejedna-
kost
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g(v) + <3" (v)y, u-=- v>$ g(u) za sve u, veU, (18)

Doka?imo da jJe za svako keN
teQ i g ()<Ko, (19)

gde je g (u) iz (5) a @ iz (8), Neka Je i&{l, - J m_}. Iz
(10), (A1), (17) 1 (18) dobijamo da Je za sve ke K

813 (W) + <3.{k(“k) y Touy )< gy () + (& Cuy)s T - )+

v 85y (uy) - 8 (uy) + gy (uy) - gy (uy)y T-uy ) g (F) +

+ S+ [luyg] ¥ + S+l D] + fuy[) <O+ Sy(1+
o+ Ul U2+ Yo |72 « 172+ o720 [ -
= O3+ 3l 2+ T (5 + 18] fuy | %/2S O (1 + [luy] 3.

Neka je ie{m+l, m+2,..., s} a keN. Iz (12) i (17) dobijamo
gik(t'i) '<aik’ E>-bik- gi(ﬁ') +<aik- as E>+
+bg =y, <0+ 3y [[F] + 3,<26/3<6,.
Iz (13) 1 (17) dobijamo da je za svako ke N [[Akﬁ_Ek" =
=|AG-b+ (4 -2)T+D-B <o+ O Tl + 3,<26,/3<6,,

odakle sledi da je Ek(ﬁ)<, O. Time smo dokazali (19).
Odredimo nizove vektora Vi i Zrs K€N iz uslova

v €U, !I!k(vk)s'.l.‘k(u) za sve unelU, (20)

zk'l'le'Qk' ¢k(zk+1)$ ¢k(u) Za8 8VvVe uer. | (21)

Funkeije Tk(u) (3) 1 (Dk(u) (4) su jako konveksne sa konstanta-
ma jake konveksnosti ol, i 1/2, a skupovi U i Q, konveksni i
zatvoreni, pa su uslovims (20) i (21) talke vy i 3, . odredene

jednoznadno, Neapomenimo da za svaku Jako+ konveksnu neprekidnu

funkciju J(u) na konveksnom zatvorenom skupu U Hilbertovog pro-



gstora X vazi neJednakost

’J(l]u-u!“24 J(u) -J(u‘) za sve ueU,

gde Je u_ reSenje problema = J(u) - inf, ueU, a X konstanta
jake konveksnosti, pa iz (6) i (21) sledi da Je

1Uga1 = Ben] 725 Pylogy) - Poelay,y) <& g /2,

odnosno
o541 - Zx+1]] <Cy- (22)

Za svaku konveksnu neprekidno - diferencijabilnu funkeiju U Hi-
lbertovog prostora vazi nejednakost

(3°(a) = 3°(v), u-v)>0 za ave u, veUl. (23)

Neka je v, odredeno uslovom (20) = u, normalno resenje proble-
ma (1). DokazZimo da Je

IV < ugl 28 sve keN 1 da “vk-u!“—ro kada k-» co. (24)
Na probleme (1) i (20) primenimo lemu l.l.l. Dobijamo da Je

<J"(u£), u-u'>;0 i <Ti(vk), u-vk>-<J'(vk)+2a(.k, u-vk>.;-..0

za sve ue U, Stavimo u prva nejednakost u=v., au drugu u=u_,
pa ih saberimo., Dobijamo da Je

<J'(u!)-.]"(vk), u!-vk>+2-£k. <vk, vk-u'>-.-_=:__.0,
pa iz (23) sledi da Je <vk, vk-u‘>..<:=0, odnosno “vk“ 2__4

< <vk, u!> 'g“vkn.“u:“, odakle dobijamo da Jje “vk“ £ l]u:l. Da,
vy -~ u ]| = O kada k=»o0 tvrdi teorema 2.l1.1.

Kako Je “uk-u!“._c__“uk-vk“ + l[vk-u;ﬂ to iz (24) sledi
da je za zavriSetak dokaza teoreme dovolJno pokazati da

|2 = V||~ O kada k— .
Uvedimo oznsaku

0, = fuyg - v
Tada Je



wk-l-l - Yx+l 1"]r;d-il.“ 25 (| Zy 1= Vil *
+ P01 = Fen * Vi~ Ve DO QL+ oLy B 2y, q - v 1P+

+ 1+, 9wy, - 2y + v -vk.,,l”)z/(a[.k/bk). (25)

U (22) je ocenjeno \luk+1-zk+1l'. Ocenimo ||v, - v, ,]. Za Jako
konveksnu neprekidno - diferencijabilnu funkeiju J (u) na konvek-
gnom skupu U Hilbertovog prostora vaZzi nejednakost

<J"(u) -J7(v), tl-7>?-29ﬂllu-vﬂ2 za sve u,vel, (26)

gde je M konstanta Jake kenveksnosti. Primenom nejednakosti
(26) na funkciju T, (u) i leme 1.1.1 na funkecije T (u) 1 B 4 ()
dobijamo

2 oLy [¥ia1 = il 26 (TeCTiyn) = T (WY Wyepq - W)
SCICOEL MICRONL WEPL WY < k1 en)s
t Vil ” "’x) - <T12(”1:) » Vi1 ‘k)*"-‘- 2( by = dy )
'<‘°'k+1* Vel ~ "k) g2 1dy = Ly o Pes3] Vi1 = V] s
odakle je s obzirom na (24)
1% = P | S oy = Lo o]/ Lo (27)

Ocenimo ||z, 4 - V.| Na problem (20) primenimo teoremu 2.1.1
saglasno kojoJ l[vk;nzll ->0 i H Ti(vk) - J"(u!)” — 0 kada k-» oo,
pa na osnovu teoreme l1l.5.2 i lema 1.1.1 i 1.1.3 postoje

takvi da Je za ave k€N

<Ti(vk) + ﬂlkgi(vk) +eoot [’-skg;(vk) + A‘y;, - vk>.;-, Oy uel,, (29)
/‘iksi('“’k) =0, 8;(%)<0, i=1,5,

(30)
Avy -b=0, [ty <e, 12157 1 [[5f]<e.
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Ra problem (21) primenimo teoremu 1.1.5. Primetimo samo da su
£, (u)< 0, :I.-ml i El:(“) £0 jedine nelinearne nejednakosti Xoje
odreduju skup Q, i da u tadki u=1u one postaju stroge. Saglas-
no toj teoremi i lemi 1l.1.1 postoje

Aip, 120y 1=T55 4 AL,1>0, keF, (31)
takvli da Je za svako keN
(Pilo1) + A ppaaixlm) +oe ot A gy pgs ) +
+ .Ak+léi(zk+1)’ u-zk+1>;.0 zZa sve ue,Uo, (32)

A s BucCuy) + iy (@) myyp -v) = 6.+ [ PN =0, (3%
81y (0 ) + <s;[k(uk) v Bp,q - uk> <0,a+ W%, 113, (34)

)ik-l-l( 84k z]:-l-l> =Dy - ek) =0, (35)
(asxr 2xe1) ~Pix < Oy 1= T3,
Ak+1§k(zk+l) =0 i g (2, q)<0. (36)

Kako je P f(u) =u-u + Z t:(u), g () =8y, gf(u) =g, i=
=T+1,8 i g(u) =247(Au-b), to stavijajuéi u=z,_ , u (29)
au=v, u (32), pa sabirajuéi (32) i (29) pommnoieno sa /b’k
dobijamo da Je

O¢ <‘k+1 =Ugs Vi - zk+1> + 9y <T1;("k) =t (By)y 2y, - "k) *
1] _ S
+y) (ax <Si("k)* % k> +19y E Mk <ai' % Ry "k> ¥
1= 1=+

| m
017 Moy =)+ ) A s r(BLE (B s Ve - Bea1)*
1=l

“‘:1)\ ik+l<aik' "k“’k+1> . A|:+1<‘1:31:+1 - by Ak(vk'zkd))' (37)
=R+
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Ocenimo svaki od sabiraka u (37). Na prvi sabirak pri-

nenimo kosinusnu teoremu., Dobijamo da je

<’1:+1 =Yg Y~ ’1:+1> = {luy - vy 2/_ 2=
| Zgeq - l|Z/2 = 121 = v 7724 (38)

Ocenimo drugl sabirak u (37). Iz (9) dobijamo da je

(37 (wy) = 37 (uy) ,. Zy 1 - vk>s(a' (v) =37 (uy)s Zy,q = Up) -
REACAEELCHRE TR b CRRTACI § TN
137 (v - 3 (|| /< Tllzy, 5 -u,|1%/3,

pa iz (11) i kosinusne teoreme proizilazi ocena
CENELCMRENIEL SEICUC SELACONLIEL VS

+<J' (uk) - Ji(uk) v Zyp,1- vk>+ 2n(.k Ve =Yy Zp,q - vk> £
& Dllgyy -0l + B+ oDz, - vl +
i ch( “zk+1 - uk“2 - ““k = Vkue - ”""k.,.]_ = vklle)- (39)

Iz (24) sl;di da Je
1< ol + Jvp - ugll. (40)

Koristeéi nejednakost ab<(a®+b%)/2, (39) i (40) dobijamo
/éké{:(vk) - tp(uy)y 2y, - ?k> <
(/% + 0y ) Ly o —ugl2= o (ey o S )lzy o - v |2-
(7 (oly - /Moy - v lP+0,5, 0, (51)

Ovde i niZe sa C;, 1 €N oznafavalemo pozitivne konstante koje

ne zavise od k, pri &emu isto oznadene konstante u dvema raz-

113itim formulamg ne moraju imati iste vrednmosti.
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Ocenimo treéi sabirak u (37). Ako je funkcija g; (u)
neprekidno - diferencijabilna na konveksnom gskupu U - i ako za-

dovoljava uslov (9), onda za sve u,v€U, vaZi nejednakost

|81 (@) - 839 - (81", u- "'>"4L““ - v||* . (42)

Iz (10), (11), (21), (34), (40) i (42) sledi da Je za sve i=T.m

61 (1) 8 (o) + K81 (o ey — o)+ H oy - e[/
= &5y (uy) + <3{k(’“k)  Zx41” “1:) + 85 (uy) - &gy (uy) +
+ (& () = 8ix (uy)s 2, - ay) + Ljay,y - w[72
<0 1+ lluk||2)+ ., (1+ ““k"z) + 0, (1+ ““k”)
‘“”1:+1"“k”* I‘"zm-l '“k”z/z“ (3 k"'I'/a)u"k-i-l "'“k”a*“
+0y (8 + ek)“uk - v|[F 003+ By,

Odavde i iz (14), (18), (28) i (30) dobijamo da Je

o 1]
/b'k: [Lik(si("k) ' Dy 1 Vk> = QkZ [Lik(si(vk) +
1= 1=

m
*(3{("1:)’ 241 " Q)éng/{iksi(zk+l)é/bkm°( Oy +1/2)-
1=

|| a1 - alP+ 23098 1+ Bp|og - wie|P+ Py 00( D + O, @3

gde je ¢ iz (30).
Ocenimo etvrti sabirak u (37). Iz (12), (21), (24),
(28) 1 (30) sledi da je za sve i=m+l,s

#1k<ai' z1t+1"'vk>" /{ik(<ai’ zls:-a-l)'l"’:I.) = [J’ik(<&j_k! zk+1>'
= Dyy) + ziik(<°i'aik' zk+1'”k*‘k>+51k'bi)-‘5 c B +e Sk'

'“’m-l - "'k”" ¢ gk"uz”'" * Sﬁ e | 5lu:u‘]m-:t = ”k”2 * "2(g k* Bk) ’
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pa Je
CAN ORI RTINS

Ocenimo peti sabirak u (37). Iz (13), (20), (21), (24)
i (30) sledi da Je

2 k(y;" A(Zy 4 - k)> N @k<y;* s % R E> - /pk<y:"
v By, - 5k> . /}k<3:’ (A -8y ) (2 g =V + V) +
+ by - E) < ﬁ‘}k" 81: * lbkc gk”’ku - "k” + e Sk”vk“"'

+ D0 9 € N (B + By + 2,05 Sk“ Tee1 = Vil - (45)

Ocenimo Sesti sabirakﬁ (7). Iz (10), (11), (18),
(20), (24), (31) 1 (33) dobijamo da Je

PR CACH BUEEANY Y W CMCR R
e (Elxtmd)s v =uy) - Buyeloy) (i o)y 2,y -
~u D€ Ay (8 (o) + (B (a0 Vi) + g (uy) -
— g, Cay) + (B ) - 8] (uy)y vy - )= B 1
el € A @+ 3@ flugfPr + 3+ oD
(lviel|# [oelp - Oy + [l P < A (3G +
s/ 546 [lngienlr2- 6,1 |llPrec

za sve i=1,m i dovoljno veliko ke N, Jjer S'k/ Bk"" O kada
k-» oo, tako da Je za dovoljno veliko k&N

:A ik+1 <3{k(“k)' V= 2k+1>-"-’-"°' (46)
1=
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Ocenimo sedmi sabirek w (37), Iz (12), (16), (20),
(24), (31) 1 (35) dobijamo da je za sve i=m+I,8 i dovoljno

veliko ke N
7‘ik+1<aik' Yk = z1:4-1)"' 7\11:4-1((“11:' vk}"bik"
- (agps 1) =21 = Mg (o0 vy =By +
+<a:l.k'ai' "k)*bi"bik" B) < Agyip (0
* E1r.:“‘“’1:”‘* 3= O < Agpa 5-1:(1‘*u“::”)"‘ Op <o,

tako da Je

8
E Aik +1<aik' Vie = 2y +1> <0 za dovoljno veliko keN,
=m+ |

Na kraju, ocenimo osmi sabirak u (37). Iz (36) sledi
da Je )k+1'0 111 By (zy,y) '“Akzk+1"gk”2' 6%-0, NS

“Akzk-!-l - By ||= Op-

U prvom sludaju je osmi sabirak Jednak nuli, a u drugom iz
(13), (16), (20), (24) i poslednje Jjednakosti dobijamo da Je
za dovoljno veliko ke N

<Akzk+l - Byy Ay (v - zk+l)> - (“kzml = Dy AyVy - Sk} +
o+ <Akzk+l - Bys By - -41;”1:4_1)5 A2y - lelAk"k = Ekll =
=llAyzy,q - B[ = O (lAvg =B+ (o -2y + BBy [[- O, <

< B 0+ 8 |wll+ 8- 8% B3 a+|ju p- Bp<o.

Kako Je 7\k+1?-0, to je u oba slucdaja za dovolJno veliko ke RN

2 Asa{Mtices = Bier AT - 7y1)) < 0

(47)

(48)
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Zamenjujuéi ocene (38), (41) i (43) - (48) u (37) dobi-
jemo da Je za dovoljno veliko ke N

0. |fuy - | [1- 2, D+ 201 ( 3y + 6,)] -
~||Zen ~ 0| P (1 - Dy (T + 4L + 2men + 8me 3,)/2] -
= “"k+1 = "'k”z [1 +2edy 2, -Cx0y gk] *
r03 28y + O (49
Iz (14) sledi da Je /7, <2/(L+2mcL+4<, +4ms ), odnosno

fs a8 l- /Q'k(I:-l-ﬂ-nZ:k + 2meL + 4me Sk)/2 ?-'"0; (50)

a iz (16) da Je
1424, 0, -C,P, 0, =14+ d, D (2-05(0,/68,)(0 /<L =1 (51)

za dovoljno veliko ke N, Zamenjujuéi ocene (50) i (51) u (49)
dobijamo da Je

2
llzk-bl"'vk‘F-‘E "“k""k” [1'2°('k/3k+c1©k(8k+ Sk)] '
| +02/9k( 9k+ Sk)"
a zamenjujuéi tu ocenmu, (22) i (27) u (25)
(-')k +1 = LJ--)1,:(1-Elk) +d.k za dovoljno veliko keN, (52)
gde ‘:je

8= LD (1+2d, D 20 (B + 3 )/, o
ap =Ly B+ oL 20O+ 80/, +
+ (E/ (g 2y *”":”"J’k - oy I/("z' E@k))z:]'

o0

Iz (16) sledi da je lim dy /s, =0, a Sa 253 Z; Sy =+ 00,
. - k=
0

gde Je ko toliko veliki priroden bdroj da Je ispunjeno (52) i



ia Je 0<s8, <1 za kZKk,. Na osnova leme 2.1.1 sledi da
) ~» 0, odnosno ||u, - v ||~ 0 kada Xx—co. Teorema je dokazana.

U sludaju kada Je Uo poliedar iz R a T-Rr, Jednakost
\u=b je ekvivalentna sa 2r linearnih nejednakosti, teko da u
odredivanju skupa Q. (5) ne mora udestvovati nejednakost
g (u)< 0, Teda (4) - (6) predstavlja problem kvadratnog progra-
miranja.

Neka u odredivanju skupa U (1) udestvuju samo konvek-
sne neprekidno - diferencijabilne funkcije pri cemm Je ispunjen
Sleterov uslov, i neka Je Uo proizvoljan zatvoren konveksan
skup Hilbertovog prostora X. Tada su svi nizovi Lagranzevih
mnofitelja iz Kun ~ Takerove teoreme primenjene na problem mi-
nimizacije funkeije Tihonova ogranileni (poletak dokaza teore-
me 1.3.1), tako da se u formmlaciji teoreme 2.2.1,umesto (7),
zZ8 Uo moZe ugetli proizvoljan konveksan zatvoren skup iz X,
Specijalno, ako je U=U , onda metod (4) - (6) prelazi u regu-
larizovani metod projekcije gradijenata, Pri tome Je Qk-U, 8
minimum funkcije ¢k( u) na skupu U dostiZe se u projekeciji
talke u, - }th;(uk) na skup U, koJu &emo oznaditi sa
Py (v, - @kti(uk)). U dokazu teoreme 2.2.1 uslov (6) direktno
se koristi samo u dokazu nejednakosti (22). Iz svega redenog,
moZe se zakxljuliti da za regularizovani metod projekcije gra-
dijenata vafi sledela teoremsa,

Teorema 2.2.2, Neka su ispunjeni aledeéi uslovi:
1° U ;je. konveksan i zatvoren skup Hilbertovog prostora X, J(u)
je konveksna neprekidno — diferencijabilna funkecija na U, takva
da je za sve u,veU

“J“'(n) -J"(v)“2 £L (J"(u) —J"tv), u-v),
ispunjeni su uslovi (2);



- 89 -

2° pribliZna vrednost Jy(u) gradijenta J°(u) zadoveljava uslov

”J'(’u)-Ji(u)”%Sk(l +”n”) za sve uelU,;

20 u, Je norsalno reienje problema J(u) -+ inf, ueU;
4° nizovi oLy, Dy €3 1 3y, XeN su takvi da Je

L, >0, 0 <& D <21, £ 30, J. 20,

0
1im (CLk+ gk-l- Ek)-o’ ;J;k @k:w .

kK —» 0O
11w (€ /(dy D)+ O/l v | Ly oLy [ /(L2 B)) =03
k —» 00

50 niz u,, kel odreden je na slededi nadin., Neka je u, U,
Ako je u, €U poznato, onda se u,_ 4 &U odreduje 1z uslova

el k{{,ﬂﬂﬂrﬂ.”‘"-

Primer, Neka su u primerims iz §1.1 i §1.3 ume-
sto matrica B(t), D(t) i £(t), i talaka z i x, poznate samo
njihove pribliZne vrednosti: B, (t), D, (t) i £, (t), matrice &i-
ji su elementl deo po deo neprekidne funkcije, i tacke 2z, 1
Neka Je pri tome za ave ke N

x,.
B 'ofgilml B(t) - B, (%)]| < 3, /(222 + 2)1/2, (53)
Y LCRNCIEE VE ST LT S

fyn =, S0P () - £,(8)] < Symin {1, ery/(2m?/3 (55)

2 - 2l] o < 8y/2m 1 ||xgy - xo]| o< Spem™2 (58)

gde Je M= m{_Tl/a, 1"'1/2}. Uvedimo oznake
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- t
Jk(u) - I:::(T) - zklzn’ b, (t) = xok"'f:k(t)d T,

' t
A(®) = x(8) = [(B DD + D (DIVDNAT.
O

Pokaf¥imo da su Jy(u), A, 1 b, pribliZne vrednosti gradijenta
J’(u), matrice A 1 vektora b, koje zadoveljavaju uslove (11)
i (13). Na isti nadin kao i u dokazu Jednakosti (1.1.17) moZe
se dokazati da Je funkcije Jk(u) neprekidno - diferencijabilna

ng X i da Je za sve u,heX
<J£(u), h)x -2 <x(‘]!) -2, hI(T)>Rn.

Oduzimajuéli poslednju Jednakost od (1.1.7) dobijamo da Je

(J" (u) -J'i(u), h)x = 2 (51[- Zy hI(T)>Rn &
< 2l =] o (< 205y 208 < S,
za sve heX, odakle sledl da jJe
[ ) - g @)||_< By < 3,2 +liulD

za sve ueX, Na istli nadin kao i za operator A moZe se dokaza-

+t1i da Je Ak ogranideni linearni operator koJi preslikava X u
H:. Neka je y, = (A-Ak)ueﬂi. Tada Je

t
78] =] f(BD - B + B -2V T| <

i T .
< B, f Lx(t')| at+ D, f‘l;v_(t*lt < Bmmuzl‘x‘ng + ]Zlm'_'|3:|-/2l|"ar"]:Ig .

odn
osno I 71{(1,) I :n < gnfmfﬂu z"in + ED?mT“V”ir * (57)
> ] 2

Takode Je
38| _n = |(B() = BEE(E) + (0 (8) = DIB)¥(8)] &

< By [x(8) | + Dy [¥C) |
odnosno
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| 30| 2, € 285, [ x(#)] 2+ 20E, [ wie)] 2. (58
Iz (53) i (54) sledl da Je
llca- Ak)u”Bn f( 78] 2 + |30 | 2pae - /(2Bh'.13”x”
+ ZDnT”"”Lr + 282 |x(£)|2 ot 202 _|v (%) |Rr)d1: <282 (1°+ 1)“1”% +
+ 2D]m(T2 + 1)l|v||2 % Y (”xl +“v”ir) < d ajuﬂi ;
E _

2
odakle Je
2 - al< Oy
Kako Je .
|3(t) "Ek(t)lan' Iro-xop Iff(t) - 2, (D))AT IRn <

T _
< |xo- xokIRn +[J,r(t) - I (%) Idt <|xo- xokan * Lyt

[Bc) =By (®)] = 2D - £,(0)] < 2
to Je 2
5 - Ek"% - [(Be) - B0 2+ [5(r) - Bie(w)| at &

7
2 2
< [((z_1 - £2 yat £
“'-_/c(;( km "‘Ixo xok[) +Im)
<13, /(2324 3, /(8mY2)2,232/ 20 dE,

odakle Je IIE-EklI 1$§k .

Bn

Time Je dokazano da pribl:l.ﬁne vrednosti J,(u), AL 1 bk: z8dovo-
ljavaju peti uslov 'l:eoreme 2.2.1, Pretpostavimo da skupovi U,
i U zadovolJavaju prvi 1 trefi, a nizovi °(’k’ gk"' Bk' Ek i
Sk’ keN Seati uslov teoreme 2.2,1, di Je skup V (1.1.12)
ograniSen u L i da Je skup AKerD (D je operator koji uZestvu-
Je u edredivanju skupa U, (7), a ne matrica D(t) (1.1.10)) za-
f:vom. u Ei; S5a vel dokazanim, u primerims iz §1.1 i §1.3,
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tada su ispunjeni svi uslovi teoreme 2.2.1, pa nixz U,y k&N,
odreden procesom (&) - (6), konvergira ka norsslnom resienju

§3. Regularizacija metoda linearisacije sa formiranjen
kaznene funkcije od nekih ogranidenja.

Razmotrimo sledeéi problem minimizacije

J(u) = inf, ueU’ ={uel: £,(u) <0, i=T,F, F(u)= o}, s

U-{uerz si(u)_-:_; 0o, 1 =I:E},

gde Jo U, zadan skup Hilbertovog prostora X, gde su funkecije
J(a), g5(ud, ieTym 1 £;(0), i=T,r definisane na U , pri &emm
su J(u) 1 3:].( u), i=71,m neprekidno - diferencijabilne i gde je
F(u) operator koji preslikava U, u Banahov prostor Y. Pretpo-
stavimo da Je

= inf J)> -0 1 U ={uel’: J(a)=J.]#4¢. (2)

Oznacimo sa

P(u) .t (max {0, :Bi(u)} )P +||F(u)||p, p>1l
i=1

i pretpostavimo da Je P(u) neprekidno - diferencijabilna funk-
cija na U, . Uvedimo funkeiju Tihonova

T, (u) = J(u) + A, P(u) + e(.kllu“z : ' (3)

gde su oLk i A;’l pozitivni nula -nizovi, Neka su umesto talnih
vrednosti funkcija gi(u), i=T,m i gradijenata J°(u), P*(u) i
si(u), i -T:E poznate samo njihove pribliZne vrednosti gik(u),
Ji(u), Pi(u) i gik(u), :!.-T:;, k& N, Tada za priblifnu vrednost

gradijenta T, (u)=J° (u) +4, 7 (u) + 2o(,u uzgmimo
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t (u) = Iy (u) + A, Py (u) + ZJ-ku.

sormirajme niz vy, kel na sledeéi malin, Neka je u, U . Pret-

sostavimo da Je poznato v, U, 5a neko ke N, Uvedimo funkelju

B, (w) = [[w-uyl| %72+ Py (Erlay),s B-uy)y, Oy >0 ()

oy ={uely: Bry(my) + (i (m)s n-vy) <
< 6k(1+||uk“2), i-T,_m}, 61,;-}:'--01-- (5)

i skup

Protpos'cavimc- da Je ij‘é i odredimo Y 12 uslova

ay 1 €Qps Pplig,) < inf b, (w)+ E2/2, € 3o, (6)
. k
mTeorenma 2,5,1, Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:

1° U, Je ronveksan i zatvoren skup Hilbertovog prostora X, F(u)

je operator koji preslikava U, 6 u Banahov prostor Y, J(u), P(u)

i gi(u) y 1= YT,m su konveksne neprekidno - -~ diferencijabilne, =

JCY |E!? :ti(u), i =« I,T konveksne neprekidne funkcije na U, , sku-

povi U 1 U’ su definisani u (1), ispunjeni su uslovi (2);

o° poatoje u’el’, 7\120, i=«T,7 i e YE takvi da Je
Zifi(u') =0, 1=1,7 i L(u’)< L(u) za sve uel,

gde Je

L(u) = J(u) + A 2y () +oee+ AL (1) +<y1, P(u));

29 postodi uelU’ takvo da je gi(u)<o, i=T,m
4° postodi L >0 takvo da ;le za sve u,v&U

”J"(u) _s )< s (37 (@) - 37w, u-v),
[p7 @) - 2 (M|[P< T (B* (@) - 2" (¥), u-v), 7)
&5 () - 3;_(1)“5 I Ilu - v", i=T,m 3
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5% pribliine vrednesti g_u(u), Ji(u), Pi(n) i gik(u) funkeija
Bi(u)i i'rﬁ 1 gradijenata J!(u)' P°(n) 1 q(u)g i'm ) |
takve da Je za sve k(N 1 uéUo

6y () - g3, ()| < 51+ [[ufD), 1=Tiw
max {ll 3 @) = @y |2 - @} ¢ B2+ fulp
[EAQEE-NCY RN LI FERE

g’ nizovi de, ,bk: Gk, Ck, o, 1 A, k&N zadovoljavaju us-

love
cl-k? 0, %?0’ ek ?0" 6k; 0' Sk? O, Ak:?' 0,

(o
lin (L+ Dye Oy Er Bpeagh) =0, ;,akak.m ,
-gp QO =] |

Lm (8, /0, + € /(L) D) + ek/?‘fk"’ L™ SpA Sy +

k =00

+ Dby + |l Ly | /L2 D) + IAk'A‘k-n-lI/( LgP)) =0
i
0y RaX {51—"5", 3+3”E"}52 0. s
gde Je u iz trefeg uslova teoreme, a q=p/(p-1),
Tada Je Qka‘ﬁ ga 8ve ke N, a niz vektora .4 keN, odreden pro-

cesom (4) - (6) konvergira ka resenju u_ problema (1), koje ima
najmanju neormu,

Pre nego $to predemo na dokaz teoreme pokazimo da pos-
tojJe nizovi L,, 2., 6., &,, 3y 1 A, keN, koji zadovolja-

vaju Sesti uslov teoreme. Na primer, mofemo uzeti da Je
L, x(1-2)/(5) D e x~1/(39) ek n kfl/s, €, = x-1/3
A = xl/ (%) 4 §k = (5°V3)/nax {5 + "E", 3+ 3”5" } o

Dokaz., Kaoiu dokazu teoreme 2.2,1, mofe sa po-
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kazatli da Je za sve i=T,mikel

gy (a0 + (B (a) s T=nyp) < B3+ {[ufl),

odnosno da Je Qkﬁ¢ i da je sadovoljen Sleterov uslov. Odredi-

mo nizove Vv iz, ke N iz uslova

v €U, Ty (V) S T, (u) za sve uel (8)

zk-t-l‘ Qk’ ¢k(zk+l) S ¢k(u) za 8sVe uer- (9)

Funkcije T, (u) 1 ¢k(u) su neprekidne i Jako konveksne sa kon-
stantama jake konveksnosti o, i 1/2, a skupovi U i Q, konvek-
ani i zatvoreni, pa su uslovima (8) i (9) talke v, 1 z, , od~-

redene jednoznadno. Na osnova teoreme 2.1.2 Je

kl-j;mc::!lvk "“;“" O, - (10)

pa Je za sve ke N

vl < v - wll + gl < ¢4 (11)

I ovde &emo sa C;y 1&N oznadavati pozitiwne konstante koje ne
zavise od k, pri Semu isto oznadene konstante u dvema razlici-
tim formulama ne moraju imsti iste vrednosti. U dokazu teorenme
2.2.1 pokazano Jje da Je

“uk-i-l - zl:-l-l” < ek' (I2)

Kako Je “uk-u!“s.:“uk-vk“+“vk-u!“ to iz (10) sledi da Je
za zavrSetak dokaza teoreme dovoljno pokazati da "uk = k”"’ 0
kada k- OO,

Uvedimo oznaku Qkuuuk—vkllz; Tada Je (formula 2.25)

2
Wyepq = |logs1 - "k+1\ <1+ Ly 2|2 q - 2+

+(L+ dy D) ("uk+l - ’k+1” ¥ “"k - 1'l:+2|.“) 2/(°6k Ox)e (13)
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7 (12) Je ocenjeno Iluk+1"5k+1“""' Ocenimo “vk-vh_l”. U dokazu
1ejednakosti (2.27) Je pokaszano da Je

2 , ;
2y [[Viga1 - 'k“ < (Tk('kﬂ) -T2 (Yee1?r Vi1 'x)-

ZamenjuJjuéi funkeiju !k(u) iz (3) u poslednju nejednakost do-
bijamo da Je

2oy |lviesn - "k“a-‘é (& - Am-l){P'w("k-pl) ? Vg1~ "k) *

+ (el - 4k+1)("x+1' k+l "'k}é qr “-‘k+1|‘

) “P' ('1;-.-1)” + I “Lk - ‘[1;...1"“'14.1“)“71:...1 - Vk“- (1&)

Iz (7) sleai da Je ||P’(w) ~* ()| < Lfju-v|| 2a sve u,veU,, pa
iz (10) dobijemo da Je

“P' (vk-!-l)ll < "P’ ('k-i-l) - P’ (u!) “ +
+|l¥° (“:)“ < Iltvy, - gl + e o ]| <5
Zemenjujuéi poslednju ocemu 1 (11) u (14) dobijamo da Je

[¥igsq = Vicll € 01 (L4 - Al +] L= a2 L. (15)

Ocenimo ||zk+1-vk||2. Na probleme (8) i (9) primenimo teoremu
1.2.1 1 lemu 1.1.1, pa transformiiimo dobijene nejednakosti
na isti na¥in kao i pri dokazu formule (2,27). Dobijamo da Je

| °S<zk+l'uk’ Vk-zk.l.])"' ek<mi('k)_ti(uk)’ zk+:|.mvk>+

" /bki /‘ik(gi("k) ’ z]:+1"1""k,> i i A ik+];.<3£k(uk) 9 vk"zk+1>' (16)

=] inl
Pri tome je M,y 20 1 Agy,q >0, i=TI R, Dokakimo da postoji
c >0, takvo da Je /[c4y <Cy i=1,m ykel, Prinenom teoreme 1.1l.1
na problem (8) dobijamo da postoje LagranZevi mnoZitelji
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/«.ika.o, i=1,m takvi da je za ave ueU,
J (#k) +A, P(vy ) + a(,k“vk“as J(u) + A, P(u) +

+ Loffafff+ Meg8y @) +eout Mpyey(ad.

Stavljajuél v =u u poslednju nejednakost i koristelél treéi us-
lov teoreme, iz koga sledi da Je P(u) = O, dobijamo da Je

za svako j=1l,m, odnosno da Je

M gx <T@ =3 + oL lfa 2~ Ly lv 1)/ g5
Niz na desnoj strani poslednje nejednakosti konvergira broju
(I@) = 3(u,))/ |85@)|, pa Je niz Ay, kel ogranilen sa sve

J=1l,m,
Prvi, treéi i Zetvrti sabirak u (16) ocenjuje se for-

mlama (2.37), (2.43) i (2.46), Ocenimo drugi sabirak u (16),
Ako Tl":(vk) i ti(“k) napifemo u razvijenom obliku, onda on pos-—

taje

IRCICRRTICR RESREL DI R CUCO R {CRNENPEL DI
G kAk<P' (V) =Py (uy )y By - 7k> +29y °‘k_<vk ~Ukr Zp41 " vk> :

Suma pwoé i tredeg sabirka desne strane poslednje jednakosti

ocenjena Jje formulom (2.41), a ocenjujuéi <P'(Vk) - Pr (v, ),
' 2,1 vk>,na isti nadin na koJi je u dokazu nejednakosti

(2.41) ocenjeno (J' (vy) = I (v, ), zk+1-vk>, dobijamo da je
(P' (vy) = BpCuy)y 2,y -V <Lz, o —uy |Pras

¥ Sku’nl"’k"z* 31;““1:"’1:"2/2*"151;* ,
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tako da za drugi sabirak veZi ocena

7 (T () =t By =) < (/B4 AT b e L)
Jogyn =l - ZxCelx = T A S lEean = vl -
C (= By /2= by By /DIy - v |7+ Cy By Sy (17)

Primetimo samo da se u dokazu nejednakosti (17) umesto nejed-
nakosti (2.24) koristi nejednakest (11). Zamenjujuéi (2.37),
(2.43), (2.46) 1 (17) u (16) dobijamo da Je

0% |y - Vklla[ kPt PC1(Ox+ Bp) + 2y g1:51;:] -
|21 -ukllz[l - % (W2+0,L/2+2d, +moL+2mc ) | -
oy, = vilPL+ 2 B =22 5 =204, 5, |4
+ czak(s i+ 0,)+ Cy 2y O hy 2a dovoljno veliko keR. (18)

Iz Sestog uslova teoreme sledl da izrasz uz Ilzk +1"'“k”2 tezZl ka
-1 kada k=» o0, 0dnosno da Je manji od nule 3a dovoljno veliko

ke N, kao 1 da Je

142y By =25, 3y =20, A Sy =
21+2l, D, (1=03, /oy =8y 0y /L)1
za dovoljno veliko ke N, tako da (18) postaje
2 - "k”as o - 'k"a[l =2y P+ 2401 (3 p+ O+
+ D, S ] +CB, (3 + B 05D T AL
Zamenjujuéi poslednju ocenu, (125 i (15) u (13) dobijamo da jJe

Wy1€ W (Q-sy) +a (19)
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za dovoljno veliko ke N, gde Jje
d,k..claé 2 ( 1+ “{'k@k)[(gk"' Gk)/o(.k-l- SkAk"'
P (6 /(B + hp = iy 170300 + [ 4= Ly |72 ],

Tz Sestog uslova teoreme sledi da d.k/sk-- O kada k- o0 i da
o0

Je Z Sp=*+ P, gde Je k toliko veliki prirodan broj da je
k=X,

jspunjeno (19) i da Je O <s <1 za sve k>k,. Na oanovu leme

2.1.1 8ledi da Ok—- 0, odnosno “uk-vk"—- O kada k=—» 0, Te -

rema Jje dokazana,.

U sludaju kada je U, poliedar iz R®, odnosno presek
konadnog broja zatvorenih poluprostora, problem (4) - (6) pred—
stavlja problem kvedratnog programiranja. U slucdaju kada Je
m=0, odnosno kada Je U=1,, metod (4) - (6) prelazi u regula-
rizovani metod projekcije gradijenata. Tada Je Q~U, & nini-
mum funkelje ¢k(u) ne skupu U dostiZe se u projekeiji tacdke
u, - ’bkt];(uk) na skup U, U dokazu teoreme 2.3.l1 uslov (6) di-
rektno se koristi samo u dokazu nejednakosti (12), tako da za
regularizovani metod projekcije gradijenata vaZi sledeéa teo-
rema.

PTeorema 2.3.2. Neka su ispunjeni sledeéi uslovi:
1° U je konveksan zatvorén skup Hilbertovog prostora X, F(u)
je operator koji preslikava skup U u Benahov prostor Y, J(a)
i P(u) su konveksne neprkidno - diferencijabilne, a ”F(u)

£:(u), i=T,Tr konveksne neprekidne funkcije na U, skup U’

definisan je u (1), ispunjeni su uslovi (2);
2° postoje u’ €U’y A3>0, 1=1I,ri y® a Y® takvi da jJe



7\11'5_(11') =0, i=T,r i L(u’) < L(u) za sve ualU,

gie Jje L(u) = J(u) + Alfl(u) teoot ]rrr(u) +<y” p(u)> .

3% postoji L =0 takvo da Je za sve u,veu

4° pribliZne vrednosti J]‘;(u) i Py (u) gradijenata J *(n) 1 P (u)

2
J'(u)-—J"(v)“ £ L <J'(u)-J"(v), n=-v) i

P’ (u) - P*(M||2< L (F* (@) =" (¥, u-¥) ;

su takve da Jje za sve keN 1 uer
max {IIJi(u) -3y l, |27 -P;(u)ll} <&, (1+|u]p ;

5° nigovi lk, "bk, ' K? Sk i Ak’ k&N 2zadovoljavaju sve re-
lacije Sestog uslova teoreme 2.,5.1 u kojima se ne pojavlijuje
Oy

6° nisz Uy ke N odreden je na sledeéi nadin., Neka je u, eU.
Ako je u, €U poznato za neko k&N, onda se u, .+ odreduje iz

sledeéeg uslova

U1 €U ||uk.;1 - Py(uy = ,}kti(uk))" <.,

gde Je ti(u) - Ji(u) + Ak?i(u) +2 -Cku.

Tada je 1lim |{ju,-u_||=0 e je normalne resenje problema
je lnm [lu Lll=0, gde Je ug Je p

J(u) — inf, v«U; a U’skup definisan u (1).

Primer,. Poka¥imo da se pod odredenim uélov:lma na
pﬁ:oblen'poamtran u primeru iz §2.2 moie primeniti regulari-
zovani metod projekcije gredijenata, odnosno teorema 2.3.2.

Od ogranifenja Au=b iz problema (1.1.13) formirafemo kaznenu
funkciju P(u) = “F(u)“z- ||Au-5“2. PokaZimo da Je tada ispunjen
'Ereéi uslov teoreme 2.3.2. Veé je pokezanoe (1.1l.14) da prwu
nejednakost iz treéeg uslova sadovoljeve konstanta L= 2H2‘,'



- 0l =

zde jo M=max {12, 12} Neka su u,v,heX. Tada Je
(¥’ () - P* (M) h) = (24%(au-5) - 4% (av-5), h) = 2 (ACa-v) JAb). (20)
Iz (20) sledl da Je
(2 (o) - (), B)|<2[aca - ][ {alHfal
2 cay - 2* (9 || < 2llaca - |l -

odnosno,

Stavljajuéi h=u-v u (20) dobijamo da Je

2. (22)

<P'(u) -P'(v), u~- v)- 2 (A(u -V)y A(u - v)) 2 2“A(u -v)
Tz (21) i (22) sledi da Je
IlP'(u) - P’ (v)“zg_:_. 2||A ||2<P" (uw) =P (v), u- v>.

Prema tome, 'breéi uslov teoreme 2.3.2 zadovolJjava konstanta |

Pretpostavimo da pribliZne vrednosti Bk(t), ]Jk('l:),
fk(t) ix, zadovoljavaju nejednakosti (2.53) = (2.56) u kojims

se umesto Ek nalagzi Sk/G, gde Je C=2 max {_2"11“*' S, ”5“"'
+ “A“ + S} s & O = sup{gk: keN} , 1 da pribliZna vrednost 3z,
zadovoljava prvu nejednakost (2. 56). U primeru iz §2.2 poka-
zano da Je tada

s l<se, 55l <S0 ¢ @ - @ll<Sa e, @)

gde Je Jy (u) = Ix(T) -zklz. Neka je P, (u) = HAku-Ek"é j neka su
u,h&X. Tada Je

<P-l'r (u) -Pi(u), h>- 2 <A‘I1 —E, Lh)-E- <Ak'l1 -Ek’ Akh>-
-2 (au-B, (a-apny+2 ((A-au+By -5, Ah).

Is poslednje jednakosti 1 (23) dobijamo da Je



e ) - By )] < 2fjin - BlHja - a, Ml + 2¢]a -
- sy JHull+ 18y - B0 fay el < 2¢iaf o]l + 51D 3 fmlbe +
+ 2 5];(“"‘“ + 1) (|lAl] + Sk)“h"/c < 9, (1+ "un) llh" :

odnosno upr(u) - Pi(n)" < Q 1:(:l_ + "n“).

Poslednja nejednakost, zajedno sa poslednjom nejednako3zéu (23)

predstavija Zetvrti uslov teoreme 2.3.2, Funkcija ||p(u)” g

- "An-;" je komveksna i neprekidna. Pretpostavimo da je ispu-
njen drugi uslov teoreme 2.3.2 u kome se umesto skupova U’ i

U nalaze U i U, ( ne primer ako skupovi U, i U sadovoljavaju

prvi i treéi uslov teoreme 1.1.5 ), a takode peti 1 Hestli us-

lov iste tepreme. Tada dobijeni niz u,, k«N koavergira ( po

normi prostora X ) ka normalnom reienju problema (1.1.9) - (1.1.12).
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