


























































































































































































































































































































§ 8 . 11 152 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

JAq +-lRq + JRq', 

0= lAf, + lRf, + 

r=SAq + 

lf, SAf,' 

1= 

(8) 
(7) (6) lRq', (3) (4) 

JRq. (5) 
+ 

... ... 

(3) - (8) 

0= lAf, ; 

f=S 

r=SAq, 

f=S Af, 

(9) 
lAf, S S AIj S Af, 

- mqc = = = = = lf, . 
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Како смо изабрали осе тако да је ~c= о, из (9) имамо: 

(1) lАч-1А'f, -о. 

Према томе импулс силе треба да буде паралелан са ~ осом. 

Означимо тачку пресека тог импулса са AI]!; равни са Г и коорди
нате те тачке са (о, IJr, Ьг). Тада имамо 

S А ~ = О, S АЧ = 1 A~ ЬГ' S АЬ = -1 А; I]r • 

Ако те вредности ставимо у једна чине (9), добиhемо вредност 

(10) П~r, ~ -~ т, ~; Ь; ~O, 

а остале услове у облику 

(11) 

Како је 

~ m; ~j=m~c=O, 

услов (1 О) можемо сменити условом 

(12) - ~ тј ~' (Ьс - ЬГ ) = О. 

Даље из (11) следује 

Како је 

закључујемо да је и 

(Ј3) 

ПЧЬ = - ~ тј 1]1 Ь, = - т I]c ЬГ . 

- ~ m; 1]1 ЬГ = - т I]c ЬГ , 

- L mll]i (ы� - ЬГ )=0. 

Из услова (12) и (13) следује да су 

(11) 

где је ГО пројекција тачке Г на осу АА'. То значи да за пол ГО 

оса АА' треба да буде главна оса инерције. 

Најзад из (1I) можемо написати 

(Ш) 

где је р крак инерције тела за осу АА', тј. lь =т р2. Овај последњи 

услов је сличан услову који смо поставили за конјуговане осе 

физичког клатна (§ 3.3). 
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---

Ако су испуњена три услова (1), (11) и (111), онда од у дара ... 
тренутне силе импулса Ј А (ј A~' о, О), чија права пролази кроз тачку 

r (О, 1)г, ~г), на осу АА' у тачкама А и А' неЬе дејствовати 

тре нутне реакције. ~ 

Тачка са r координатама 

~г =0, 
А р2 

ЧГ -..=-- ~ --, 

mСЈс СЈс 
назива се Центар удара. 

§ 8 . 2. Судар два тела 

Судар два или више тела претставља компликовану физичку 
појаву и проучавање те појаве стварно спада у теорију еластично

сти, јер при судару физичких тела основну улогу играју еластичне 

особине тих тела. Међутим при приближном и идеализованом по
сматрању те појаве може се створити о дејству еластичних сила 

таква хипотеза која поставља правила на основу којих можемо 

одредити главни вектор и главни момент оних еластичних сила' које 

дејствују на тело за време удара. Такав идеализован задатак судара 

тела спада у проучавања рацио

налне механике. У овом пара

графу решавамо тако постав

љени задатак судара два тела. 

Нека се у тачки D (сл. 22) 
сударају два тела маса т. и 

m2 са центрима маса С 1 И С 2' 

Нека у тачки О, постоји, рецимо, 

за прво тело, одређена тангент-
... 

на раван, и неко је порт уну-

трашње нормале површине пр

вог тела у тој тачки. 

Са претпоставком да ин- СЛИ". 22 
декс i узима вредност 1 за 

прво тело и 2 за друго тело уведимо ове ознаке: 

... 
Vi 

брзина тачке Сј при почетку судара, 

прираштај брзине тачке Сј за све време судара, 
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-+ -+ -+ 
Vj2 = v'o + Vj 

-+ 
WјО 

Судар два тела 

брзина тачке Сј на крају судара 

угаона брзина i' тог тела у почетку судара 

Calj прираштај угаоне брзине за све време судара, 

~ -+ ~ 

Wј2 = WјО + 001 угаона брзина на крају судара, 

-+ 

§ 8·2 

1/0 (/;01,1;'2,1;0.) момент количина кретања i' тог тела у односу на 
тачку Сј са координатама у односу на главне осе инерције i' тог 
тела и то за почетни тренутак судара, 

~ 

Iј (/11' lј2' Iјз ) одговарајуће величине за прираштај момента 

-+ 
lј2 (li21' lј22' 1;2В) одговарајуће величине момента на крају судара, 

~ 

Гј 

~ 

}; 

вектор положаја тачке D у односу на тачку Сј , 

импулс реакције у тачки D која дејствује на i' то тело, 

момент импулса реакције у тачки D у односу на 

тачку Сј , 

А;, В;, С; главни централни моменти инерције i' ог тела. 

Ако се зауставимо на случају судара без треlbа, импулси реак
-+ 

ција треба да буду у правцу нормале п и супротног смера једна 

према другој. Ставимо 

Како је 

имамо 

-+ ~ -+ -+-+ 
Sl=j[r1, п] Sa=-j[r2,n]. 

Помоhу наведених ознака можемо, прво, изразити закон при

раштаја количине кретања и закон прираштаја момента количина 

кретања Ја свако тело посебице: 

или 

(1) 

(2) 

-+-+ ~-+ 

тј V,=};, I,=S, 

-+ -+ -+ -+ 
тЈ v1 =}n. т! VJ = - Ј п, 
-+ -+-+ -+ -+~ 
IЈ=ј[г1 ,n}, 12--ј[г2,n]. 
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Помоhу написаних израза можемо потврдити да су прираштаји 

количине кретања и момента количина кретања за целокупни сис

тем од два тела једнаки нули. при чему главни момент треба 

израчунати за центар целокупог система. 

За прираwтај количине кретања непосредно имамо 

~ ~ ~ ~ 

т1 V1 + т. VII = Ј п - Ј п = О. 

Ако са С означимо центар маса целокупног система. имамо 

-~~~ -~~~ 

CCl~ГC-Г1J СС'l.=ГС-Г2· 

Према томе за прираштај момента изводимо 

~ ~~ ~ ~~~ ~ 

11 + [гс - Г1 • т 1 v1)+I.+[rc - Г2• т! V.]= 

~~ ~ ~~ ~~ ~ ~~ 

=ј[г1 • n]+ ј[ГС-Гl' n]-][rll • n]-][ГС-Г2'n]=0. 
~ ~ ~ ~ 

На тај начин. за одређивање четири вектора V1• V., 11' [2 И 

једног скалара Ј имамо четири векторске једначине (1) и (2). 

За добиван.е још једне, скаларне једначине, користимо Карноов 

резултат у облику (§ 10.4, 11): 

(3) 

где је Т. жива сила целокупног система у почетку судара, ТЈ -
исто после судара, 6 коефицијент успостављања (§ 12.3, 1), а Т18 
жива сила изгубљених брзина, тј. жива сила кад су брзине тачака 

смењене разликама брзина у почетку кретања и на крају првог 

акта судара. Према томе величина Т18 не може бити негативна. 

За израчунавање резлике ставимо 

2 

Т2 - ~O~ ] (Ti2 - Т;О)· 

После примене обрасца (1) § 1.6 израчуна вамо 
2 

1 ~ ~ ~ ~ ~ 
Т2 -ТО ="2 ~ [тј V,:2+(lЉ(Ј)i2)-т/Viоz -(liо,Wtо)]' 

1-1 

Ако извршимо све показане операције и искористимо једна

чине (1) и (2), добиhемо из (3) ову квадратну једначину по Ј: 

(4) a.r+2bJ+c~0, 
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где су 

Судар два тела 

~ ~ ~ 

2 Ь =(vIO - V.O• п) + /101 аl /А • + 1102 ~1/ ВI + 

+ 1108 Уl/ СI -1201 а./ А 2 - 1.02 f3J В.-/20• у 2/ Cz, 

c=(l-еZ) Т10, 

~ ~ 

§ 8·2 , 

При томе су а,. ~i УI координате вектора [Гј. п] у односу на главне 
осе инерције одговарајуЬег тела. 

Једначива (4) има корене 

(5) 
. ь 1 ,/ 

}= --±- уЬ2 - ас. 
а а 

За потпуно еластични судар је 6= 1, па према томе је с=о, 

а решење (5) узима облик 

1= _!. ±!.. 
. а а 

Како је Ј 1= О, закључујемо да је потребно задржати само знак 
минус и према томе дефинитивно имамо 

(6) 
ь 1 

Ј = - - - - v lJ2 - ас . 
а а 

Корен у претходном изразу треба да буде увек реалан, а 

то даје 
Ь2 ;> ас. 

Тај услов треба да важи за све могуЬе сударе, а то значи 

треба да важи и за највеЬу вредност десне стране. Како је а > О 
и не зависи од Ь, тј. од природе судара, треба ставити 

Ь2 =асmах • 

Пошто је С=Сmах за 8~0 и при томе тај максимум има вред
ност Т10 , закљ учујемо да је Сmах = lJ2/a = Т1 !)' Према томе у општем 
случају је с = (1 - 82) Т10 = (1- е2) Ь2/а, тј. 

ас=(1 - в2) 1J2. 
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На тај начин долазимо из (6) до ове дефинитивне вредности 
импулса 

}= - (1 +€) .!!.. . 
а 

Са том вредношhу импулса можемо према (1) и (2) израчу
нати прираштаје количина кретања и импулса количина кретања, 

а затим и кинематичко стање оба тела на крају судара. 

Зауставимо се на такозваном цеНlПралном судару, кад у почетку 
.... 

судара три тачке С1 , D, С2 леже на нормали са ортом п. Тада су 

1 
а = - (1/т 1 + 1/т2), 

2 
-+ -+ -+ 

2Ь = (V10 -V20 , п), 

1 т1 т2 .... .... .... 
с = - (v10 - V20 , п)2 (1-€2). 

2 тј + т2 

Импулс} узима вредност 

т т ............ 
}= -(1+8) 1 2 (V 10 -V20 , п). 

т1 + т2 

За потпуно еластичан централни судар имамо исте вредности 

за а и Ь, а с=О. Једначина (4) има један корен Ј=О, који је бес

предметан, а други је 

тт -+ -+-+ 
}= -2Ь/а= -2 1 2 (V 10 -V20 , п). 

тј + т2 

За проверавање резултата, у сваком конкретном задатку, од 

користи је и на дефинитивl'IОМ решењу проверити закон прира

штаја количине кретања и закон прираштаја момента количина 

за целокупни систем од два тела. Понекад примена само тих 

закона даје решење проблема о судару. 



Кратак преглед историје рационалне механике 

у свом курсу рационалне механике изнео сам у довољној 

мери садржај и методу рационалне механике као дедуктивне 

науке. Дедуктивно стварање савремене рационалне механике 

врwило се постепено. Дедуктивном формирању Је претходио чисто 

нидуктнвни период, период скупљања факата из природе. Тај 

чисто индуктивни период имао је своју врло дугу историју, а про

дуж у је се и данас. На исти начин као што паралелно са дедуктив

ном постоји и индуктивна, па и практична геометрија, тако данас 

паралелно са дедуктивном механиком постоји и физичка и прак

'Гична механика, која проучава конкретне физичке појаве меха

НJlqке природе и служи практичним циљевима. Физичка механика, 

с једне стране, искоришhује схеме рационалне механике, која је 

сад добила назив класuчне механпке, с друге стране даје потстрек 

увођељу нових теориеких ехема, које имају задатак да објасне и 
оне физичке појаве које се не могу протумачити непосредном 

применом ехема класичне механике. 

Из тога што је дедукти~на механика израсла на тлу факата 
и развитка индуктивне механике непосредно следује да у историј" 

целокупне механике пре свега треба говорити о индуктивној меха

ници, и то о њеном почетку од најдавнијих времена. Али то је 

једно специјално питање доисториеке културе, о којем немам 

могуhности овде да говорим. Треба поменути само онај период 

ИНЈ(уктивне механике који је непосредно претходио појави раци

оналне механике. Разуме ее да је немогуЬе 06јекmuвно тачно одре

дити моменат када се појавила рационална механика. За тај моме

нат Ьемо условно сматрати 1687 годину, годину изласка из штампе 
првог издаља Њутнових PhiJosophiae naturaJis рсјпсјрја mathematica, 
кратко Рriпсiрiа, карактерисан овом реченицом у предговору: 

Mechanicam уесо duplicem veteres сопstituеruпt: rationaJem, quae 
per demonstrationes acurate procedit, et practicam. Али разлог за 
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узимање тог момента није у томе што jt! Њутн назвао своју меха
нику рационалном, веЬ у томе што је Њутн заиста први у 

својим Рriпсiрiа формулисао и развио своју механику на бази 

сличној оној на којој је била развијена геометрија Еуклидових 

Елемената, који су и тада';fбили сматрани као узор дедуктивног 
излагања. 

Пређимо на кратак списак Њутнових претходника. 

Сматра се да је, у својим тумачењима различитих механич

ких изума, А р и:с т о т е л (384 - 322 пре и. е.) први споменуо 

I.L1JXOtVtXQ; 'ltpo~).~J.Lat'a. Према томе од Аристотела можемо у неку 

руку рачунати почетак индуктивне механи~е у облику свесног при

купљања механичких факата. 

даље троба навести велико име А р х и м е д а (287 - 212 
пре н. е.) као оснивача индуктивне статике са знатним применама 

теориских, углавном математичких расуђивања. 

Затим треба да прескочимо неколико столеhа ,и наведемо 

Г а л и л е о -Г а л и л е ј а (1564 - 1642), оснивача индуктивне дина

мике. Према томе је формулисање, чак и у индуктивном облику, 

неких динамичких п закона" заостало иза статике више од осамнаест 

столеhа. Улога Галилеја била је нарочито значај на у формирању 

новог научног гледања на свет. Од његових расправа два дела 

nDialogo" и "Discorsi" била су врло популарна; она су однела 

победу нових идеја над старим схолистичким. У n Discorsi" и 

п Scienza meccanica" Г алилеј је проучавао слободни пад тела, тео
рију простих машина, начела теорија еластичности и др. Биогра

фија Галилеја је врло поучна како са научног тако и са политич

ког г ледишта. 

За утврђивање нових научних позиција велику улогу је оди

грао Галилејев савременик, енглески научник Ф р а н с и с Б е к о н 

(1566 -1626) нарочито својим делом "Novum Organum scienciaram". 
Ради карактерисања његовог погледа на стварање науке, навешhу 

само једну реченицу која се у највеЬој мери односи на поделу меха

нике на индуктивну и дедуктивну. 

п Наш пут и наша метода... састоји се у овом: ми, као емпи

ричари, извлачимо не практично из практичног и експеримент из 

експеримента" веЬ узроке и аксиоме из практичног и експериме

ната, а из узрока и аксиома - поново практично и експерименте, 

као верне тумаче Природе". 
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Треба споменути и Д е к а р т а (1596 -1650), који је својим 
научним радовима много допринео формирању и механике у тачну 
математичку дедуктивну науку. 

Тако смо дошли до краја седамнаестог века. Исте 1687 године 
кад су била штампана Њутнова Рriпсiрiа француски математичар 

Рјепе Varignon (1654 -1722) штампао је .. Projet de lа nouvelle 
mecanique- где је поставио статику готово на савремену научну 

основу. Према томе, ако Њутна (1642-1727) сматрамо као првог 
оснивача рационалне механике, што се тиче статике део те заслуге 

треба да припадне Варињону. 

За разумевање даљег тока развитка рационалне механике 

треба навести две специфичне особине Њутнових Principia. 

Пре свега треба узети у обзир епоху у којој је живео и 

радио Њутн у Енглеској. То није била епоха материјалистичког 
посматрања на бази непоколебљиве логике. Научно проучавање 
ннје било још ни тако ИСКРИСТЗJIисано као што је било у време, 

рецимо, П л а т О н а и Е у к л и Д а у класичноЈ Грчкој ... Мистичка 
теорија богослова Ј а к о в а Б е м е, дискусије католичке и англи

каиске цркве, филолошка вежбања са покушај има да се све сведе 
на прајезик-јеврејски, којим су, изгледало је, говорили Адам и 

Ева, - ево, пише С. И. Вавилов, - неких тема из научног ства
ралаштва Кембриџа из доњутновог периода. Утицај ове богослов

ске атмосфере на Њутна до краја његовог ЖИВQта је несумњив. 

Најубедљивији доказ таквог свог духовног стања дао је сам Њутн 

у својим теолощким радовима и специјално у "Тумачењима Апо
калипсе", која је он написао под утицајем књиге научника Медеа 

"Кључ Апокалипсе", у којој је била констатована веза између 

божанског откровења и стварне историје. Према томе као прву 

особину Њутнових Principia можемо навести ово. Огромна, геJiИ
јална интуиција у његовој КЊИЗ,и написаној са толико математичке 

лог.ике ипак је била у некој мери помуЬена атftfосфером оног вре
)Јева. Тосе показује на више места. Еуклид ни на једном месту 

иQје употребио логичку, суштинску дилему. А код Њутна имамо 

.ахiоmаtз" - дедуктивне методе, или .. lеgеs" индуктивне. Тек 

после дугог времена у такозваном неоњутонијанству то је било 

рашчишhено. 

Као другу важну особину Principia треба споменути методу 
И3JIагања. Њутн је у облику теорије флуксија пронашао невероватно 
моhанматематичкн апарат баш за проучавање таквих питања као 

I Ј Двнамика чврстог тела 
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што су питања механике, а баш тај апарат не примењује у својим 

Prinipia, веЬ се у веhини случајева служи само сиttтети'1КОМ reoмe
тријом и алгебром. Оно што је било природно у Еуклидовом изла

гању оtиова геQметрије. иагледаЛQ је гломазно и непотребно при 

излагању дииамике после проналаска инфинитезимадног рачуна. Еу

клидовtf елементи. баш у Енглеској, понекад и данас служе као 

књига одабрана за школе, док Њутиове P(inipia, чак и спецкiаJlКСТИ 
узимају у pYl\e само када се баве i«:TQPtljOM мехаu.ике и математике. 
Књига није била популарна чак ии у Енглеској. Њутиове идеје су 
добиле своју праву научну вредност тек када су биле пренесене на 

континент, и то углавном заслугом Voltaire'a (1694-1178), који је 
написао специјалну расправу под насловом • Elements de 1а рЫ10-

sophie de Newton mis а Ја portee de tout le monde" (Amsterdam, 
1738) и који је препоручио маркизи Д и Ш а т л е (1703-.749) да 
она преведе Principia иа француски језик. Тај превод са примедбама 
К л е р о а штампан је 1159 године, десет година после смрти 

иаркизе. 

Наведимо још имена оних научника који су својнм радовима 

допринели напретку механике пре Њутна. То су: А р х и м е Д 

(287-212 пре н. е.) Л е о и а р Д О Д а В It Н Ч И (1452-1519), К о
пер ник (1413-1543), Галнлео Галилеји (1564-1642), 
Тихо Брахе (1564-1601), Кеплер (l&71-1~O), Торичели 
1608-47), П а с к а л (1623-62), Х а ј г е н с (1629-95). 

Са Њуитом је повезана делатност Г. Л а} 6 н и Ц а (1646-1716), 
чији је цео живот протекао за време ЊУ1'НОDОГ живота. С8има је 

поэнат спор између Њутна и Лајбница () приоритету пронэласка 

инфинитезималног рачуна. Тај спор се ПfЮдужио и после смрти 

проналазача. 

ПређИМО сад на преглед развИ1'К& раnИОНaJlне механике после 

смрти Њутна. Пред нама су два и по CТ()..Ifeba - осамнаесто, девет

наесто и мловина двадесетог. Пошто је изнети, у кратком прегледу, 

оотпунн развитак рационалне мехаИlfке З3 тако велики период, и то 

са тако плодним реэултатима, врло тешко, морамо се ограниqити 

само на приказ главних линија како Ра3витна садржа-ја те научие 

,ll.исциплине, тако и капредовања у начину излагања, при чему иу 

углавном узети у обзир онај део рационалне механике, који се 

односи на оно што сам предавао на универзитету, не y-зимаЈућн у 

обеир ни хкдромеханику, IUI механику иепрекидннх средина уопште. 

Пре cBera треба нагласити да је He~yћe roаоритit о ра:шктку 
ма и јto.IUЮ саeцraјал:и.е rpaнe културе, а А8 се при томе не освр-
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НОО И на општу нсториску платформу ТОГ времена. Ја иу ЧИТЮЦ8 

ПОТСfТИТИ само са неколико речи на главне моменте везане за 

осаинаести век. 

у Француској Луј XIV (1643-1715), па XV (1715-1774), XVJ 
(1774-1792). Почетак реВОJlуције 1789. Република 1793. Наполеон 
први конзул 1799. Културни покрет: Diderot (171 З-8"), Rousseau 
(1112-78), Vort8ire (1694-]778). Ово све карактерише епоху, која 
је у историји добро разрађена, а треба имати на уму н ОНО Ш'rа 
је било у то време у другим земљама. 

Сад можемо навести оне научнике који су се бавили механи
ком, а како је то у тесној вези, и математиком. 

Главна ЛИЧ110СТ осамнаестог века је несумњиtю ЈЈ е о н а р .. 
О ј л е р (1707-1783), који се родио почетком а умро крајем осам
наестог столеИа. Можда није било у историји наука уопште тако 

знаlJ8јне науцне појаве као што је појава Ој.лера. Она се јавља као 
резултат више компонената. Разуме се да је прва компонента гени

јВЛIIОСТ самог Ојлера. Друга кампонента била би стање науке у то 
време. Њутн и његови претходници постаоми су, с једне стране, 

главне основе механике, а с друге - Њутн и Лајбниц показали 

су нови математlot'lКИ апарат, инфннитезимални рачун. Природно је 
било применити тај апарат на ново формулисаrtе проблеме механике, 

па уопште и математике и физике. Ове улоге прихватио се са 

О.llушевљењем ОјлеР08 геније. Али постојала је још и трећа КОИПО
нента - то су услови у којима је Ојлер радио, нарочито у Русији. 
1723 године добtю је, у Базелу, степен магистра математике, -
имао је тада 16 Fодина; у 21 години био је позван у Руску ака

демију "Наука, где је ] 730 године, у 27 -ој години живота постао 

професор и академик. 1741 године позвао ra је Ф р и д р и х 

В е л и к и у Берлинску академију наука, где је био директор мате

матичког одељења, али Ј 766 Године он се поново враћа у Петроград и 
тамо је остао до смрти. Ојлеров положај у Русији био је изванредан; 
њему је била стзв.!Ыиа иа рок:положење група младих способних 

М81'ам&ТН'lара, који су разра1}ивали Ојлерове идеје, више пута пре

писивали његове рукописе, обављали разне рачуне и ВРШИJlИ 

KO~KTYPY· 

Нема ни једне <>6ласtи ни математике ни механике која ае 

би водила своје порекло од Ојлера, разуме се уколико ~ та 
<>бласт била актуелна у Ојлерово вреве. Ојлер вма огроман број 

радова, који још и до данас нису сви штампаии. У Iпdех'у љеr01!nl1X 
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радова штампаиом 1896 године било је иаведено 796 радова, од којих 
су 28 велики и износили су више књига. Од тих великих радова 

механици припадају ова класична дела: Mechanica sive motus scienti<l, 
analytice exposita, две књиге. Petropo1i 1736 г. Theoria motus cor
porum so1idorum 1765. 

у тесној вези са механиком је и његов рад о варијационом 

рачуну: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprie. 
tate gaudentes 1744. 

Ојлер је био у осамнаестом веку главни носилац теориске 

механике и физике, али није једини. Било је и других великана. У 

те великане пре свега треба убројати Ј е а п L е r о п d d' А I е m· 
Ь е r t'a (1717-1783) са његовим Traite de dynamique, Paris, 1743; 
име d' Alembert'a је нарочито везано за његов принцип, који улази 

данас у сваки и најелементарнији уџбеник рационалне механике. 

Улога даламберова у Француској била је огромна. Заједно са 

О i d е r о t'OM он је руководио издавањем чувене француске енци

клопедије од 33 књиге (1751-80), у којој је написао увод, систе· 

матски преглед наука по Бекону и математичке чланке, који су и 

данас очували своју свежину. 

Истом столеhу припада и научна делатност чланова породице 

В е r п о u 11 ј. То је чувена породица која је дала читав низ про· 

фесора и научника не само у области математике и механике, веЬ 

и у областима других наука. Од математичара најславнији су били 

Ј а k о Ь (1654-1705), Ј о h а п п, Ј а k о Ь'ов брат (1667-1748) и 
О а п i е 1 (1700-1782), Ј о h а п п' ов син. Сви су се они бав.или сем 
математике и механиком и у великој мери користили тада нову 

методу инфинитезималног рачуна. Свега знамо седам В е r п о u 1 ) ј' а 
који су били научници: шесторица су били математичари и меха· 

иичари а један је био археолог. Чланови те породице били су 

професори математике не само у својој отаџбини Швајцарској, веЬ 

и у другим земљама - у Немачкој, Русији, Италији. 

у осамнаестом столеЬу теориска механика није била ни нај· 

мање одељена од математике: сви чувени математичари ТОГ времена 

бавили су се у исто време и теlf<ИМ проблемима механике. Нарочито 
~y били блиски односи између математике и небеске механике. 

О' А 1 е m Ь е r t се бавио теоријом месечева кретања, којим су се 

бавили у исто време Ојлер и Клеро. О' А 1 е m Ь е r t је разрадио 
теорију прецесије (поставио је период од 26 хиљада година) и 

нутације, појаве која је била уочена 1721 године. Он се бавио и 

питањем облика Земље. 
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у оно време Даламберов ривал у проучавању небеске 

механике био је изванредно талентован математичар Клеро. А' е х i s 
С 1 а u d е С 1 а i r а u t (1713-1765), син средњошколског профе

сора математике, претставља заиста једну реткост у врсти Ьото 

sарiепs'а. Већ у деветој години изучавао је курс више математике 

I'Н о s Р i t аl'а (1661-1704). У 13-0ј години пријавио је Француској 
академији рад: .0 четири врсте кривих линија које имају специ

јалне особине. У осамнаестој години постао је академик. 1743 г. 

изашло је његово класично дело: • Theorie de lа figure de lа terre 8 

а 1752 г. друго дело - • Theorie de lа luпе. Он је први поставио 

диференцијалне једначине проблема трију тела. Клеро се нарочито 

прославио својим истраживањем Н 8 11 е у-ове комете. Н 8] 1 е у је 
установио периодичност ове коме те са периодом од око 76 година. 
Требало је да се појави 1758 године; међутим није се појавила. 

Клеро је израqунао да, због Јупитера и Сатурна, период мора да 

буде дужи за једну годину и осам месеци и да се комета мора 
појавити 4. априла 1759 године. Клеро је погрешио само за 22 дана, 
тако да се комета појавила раније; њу је пронашао сељак П а л и ч 

у Саксонији. Ова победа тачне науке имала је огроман утицај на 
сузбијање различитих облика празноверја и на утврђивање мате
ријалистичког погледа на свет. Тим поводом је Волтер написао чак 
и стихове. 

Клерови прорачуни су у великој мери потврдили Њутнов 

систем, али ни сам Њутн и Ојлер нису били још потпуно сигурни 

да се само под утицајем утврђених сила гравитације све дешава у 

нашој васиони. Мислили су ипак да нека ванприрдна сила мора 

понекад да утиче да би довела у склад наш систем, јер би без те 

силе узајамни поремеhаји између планета извели наш сунчани сис
тем из стабилности. Решење питаља стабилности нашег система у 

својој првој, елементарној форми дао је чувени француски матема

тичар, меХ8ничар и астроном Р i е r r е S i m о п L 8 Р 1 а с е (1749-
1827). По својим првим радовима Лаплас припада дореволуционом 
периоду француске науке. Он је радио за време револуције и после 

револуције са Наполеоном, који је волео математику, поштовао 
Лапласа, поставио га је чак за министра, али га је брзо уклонио 
са тог положаја, јер је видео да Лаплас није за тај посао. Лаплас 

је врло много урадио како у области математике тако и механике. 

Он је био нарочити мајстор у примени нове гране инфинитезималног 
рачуна, теорије диференцијалних једначина. У томе је њогова ве
лика заслуга. 
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Са Лапласовим именом је везан принцип таквозваног • меха
JlИЧКОГ .Jlетерминиэма". Најбоље можемо окарактерисати тај прин
цип речима самог Лапласа: "Разумно створење, које би у сваком 
тренутку знало све силе,покретаче у приро.JlИ и имало потпуну 

слику стања, у коме се природа налази, могло би - ако би љегов 

разум био у стању да проучи ове податке, - изразити помоhу 

једне једине једнацине како кретаље највеhих тела васионе, тако 

и Кретање најмзњих атомз. Ништа зз њега не би остало непознато, 

и оно би мОГЈЈО обухватити једним погледом како будуhе тако и 
оно што је прошло". (Из .Essai philosophique sur les probabilites". 
Paris. 1814). 

у поцетку француске револуције (1789), Ојлер је био умро (1783), 
а Лагранж се вратио из Берлина у Париз и Париз је постао свет
ски центар развитка и манифестација математицке културе. делат

ношhу плејаде цувених француских математицара завршава се 

осамнаести век и поциње деветнаести, Тој плејади припадају: 

Laplace, Lagrange (1736-1813). Arago (1786-1853), Monge 
(1746-1818), Poisson (1781-1840), Poinsot (1777-1859), Роп
celet (1788-1867), Lacroix (1765-1843) и др. 

Нарочито важну улогу у механици одиграо је Лагранж сво

јом .Mecanique analytique" 1788 године. Назависно од нових резул
тата који су били објављену у овој књизи, она је постала класицна 

по оној методи на основу које је Лагранж развио своју целокупну 

механику. Он је нарочито нагласио да у том његовом делу нема 

никаквог геометриског елемента, ниједне слике. То није - каприс, 
веЬ је то свесно избегавање сваког интуитивног елемента, који је 

био толико компромитован после критицног прегледа претходних 

не СдМО механицких веЬ и математичких извођења, недовољно ло

гички образложених. 

Ако фиксирамо само најглавније моменте у историји механике 

дО XIX века могу се истаhи само ови мислиоци: А р х и м е д, 

Г а л и л е ј, Њ у т н, О ј л е р, Л а п л а с и Л а г р а н ж. 

у деветнаести век рационална механика је веЬ ступила са 

чврстом основом и сјајним резултатима. 

Сем разрађивања општих принципа и стварања што јасније 
опште концепције, рационална механика је поставила себи два 

основна задатка. 

Први задатак је уствари задатак небеске механике, а у фо

кусу тог задатка се налази проблем трију тела. То је област 
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небеске механике, као дела рационалне механике. Она је ст •• ма 
себи као задатак ШТО дубљу примеиу закона гравитације Pa»I 
објашњења свих небеских кретања. Она је чисто теориским путем 

пронзшла прво 1846 године једну нову планету Нептуна (Urbain 
Leverrier, 1811 - 1877), а затим, ако се пренесемо тим поводом у 

наше столеће, 1930 године и другу нову планету - Плуroна 
(Percival Lowell, 1855 -1916). Без обзира нз то што предвиђэlЬ3 

једне и друге нове планете нису била довољно тачна и изазивала 

;>аЗJIичита миmљања о заслугама Leverrier'a u Lowe1l'a, ипак је 

несумљиво да је рационална, дедуктивна механика доказала своју 

рационалност и у тој својој примени ПОklэалз велику сјзјну улогу. 

Теорија такозваних поремеhаја сва се заснива на бззи рационалне 

механике. 

На проблемима небеске механике се радило цело деветнцесто 

столеhе, па се ради и данас у двадесетом веку. Проблем трију 

тела не престаје да буде један од главнијих задатака ове механике 

и подврга!Ја се l\fатематиr~кој анализи са свих 1tfогуhих гледишт!!. 

Још је Лагранж пронашао два специјална случаја кад се решење 

'Гог проблема изводи у коначном, затвореном облику - то је слу

чај праволиниског кретања и случај кретања у облику равностра 

ног ТРОУГЈ:а. Опширни уџбеници рационйJIне механике (напр. 
Е. Т. Whittaker'a) посвећују посебне главе проблему трију тма. 

Обрађивање тог проблема увек је Давало потстрека новим општим 

проучавањима у области рационалне механике, нзрочито у области 

интегрисања диференцијалних је1lначина динамике. Интегрисање 

тих једначина је постало чак посебна грана у математици. 

у теорији тих једначииа у ХIХ столеhу треба нагласити ову 

уззстоПност. Пре свега се само постављање диференцијалних једна
чина све више и 8ише модификовало. Од прве ЊУТН08е форме 

можемо навести три главна правца, три главне • методе за састав
љање диференцијалних једначина механнчких проблема. Прва ме

тода је метода непосредне трансформације једни}! једначина у друге. 
Друга метода је me-rОДа таКОЗ8аних диференцијалних принцмпа. Ту 
спада d' А I а m Ь е r t'08 приtщип, L а g r э п g е'ев принцип, О а u s 8'08 
принцип (К. F. Oauss - 1777-1855) и др. Трећа метада ~ 1'Вко 
'звани интегрални принципи: М о п е р т и ј и ~ Л а г р а н Ж е в, Н а
milton'oB, Херцов ПРИИltип идр. [Morea'u de Maupertuis, 
16')8-]759; William Rawan Hamilton, 1805--1865; Heinrich 
Н е r t z, 1857-94]. Наведимо да је Херц, чувени пронзлззач елек

тричних таласа, написао књигу о принципима механике, у којој је 
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развио дедуктивну механику на другој основи, разлицитој од Њут

нове; такво излагање је добило и специјалан назив Херцове меха

нике. Херц је умро у 37 години свог живота. У предговору Хер
цове механике, која је била штампана после ауторове смрти, Н е [
т а п п V. Н е 1 т h о 1 t z (1821-1894), написао: ..... , er sei dem 
Neide der Gбttеr zum Opfer gefallen", тј. да је он пао као жртва 

зависти богова. 

Забележимо да формулисање различитих механицких принципа, 

диференцијалних и интегралних, није ишло тако једноставно како 

би се о томе могло мислити на основу излагања тих принципа у 

савременој литератури. Увек су се са тим принципима мешале неке 

опште идеје о законима природе, па цак и опште филозофске идеје 

цисто метафизицког карактера. Оно што ми данас сматрамо за 

теореме, за закљуцке, мешало се са принципима. Индуктивни, при

родни део механике, није се разликовао од логицког, дедуктив

ног дела. Теореме и принципи механике су без довољно обазривости 

и критике преношени у друге области, у физику, у хемију, у био
лошке науке; ако што није било добро, оптуживана је механика. 

Читав низ механицких појмова преносио се у друге дисциплине, 

напр. у политичку економију, где чак не и основни појмови нису 

добили тачан, строго ограничен садржај. Такав положај механике био 

је штетан пре свега по саму механику. Механицки детерминизам је 

умесан у цисто механичком проблему, али је опасан кад са таквом 

схемом зажелимо да решавамо све проблеме органског и неорганског 

света. Ј1апласов механицки детерминизам класицне механике искљу

цивао би схеме савремене некласицне механике. Метафизицки еле
мент у механици много је сметао нормалном, логицком развитку 

те дисциплине. Погледајмо шта је било у математици: Еуклид је 
написао своје Елементе без икакве везе са природним мерењима 

и као резултат његова геометрија је задржала своју истинитост .. 
више од хиљаду година. 

Различитим путевима, али у сваком случају у XIX веку, основи 
механике били су довољно рашчишhени и механичари са математи

чарима почели су концентрисати своје снаге на много тежем делу 

механике и математике, на интегрисању диференцијалних једнацина 

динамике. После релативно једноставних задатака, које је готово 
све решио још Ојлер, приступило се стварању различитих општи х 

теорија интегрисања. 

Пре свега сама механика има могуЬност да помогне математи

чару при интегрисању помоhу такозваних општих теорема механике 
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и закључака из ТИХ теорема, који под извесним условима доводе 

до непосредног писања интеграла проблема. Та страна интегрисања 

у данашње време готово је завршена. Интеграли количине кретања, 

момента количина кретања и живе силе могу се написати из чисто 

механичких посматраља. Теорија тих интеграла била је разрађена 

јоы код Лапласа у његовом капиталном делу од пет великих књига: 

Traite de mecanique celeste. Paris. 1843-1846. Ова теорија је била 
допуњена теоријом специјалних координата, рецимо, цикличних 

координата, чије увођење или олакmава интегрисање или чак непо

средно доводи до одговарајуhих интеграла. У том правцу интегри

сању су помогли радови еиглеских математичара. 

Затим се појавио нов задатак: искористити добијене интеграле 

и помоЬу њих снизити ред система диференцијалних једначина, при 

чему је пожељно да нов систем буде у што једноставнијем и по

годнијем облику. Такав погодан облик био је облик каноничних 

једначина, чију је главну теорију поставио Хамилтон. довођење 

новог система једначина на канонични облик, нарочито у пробле

мима небеске механике и специјално у проблему трију тела, био 

је једно време врло актуелан задатак, али у току времена се пока
зало, нарочито у небеској механици, да ово свођење не доводи 

до важних н практички употребљивих резултата. 

Тако се развијао такозвани формални период иитегрисања 
једначина динамике. Важно место у том периоду заузимају радови 

К. О. Ј. Ј а с о Ь ј'з (1804-1851), који је створио и нарочиту теорију 
решавања проблема механике помоЬу интегрисања парцијалне дифе

ренцијалне једнаqине. ОН је развио, у својим предавањима: "Vorle
sungen iiber Dynamik", која је штампао после ЈасоЫ'еЬе смрти 

математичар R. Р. А. С 1 е Ь s с h ()833 -1872) 1866 године, ту 

теорију и решио неке нове механичке и геометриске задатке који 

до тог времена нису били решени. Ј а с о Ь i је био професор Бер
линског универзитета и члан Берлинске академије наука. Постигао 

је велике резултате у теорији елиптичких функција, у теорији бро

јева, у теорији парцијалних диференцијалних једначина, а у вези 
са тим и у механици. 

Формалном теоријом интеграције днференцијалних једначина 

динамике бавио се још читав НИ1 математичара, али немамо могуЬ

н~Iи да набрајамо њихове резултате. 

у последњој четврти деветнаестог века појављују се и раз
вијају још два нова начина третирања диференцијалних једначина 

динамике нарочито небеске механике. 
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Један начин бно је интеграција једначина механике помоhу редова. 

Та метода постојала и раније (Ојлер, Лаплас и др.); но ту ЊИХ08Ј 

методу могли бисмо назвати наивном због тога што се није обраhала 
довољна пажња на конвергентност одговарајуhих редова, а нарочито 

на област конвергентности. Нарочито важне резултате у тој методи 

показао је Н е п r i Р о i п с а r е (1854-1912) и његова школа. Слу
жеhи се том методом, 1912 године фински математичар К. F. Sun
dman (1873-1949) дао је решење проблема трију тела, под извесним 
условима, помоhу редова у којима су КООРЈЈ.инате и време били 

развијени у редове помоhне променљиве. 

Изгубивши наду на решење проблема, рецимо, трију тела у 

коначном облику математичари-астрономи, да би имали могуhности 

да виде неке категорије решења тог проблема, приступили су 

Сизифовом послу - приближном· решавању тог проблема и цртању 
одговарајуhих породица трајекторија. 

Друга метода, којом се такође углавном исто тако бавио 
Н. Poincare, метода је одређивања трајекторија неког нарочитог, 

типа, иапр. периодичних или асимптотичних. Проучавање периодич

них решења постало је нарочита грана како небеске механике тако 

и других грана механике. 

у вези са овим питањем је и питање стабилности како трајек

торија одређеног типа, тако и уопште кретања односно равнотеже. 

Теорију стабилности разрађивали су прво енглески математичари 

W. Thomson, Р. О. Tait, Е. Ј. Routh, О. Н. Darwin, 
па затим Н. Р о i п с а r е и А. М. Л я п у н о в, који је нарочито 

дубоко ушао како у општу теорију стабилности система, тако и у 

стабилности нашег Сунчевог система, а при томе и у стабилност 

неких облика течних тела, која се обрhу око сталне осе у простору. 

Све је то врло тешка али врло важна проблематика која спада у 

рационалну механику и којом се много баве и сад. 

у двадесетом веку интерес за, тако реhи, квалитативна решења 

механичких питања у вези са радовима О. D. В i r k Ьо ff'a (1884-1944) 
прешао је и у Америку и тамо се сада развија. 

Тиме би могли да завршимо преглед оног материјала који је 

у вези са првим основним задатком рационалне механике, задатком 

о кретању три и више тела. 

Други важан задатак рационалне механике је проучавање 

кретања чврстог тела. Тај проблем се односи пре свега на кретања 

наше Земље, сматране у првом приближном посматрању као чврсто 

тело. 
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ОјЈЈер је први у већ споменутом капиталном делу • Tbeorfa 
motus corporum soIidorum (1765) развио до детаља кинематнку и 

динамику чврстог тма и саставио класичне диференцијалне једна

чине кретања тог тела. Интересантно је навести да су многа Ојле

рова проучавања, нарочито из области кинематике чврстог тела, 

била заборављена и тек данас, кад је тај одељак рационалне меха
.нике привукао на себе посебну пажњу, поново се вратило на 

Ојлерова проучавања. 

у току XIX века механика чврстог тела била је увек она 
област на којој су механичари непрекидно радили, како у теори

ском тако и у практичном смислу. 

Централно теориско питање које би одговарало проблему 

трију тела био је проблем обртања iIiеш/{ог чврстог тела око непо

мичне тачке. Била су пронађена три решења тог проблема у коначном 

облику за специјалне распореде маса чврстог тела, али за произ

вољне почетне услове. То су случајеви кретања: О ј л е р а - случај 

кретања по ине'рцији кад се центар маса поклапа са непомичном 

тачком, Лагранжа - симетрични гироскоп и С. В. Ковалевске 

- са нзрочитим обртним елипсоидом инерције и са специјалним 

положајем центра маса. Као што је теоремом Н. В r u п s'a завршена 
једна фаза покушаја да се нађе сем постојеhих још један алгебар

ски интеграл проблема трију тела, јер је Н. В r u п s доказао да 

таКаВ интеграл не постоји, тако исто је било доказано да сем на

ведена три случаја више нема случај ева кад би се могао наПИСати 
још један алгебарски интегрэл под условом ПРОИЗВОЈЬног почетног 

кинематичког стања, Према томе и за овај класични проблем меха

нике остају само путеве бесконачних процеса, приближних решења 

и квалитативних оцењивања. 

Механика чврстог тела има огромне примене. Понеке области 

тих примена постале су самосталне научне дисциплине. Такву улогу 

игра, напр. балистика. Лрактична важност ове дисциплине била је 

разлог што је та област разрађивана до таквих детаља и довела 

до таквих резултата који нису били уобичајени у другим дисци

ллинама; при томе су се ти резултати разраljивали до најt'.лемнетар

нијих облика (табулирање и др.) да би били приступачни свакоме 
артиљерцу. Балистика, спољашња и унутрашња, има и у своју по

себну историју. Данас се њен задатак проширује све више, јер се 

гађање врши не само са непокретног места, веЬ и са брода или аеро

ПЈЈана, што изазива нове проблеме, нарочито при великим брзинама. 
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Решење свих тих проблема захтева добро познавање и механике и 
и математике. 

Као основни елемент механика чврстог тела улази и у савре

мену геофизику, која проучава и сва отступања у понашању наше 

планете у поређењу са понашањем чврстог тела. Тај геофизички 

елемент опширно улази, па пример, у дело F. К I е i п'а (1849-1925) 
и А. S о m m е r f е 1 d'a (1864-1951) Ober die Theorie des Kreisels. 
Прво издање. Leipzig, 1910. 

Што се тиче многобројних и практичних примена механике 

чврстог тела - ни број им се не би могао лако одредити. Обична, 

железничка и свака кола уопште конструишу се у сагласности са 

механиком чврстог тела. И за сваки објект - бицикл, аутомобил, 

аероплан - постоји читав низ и теориских расправа; један део 

тих расправа припада историји механике, други пак чине савремену 

нову литературу. 

После историског прегледа материјала, садржаја рационалне 

механике, извршимо и кратак преглед оних метода које је кори

стила и користи рационална механика. 

Како смо навели, Њутново излагање је имало углавном гео

метриски карактер са учешhем алгебре тог времана и са врло 

незнатним извођењима функционалног карактера, а нарочито еле

мената инфинитезималног рачуна. Са Ојлером, Лагранжем и др. 

рационална механика постаје математичко-аналитичка дисциплина. 

Статика са одваја и иде сасвим другим путем, па издваја и свој 

нарочити метод - графичку статику. У рационалној механици 

аналитичка метода се одржава готово цело деветнаесто столеhе, и 

то као потпуни монополиста. 

Али средином XIX столеhа појављује се, углавном на геоме

триској основи, нова дисциплина, прво чисто геометриског карактера, 

- теорија вектора, за чије осниваче треба сматрати, с једне стране, 

Н. Grassmann'a (1809-1877), а са друге W. R. Hamlton'a 
(1805-1865). Први је дао својој теорији формално-геометриски 

карактер (Die Wissenschaft extensiven Gгбssеп oder die Ausdehnungs
lehre, Leipzig, 1844), други формално-алгебарски карактер у облику 
такозване теорије кватерниона (Lectures оп quaternions, 1853). 
Прво време теорија вектора било у једном било у другом облику 

- није била примљена као нов иатематички апарат. То се да 

објаснити тиме што су једна и друга теорија имале и сувише фор

малистички карактер. Тек кад је енглески физичар Ј. W. Gibbs 
(1839-1903) отстранио из те теорије све сувишно, дао јој једно-

I 
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става н облик и показао њену вредност у применама на геометрију. 

механику и физику. тек тада је векторски рачун добио законско 

право као један погодан математички апарат. У прво време је век

торски рачун улазио у механику врло лагано. Чак и они писци 
који су владали тим рачуном нису се усуђивали да пишу векторски. 

специјално уџбенике; говорили су: "НеЬе да читају". Тек после 

уџбеника самог Gibbs'a, па после радова Ј. М а х w е 11'8 (1831-
]879). О. Heaviside'a (HS50-1925), А. Fбрр1'а и других, па 

нових уџбеника R. Marcolongo (Meccanica Rаziопаlе, ]905), П. О. 
Сомова (Векторiалъный анализ и его приложенiя, ] 907) и читавог 
низа веЬ доста популарних књига посвеhених углавном векторском 

рачуну за физичаре, вектор је ушао као суверени господар у из

лагање рационалне механике, тако да су се појавиле чак и књиге 

које су веЬ у својим насловима наглашавале векторско излагање. 

Али у вези са проширењем области примене схема рационалне 
механике, са другом аксиоматиком, нарочитЬ у вези са теоријом 

релативности, појавили су се у тим областима нови математички апа

рати -- теНЗ0РСКИ и матрични рачун. НЬихове главне примене су 

ван области класичне рационалне механике; зато о тим рачунима 

нећу наводити историске податке, који су врло интересантни. Ипак 

треба навести да се прва, елементарна форма и тензорског и матричног. 

рачуна може применити како је то видео читалац ове и прет

ходних мојих књига, и у области елементарне класичне рационалне 

механике. 
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