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ову књигу као посебно издање Математичког института. Да би 
књига извршила и свој практичнн задатак, па послужила и као 

завршетак мог уџбеника рационалне механике, морао сам обрадити 

у нешто скраЬеном облику и оне делове динамике чврстог тела 

који не уносе у књигу ништа нарочито ново. 

Математички институт ми је у том изишао у сусрет и зато 

му дугујем дубоку захвалност, нарочито његовој Управи и акаде

мику професору Радивој у Кашанину, као управнику. 

Професору Т. П. Анђелиhу, који ми је и овог пута много 
помогао при остварењу ове књиге, најсрдачније захваљујем. 

Асистенту катедре механике Београдског универзитета Миро
славу Шевиhу и асистенту Астрономско-нумеричког отсека Мате
матичког института Иванки ПОllовиh изражавам најтоплију захвал
ност за .преглед рукописа'. 
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ГЛАВА ПРВА 

Количина афетвњв, момент колицима кретања 
и -.ива сила ЧВРС1'Оt теnа 

§ t . 1. Материјално чврсто тело. Див"ика чврстог тела. 

- . Материјално Te.l[O које има особину да pac~ 'ојање између сваке 

две тачке тог тела остаје исто зове се аi1солутно чврсто .матери

јално тело. Непроменљив систем геометриских тачака таквог тела 

је чврсто гео.метрuско теJlО. Кинематика таквог тела је била 

предмет наше књиге: "Рацмоналиа механика Ш. Механика чврстог 
тела. Први део. Кинематика чврстог тела." Кад се зна да се говори 

о материјалном чврстом телу, реч "материјално" се изоставља. 

Према томе у даљим изnагањима речи "чврсто тело· кратко озна
qyjy апсолут1Ю чврсто материјално тело. ДинаМИI<а TakBor М31'ер'и
јалиог система је Дllна.мШU1 чврстог тела. 

Како у ,nииамику чврстог тела улази појам масе, у излагању 

тог ,lI,е.llЗ механике веЛИkУ улогу "гра геометрија маса. Само ИМ!!

taIbe 'nИll8мике "врстог тела оснива се на ме1tаяицм система, )(oji1 
је заједно са геометрйјом маса изложена у другој књизи н::tше· 

"Рационалне механике-. 

I 1 . 11. Дивамички параметри чарстог тела. 
Иверцнова матрица. 

За проучавање кретања чврстог тела под утицајем снла koje 
дејствују на тело није потребно знати у детаЉима све особине 

распореда маса тог тела и унутрашњу C'tPYKTYPY ТИХ маса. OtO
бине потребне за проучавање кретања чврс'tог тела kao мате-ри-
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§ 1 . 11. Динаыички параметри Ч8рСТОГ тела. Инерuиона матриuа. 4 

јалног система јесу дuнамичке осо6ине чврстоr тела. Велицине 

које одређују динамицке особине називају се динамuчки Параметри 

чврстоr тела. За такве параметре се узимају ове велицине 

(§ 1.68, 11): 

1. Маса т цврстог тела. Ако се тело креће транслаторно, 

место њега можемо проуцавати кретање материјалне тацке масе m. 
у овом специјалном слуцају за проуцавање кретања цврстог тела 

потребан је само тај динамицки параметар цврстог тела. 
~ 

2. Вектор положаја РС центра .маса тела, тацке С, у односу 
на неку уоцену тацку А тела са триједром A~f}~ цврсто везаним 

са телом. Тај вектор се може одредити помоhу координата ~c. f}c, 
~c тацке С у односу на триједер А~ч~. У вези са тим вектором 

имамо три скаларна динамицка параметра. 

3. ТеН30Р инерције тела, рецимо, за тацку С, у O,ll,HOCY на 

осе C1q~ са правцима оса паралелним осама A~f}~, одређен матрицом 

Ј(СI п(С) П~~) 
~, ~Ч' .. ~ 

п(С) Ј(С) п(СI 
Ч~' Ч' Ч~ 

П~~I, П~~, ЛС) 

Ј(С) . п(с) 
где су ; , ... , ... моменти инерЦИЈе и ;Ч"""" производи 

инерције око одговарајуhих оса које пролазе кроз тацку С. . Како 

је п~~ ""' П~1) итд., матрица тензора инерције је симетрична те је 
он одређен са шест скаларних динамицких параметара. Тензор 

инерције можемо одредити и на други нацин, наиме помоhу глав

них централних момената инерције које ознацимо са Јl' Ј%, Ј • .-. и 
положај ем главних централних оса инерције, а за то одређивање 

потребне су још три велицине, напр. три Ојлерова угла. 

На тај нацин у општем слуцају за динамицку карактеристику 

цврстог тела потребно је дасет независних скаларних динамицких 

параметара. Ови параметри одређују: један скалар - масу тела, 

једа вектор - вектор положаја центра маса, и један тензор -
тензор инерције. 

десет динамицких параметара цврстог тела одређују једну 

нароциту квадратну матрицу шестог реда коју можемо написати 

и овако у односу на триједар ASI)~ (§ 1.68, 11): 

: ; 



:> КОJlИЧМИII креТ8ња чврстог тела § 1 ·2. 

т , О , О , О , т~c , -mqc 

О , т О , -mьс, О , тес 

О , О , т mljc, -т~c, О 
~(A) 

О /А) п(А) п(А) , -т~c, mljс, ~ , ;'1 ' ~ 

fflbt:, О ,-т~c, л(А) 
1); , 

/А) 
1) , 

л(А) 1); 

-fflljc, m~c, О , п(А) 
r,~ , п(А) 

Ь'! ' 
ЛА) 

Ову матрицу Ьемо назвати инерциона .матрица чврсlIlог тела 

за даШи mриједар. То је матрица тензора инерције liроширена на 

одговарајуhи начин. Много концизније можемо формулисати неке 

ставове динамике чврстог тела, нарочито општег карактера, помоhу 

ииерционе матрице или њених субматрица. 

Инерциона матрица мења своје координате, сем масе, у вези 

са променом положаја триједра референције А;ч~ према телу. 3а 
главне централне осе инерциона матрица за произвољно чврсто тело 

има најпростији облик дијагоналне матрице 

т О О 

О т О О 

Ј(с) = 
о о т 

11 О О 

О о Ј2 О 

О О 1s 

§ 1 . 2. Количина кретања чврстоr тела 

Количина кретања или импулс материјалног система (§ 4.1,11), 
-+ 

вектор К, има вредност 

где је тј маса ј'те материјалне тачке система, Vj брзина те тачке 

а збир је распрострт на свих п материјалних тачака система. 



§ 1 . 2. Количина кретзња чврстог тела 6 

у случају чврстог тела са континуалним распоредом маса под 

тј треба разумети диференцијални елемент масе тела, који је једнак 

производу густине тела у датој тачки и днференцијалног елемента 
.... 

запремине тела, а под Vj брзину тачке тог елемента. Збир се односи 

на све тачке тела и претвара се према томе у троструки интеграл 

распрострт на сву област тела. Место познате ознаке тог инте

грала задржимо сву да, по договору, знак збира без навођења броја 

тачака. Према томе за количину кретања чврстог тела имамо 

(1) 

Из кинематике чврстог тела знамо (§ 4.12, 1II-1) да се брзина 

Vj произвољне тачке чврстог тела може одредити из једначине 

....... ....... 
(2) Vt=VA+[O, Рј], 

-t 
Г де је V А транслаторна брзина тела, тј. брзина изабраног пола, 

-t --+ 
одређене тачке А тела, Рј = АМј је вектар положаја тачке М/ у 

.... 
односу на тачку А, и О тренутна угао на брзина тела, за коју 

.... 
можемо употребити и ознаку Ш, ако нису назначене осе у односу 

iia које се одређују координате тог вектора. 

После множења (2) са Щ и сабирања из (1) изводимо 
... .... .... -t 

K=mVA + [О, L тј Рј}, 

г де је т целокупна маса чврстог тела, тј. 

m=~тj' 

Ако са Рс означимо вектор положаја тачке С, центра маса 

тела, збир у другом члану можемо, на основу (1) § 1.2, (1, према 

.... .... 
~т; Рј=трс, 

написати 

-t.... ... -t 
(3) К =mVA + т [О, Рс]. 

.... 
Најзад, ако за пол_ узмемо центар инерције тела, рс = О, доби-

ћемо 

( 4) 

Пошто је 

.... .... 
к =mvc. 

-t .... .... ... 

Vc=VA+[Q,PC] 



i i 1 . а 

упореl)lfа8ње (3) fI (4) ДООQДи до peaY4taтa D Bt:Jm)P К .ва .. 
има исту векторску вред,ЈОСТ без обзира на то коју смо тачку 

изабрали за одређивање транслаторне брзине чврстог тела. 

~ 

При одређивању координата како џектора )( Т'КО .. других. 
векторских и тензорских величина, углавном Ьемо узимати два три

једра за пројицирање: 

1. Непокретни триједар, који означимо, као и ранще, са Ox.y~. 

2. Триједар А~ч1, односно C~q~, чврсто везан са телом. 

Понекад Ьемо узимати и неки покретни триједар М и1 иЈ и., 
чиј~ Кptтањ~ прво еllпрамо као поmyоо "p •• BOiЬВO, а поcnе 

Ьемо, према конкретној природи пробле.а, улеwаваrи Kpera~e ТОТ 
трнједра тако да проучавање кретања чврстог TeJla буде шта ј едно- . 
с:тввиије. Обрасце 31 такав . триједар имюдah,.о у е8аком специ

јалном случају. 

KOop.AJfHI1Te вектора К изгледају: 1. за 1'риједар Oxyz: 

К,,=mХА'+m [Q(ze-zА)-R(Ус-УА)]' 

Ky~mYA'+m {R (XC-XA)-P(ZC-ZA»)' 

K z =mzA' + т [Р (Уе - УА) - Q(xc - ХА)} 

а 2. за триједар А~ч1 

Kt;=mVA~+m (q~ .... г$}с), 

KIJ=mvAIJ+m (г~c-p{.c). 

K~ = mv А!; + т UЛ1с - q~r;). 

при чему смо употребили ознаке раnије уведене у кинематици 

чврстог теnа. 

СпедијаЈЈНQ за трмједар C~% има .. о јЦlJостаВJlО 

К~-тvч, KlJ-mvсr,. Kr,--mver,. 

§ 1 . З. Момент колнчина кретаы 

Други вектор щ>јlf игра врnо взжну УЈЮгу У ДJlН~IЩИ чвр

стог тела је .мо.мент количина креШаН1а чврстог Шела за oдpe~eHи 
l10Л. Тај BeKТOp~ "рем« § 4.3,11, аа lJеоокрt1НИ поп О има вредност 

~ ~ ~ 

1 (О) ~.1: (Тј, тј 1'/). 



_ ... _--_. __ . __ ._--..... , ...... ""; --',-, 

§ 1 • З. Момент количина кретања 

-t -~ -+ --+ 
где је Гј=ОМј , а за покретну тачку А тела са рј=АМ/ вредност 

(1) 

-+ -+ -+ 
Како је Гј = Г А + Рј, први образац даје 

-+ -+ -+ -+ ~ 

[(О)=-}":, [ГА' mjVj]+L [Рј. m/Vj] 

и према томе је 

~ 

Пошто је вектор К већ проучен, можемо се зауставити самО' 
-t 

на проучавању момента [(А). 

Ако у (1) ставимо вредност брзине тачке чврстог тела доби-
ћемо 

-+ -t -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
[(А) = L тј [р;, V А + [О, р,)] = ~ [тј р" V АI + L тј [РI [О, рј]]. 

Пошто је 

први сабира к је 
-+ -+ 

т [рс, VA]' 

За тумачење динамичке природе другог сабирка раставимо 
-+ 

вектор рј у три компоненте: 

-+ -+ -+ -+ 
Р; = hj ОО + d;' п' + d;" п", 

-t -+ -+ -+ 
где је ОО орт вектора О, а п' и п" нека два орта ортогонална 

-+ 
према орту ОО и међусобом. Збир квадрата d/2 + dl

H2 означимо са 
d?, а то је квадрат растојања тачке Мј чврстог тела од осе век

-+ 
тора О. После извршеног растављања други сабирак можемо овако 

трансформисати: 

-+~-+ -+ -+-+-. 
L тј [Р; [О, рј)]=О L тј рј2 - L тј рј (О, р;) = 

-+ -+ 
=0 L тј (dј 2 +hћ- О L т, hj Рј= 

-+ -+ -+ 
= Q L тј d;" - О п' L тј hj d;' - О п" L тј hj d/~ = 

: ј 



9 Момент количина кретања 

-+ -+ -+ 
= Јь) О + П~~,О п' + п~~"о п", 

-+ 
где су: J~) момент инерције тела око осе вектора О, 

ПОп'= -L тј ћ, d;', ПОп" = - L тј ћј d,", 

§ 1 ·3 

према (2) § 1.68, 11, производи инерције тела око показаних оса. 

Два члана са овим производима можемо спојити у један при-
-+ -+ 

родан члан који не зависи од избора положаја ортова п' и п" у 
-+ 

равни нормалној на правац вектора О. За тај циљ уведимо појам. 

девијационог центра тела за дати правац. 

Збир 
-+ -+ 
п' L m; ћ ј d;' +n" L т/ ћј d;" 

можемо заменити овим 

-+ -+ -+ 
L тј ћј (d;' п + d," п") = L тј ћ; dj , 

-+ 
где је d/ вектор положаја пројекције тачке тела М/ са масом тј на 

-+ 
раније наведену нормалну раван на правац вектора О. Сваки од 

ових вектора је у збиру оптереЬен скаларом тј ћ,. Сад, слично 

случају увођења центра маса, можемо и овде добивени збир прет-

ставити овако: 

-+ -+ 
L тј ћ ј dj=m h dD , 

где смо ставили 

-+ 
Тачку D са вектором положаја dD , дефинисану претходном 

векторском једначином, називаhемо девијациони центар тела за 
-+ 

дашu l1paBaq, у датом случају за правац вектора О. Скалар тћ је 

његово девијационо Ol1mepehe1be. Према томе је 

векшор l10ложаја девијационог центра оитерећеног девијацuонu.и 

ойmерећење.м. 

На тај начин момент количина кретања можемо изразити у 

овој природној форми: 
-+ -+ -+ (А) -+ -+ 

(1 ) 1 (А) = т [РС, v А] + Ј О о - Q S D • 



-§ 1 . 3. Момент количина кретања 

Овај образац показује дз у опщтем случају момент количина 

'кретања у односу на тачку тела има две компоненте: једну од 

транслаторног кретања и другу од обртног кретања, при чему ова 

последња има два дела: један чисто обртни део у правцу угаоне 

брзине и други, девијациони део, у правцу НОРМ!lЛНОМ према уга
оној брзини. 

-4 

Изразимо још координате вектора [(А) у односу на триједар 

А~ч~ тела. Ако векторе једначине 

-+ -+ -+ -4 -4 -4 -+ 
[(А)=т[рс, VA] +0 L т, р,2 - L тј р; (О, РI) 

пројицирамо на осе тог триједра, тада Ьемо, узимајуhи у обзи,р 

да је, напр., 

[~A) = т (1}с V A~ - ~c V Aq) + Р L т, (~12 + f),2 + ~ћ - L Щ ~, (р ;; + q 1}1 + Г ~I)' 

добити 

,~A)~т (l)c VA!; - ~CVAq) + /() р + п~~) q+ п~~) г, 

1~A)~т (~C VA; -~CVA;) + п~~) р+ Ј:) q + п~~ Г, 
,сА) 1: ) п(А) п(А) JIA) 
'~ = т ( .. с V Aq - f)c V A~ + !;~ Р + !;!) q + !; г. 

Ако се тачкз А поклопи са центром инерције, имамо са скра

hеним ознакама обрасце: 

(2) 

11 ок= ЈI р+ П12 q + Па г, 

12 =П21 р+Ј2 q+П2з г, 

lа=Пs1 р+Пs2 q+ Ј. г. 

Најзад ако су осе триједра C;l)~ главне осе инерције тела, 

имамо: 

(3) 

Ако једначине (2), односно (3) решимо по р, q, г, добиhемо 

··ове вредности: 

р = ~ [/1 (Ј.Јз - П2з2)+LВ(П31П2S - П12 !.)+/S(ПI2П2S - П1 Ј2)]' 

(4) q= ~ [ЏП2SПS1 - П12Јs) + [2 (Ј.Ј1 - П1з2)+ lа(П tlПs1 - П2Ј1)Ј, 
L\ 

Г= ~[ll(П2аПI2 - ПIЗЈz) + џП.1ПI2 - П2sЈl)+lз (JIJ2- П12Z)]. 
L\ 



11 Жива сила чврстог тела као функција rравслаторве и yrlIOfle брзине § 1 ... 

где је 

д - Ј,Ј:аЈ. - (Jl П2•2 + Ј:а Пз12 + Ја П Ј2') + 2 пz• П12 ПS1 , 

односно за главне осе 

(5) р = 11 : Ј, , q = 12 : J~ , r = 1. :Ј •. 

§ I . 4. Жива сила чврстог тела као функција 
транслаторне и угаоне брвине 

Жива сила или кинетичка енергија Т материјалне тачке масе 
-+ 

т и брзине V дефинише се једнакоШhу 

2Т = mv::'. 

Слично, за живу силу чврстог тела, са истом ознаком, имамо 

2Т .... ~mj vj2, 

при чему и овде знак збира означзва интеграл распрострт на сву 

област чврстог тела. 

Ако у претходни ИЗрlЗ ставимо брзину тачке чврстог тела 

-+ -+ -+ -+ 
Vj =- VA + [О,РЈ] , 

добиhемо: 

или 

-+ .... -+ ,(А) 
(2) 2Т = mv~ + 2m (VA [О, РС]) + 02 Ја . 

Ако имамо у виду да одређујемо угаону брзину помоћу 

координата у односу на тријелар А ~ q t , исти обрsзац можемо 

написати и овако: 

-+ -+ .... 
(3) 2Т = ml1~ + 2m (VA (ш, РС]) + 002 Ј:). 

у случају кад је за тачку А изабран центар маса, тачка С, 
-+ 

биhе РС = О, па претходна једначина даје 

(4) 

Ова једначина показује да се жива сила чврстог тела у општем 
случају може изразити као збир два сзбирка: 

т == ТЈ + Tz · 



§ 1 ·41. Жива сила чврстог теnа у функцији координата 12 

Први сабирак 

(5) 

може се протумачити као жива сила материјалне тачке са масом 

чврстог тела и са брзином центра инерције тела. Овај део живе 

силе чврстог тела зовемо ШранслаШорни део живе силе чврсШог Шеда. 

Други сабира к 

(6) Т2 = ~ Ј<::) ш2 

стоји У вези са обртањем тела око осе тренутне угаоне брзине. 

Овај део живе силе може се назвати обрШни део живе силе 

чврстог Шела. 

Изрази (5) и (6) аналогни су по свом саставу. Сем истог број
ног множитеља, једне половине, они садрже кинематички множи-

тељ vc2 односно ш2, И множитељ т одн. Ј<:I, заснован на гео
метрији lмаса. Сваки од последњих множитеља игра улогу инер

ционог коефицијента. Коефицијенти т и ј<';) разликују се не само 
по својим димензијама, М односно МР, већ и по томе што је 

први коефицијент сталан за сва могућа кретања одређеног чврстог 

тела, а други се у општем случају мења у вези <:а променом поло

жаја осе обртања у односу на простор тела. Само у специјалним 

случајевима и други инерциони коефицијент може имати сталну 

вредност, напр. у случају кад се централни елипсоид инерције 

претвара у лопту. 

I 1 ·41. Жива сила чврстог тела у функцији координата 

Из обрасца (2) претходног параграфа за живу силу чврстог 

тела , а са координатама у односу на непокретни триједар Oxyz 
можемо написати 

Х/А' У/А' Z/A 

(1) Р, Q, R + 

+ј(.4) Р2 +Ј(АI Q2 +Ј(А) RZ + 2 П<А) QR + 2 П(А) R Р + 2 П(А) PQ 
" у z yz z" жg' 

где смо ради краткоЬе увели детерминанту. 



13 Жива сипа чврстог тела у Лагравжевом обnику § 1 ·42. 

Треба учинити примедбу да у општем случају координате 

тензора инерције у овом обрасцу нису константне величине. јер 

тело мења свој положај према осама триједра Axyz. који има 
покретни почетак и сталан правац оса. 

За триједар А ~ ђ~, чврсто везан за тело, жива сила се изра-

жава овако: 

(2) 

VA~. VAq. VA!; 

Р. q • , 

~e • ђе , ~e 

+ 

+ J~A) р2+ J~A) qJ+ Jr) ,2 + 2П~~ q,+2п~А~ ,р+2п~А~ pq. 

у овом изразу су константне не само координате ~e, ђе, ~e, 

центра маса, веЬ и све координате тензора инерције. 

у случају кад за пол А узимамо центар маса тела, тачку е, 

и за ту тачку конструишемо триједар ех YZ главних оса инерције 
са главним централним моментима инерције Јх, Ју, Jz, жива сила 
одређује се из једначине 

(3) 2 Т = т (v~x + V~y+ v~z)+ Јх р2 + Ју q2+ Jz ,2. 

Приметимо да у последњем обрасцу обртни део живе силе 
можемо изразити и помоhу координата момента количина кретања, 

наиме на основу (5) § 1.3 тај део можемо написати овако 

(4) 2 T=/2x /lx +12y /Jy+l'l.z/Jz. 

§ I . 42. Жива сипа чврстог теnа у Лагранжевом облику 

Као што знамо, положај чврстог тела можемо одредити са 

шест координата. Узмимо за те координате хс, Уе, zc, центра 
инерције, тачке е, у односу на непомични триједар Oxyz и три 
Ојлерова угла ср, '1', в (§ 2.21, 111) који одређују положај главних 
централних оса инерције триједра ех YZ у односу на исти непо
мични триједар. 

Како према (3) § 1.41 живу силу тела у овом случају можемо 
написати у облику 

2Т = т (xe12 + Уе,1 + Ze,l) + Јх рl + Ју q'l. + Jz ,Z , 
за израчунавање живе силе помоћу Ојлерових углова треба вред

ности [(3) § 4.22, 111] 



§ 1 . 5. Делимични градијенти живе силе 14 
--_._-----------_._-----------------------. 

р = .' sin е - "-" cos (1 sin ср, 

q = ср' со!; е + "-" sin е sin q>, 

г = "-" cos ср + 6' 

уврстити У претходну једначину. Тада се добије вредност живе 

силе тела из једначине 

(1) 2Т = т (Хс': + Ус'2 + ZC'2) + их sin2 8 + Ју cos2 8) ср':! + 

+ [их cosz 6 + Ју sin2 О) sin2 ср + Jz cos8 ср] '\112 + 
+ Jz в'2+2 (ју - Јх) sin е cos6sin ср. ср'. '\1' + 2Jz cos ср .6'.'i". 

Наведимо ову једначину за сn.ецијалан случај кад је Ј х = Ју , 
тј. кад имамо тело обртно у динамичком смислу: 

(2) 2Т=m (xc rl -+- у(.,2 + ZC,2) -+-}х <р'2 + 
+ (Ј х sin2 q> + Jz cos2 ср) 'i',2 + Jz 0,2 + 2Jz cos ср. о' . '\1'. 

Најзад за лопту у ДИf(амичком смислу са Јх = Ју = Jz = Ј 

имамо 

(3) 2Т =m (хс,2 + ус,2 -+- ZC,2) + Ј (q>,2-+- 'i"2 + 612 + 2cos ср. 6'· t'). 
Облици живе силе одређени из једначииа (1), (2), (3) су 

Лагранжеви облици живе силе чврстог тела. 

§ 1 . 5. Делимнчни градијенти живе силе 

Као што знамо, ако је неки скалар S функција вектора г. ... ... 
односно функција тачке М краја вектора Г, за сваку вредност ", 
са изузетком неких сингуларних тачака поља скалара S, можемо 

конструисати вектор, градијент са ознаком grad S, који има: ... ... 
1. правац нормале п на еквискаларну површину S (г) = const. која 

пролази кроз тачку М, 2. смер у ону област од те rювршине 

према којој скалар S расте и 3. интензитет једнак грани'lНО} вред
ности количника позитивног прираштаја 6.S = S (М') - S (М) скалара S ... 
у правцу нормале п и-раетојања ММ' на тој нормали кад тачка М' ... 
тежи тачки М. Ако вектор г има координате х, У, z, У односу на 

Декартов триједар, координате у односу на исти триједар гради

јента скалара S јесу 
дS aS дS 

д х' ду' дz 
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Вре,,~ти tка.лара S МofУ зависити од 8И11lе вектора 
~ ~ ~ 

(1) '1' Г2 ,···, Гп ' 

Тада се може ЈЈ~Тf1остав&ти, да су СВИ иктори (1), сем jt~,., 

рецимо ј'тог CTaJllIJt. Скалар S је функција, под том претпоставком. 
~ 

само једног вектора Г, па можемо конструисати градијент ска.лара, 

S у односу на тај вектор. Такав градијент се зове деЈЩ.wuчнu гра
~ 

дuјенш скалара S за вектор Гј. Њега можемо означити са gradr; S,. 
или кратко grad, S. АН "ма за Декартове координате 

дS дS дS -, -,-о 
дХј ду, дZ ј 

Није тешко потврдити два једноставна става за делимичне' 

градијенте. Ти ставови се примењују у наредним излагањима. 

1. Делимични градијент скалзрног производа два вектора у 

однаЧ----1la-Један од тих вектора једнак је другом вектору, тј. 

~ ~ -+ 
gradr. (Г1' Г2) = Г2 • 

То неџщ,lt@дно следује из обрасца 

~ .ОЈ 

(г t, Г 2) = Х1 Х, + ћ У2 + Zl Z2 • 

11. Делимични градијент скаларног производа два векторска. 
производа једнак је сложеном векторском производу према 

обра~ц'У 
~~ ~~ ~~-+ 

gradr1 (['1, f 2] [г з, r .]) = [r I [г 8, ,.]]. 

Овај резултат непосредно следује из претходног става а на 
основу векторског обрасца 

~ -t -+ -t -+-+-+-+ 
({Гр '2] [Га, г.]) = (Г1 [Г2 [Га г,]]). 

IJ.рнмеИИЈ40 сад појам де.лимичног градијеита и докажимо ОВР 
теорему: 

Делимични градијент живе си.ле чврстог тела по транс.ла

торној брзини тела једнак је количини кретања тог тела, а де.ли
М'fIЧ1iи tрадијент по тренутној угаоној брзини има вредност момента 
количина кретања око оне тачке тела која одређује транслаторну 

брзину тог тела. 
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Заиста, ако израз (1) § 1.4 за живу силу напишемо у облику 
-+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 

2 Т= т VA 2 + 2т (VA [О, Рс]) + ~тj ([О, рј](О, рј]), 
непосредно на основу наведених ставова добивамо 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 
gradvA Т-т VA +т [О, Рс] = ~Щ (VA + [О Pj])~~ m; vj=K, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 
grado Т=т[рс, ~"A] + L тј [рј [О, рј]] =L тј [Pi' VA +[0, Р,])= 

-+ -+-+ 
= L [Рј, тј Vj] = [(А'. 

а то ПОТВРђује нашу теорему. 

L{Be основне векторске једначине 

-+ 
gradvA Т=К, 

-+ 
grado Т=l (А) 

постављају везе измеђУ живе силе чврстог тела и два вектора -
количине кретања тела и момента количина кретања. 

§ I ·6. Кинетички дивектор чврстог тела. Жива сила 
чврстог тела као скаларни производ кинетичког 

и кинематичког дивектора. 

у кинематици чврстог тела увели смо (§ 4.2, Ш, 1) кинема-
-+ -+ 

тички дивектор са главним вектором О и главним моментом VA' 

Пошто сада, у динамици чврстог тела, уводимо и друге дивекторе, 

означи мо тај дивектор са Допунским индексом, тј. ставимо 

-+ -+ 
{}с={} (О, VA) 

Паралелно са кинематичким дивектором уводимо сад и кине

тuчкu дивектор чврстог тела са главним вектором - количином 

-+ -+ 
кретања К и главном моментом I(А). Означимо тај дивектор са ~k, 

па имамо 

-+ -+ 
.:)k=~k (К, 1 (А». 

У § 1.43, 111-1 дефинисали смо скаларни производ два 

дивектора правилом 

-+ -+ -+-+ 
({}1' .:)2') = (R1 , М2(Р» +(М1(Р), R,.). 

ј; : i 



Днвектор ГР8Ј1ијент живе силе чврстог тела ,<~" , § 1 ,61 17 
,. Нн . ..) \1 .. ", ~'<''''''~HJ~ ':1. .~ t'.I'" ј(ј- '" t>"I<'\t-~"" ЧI.Нt ... ' __ .,-~ ••• { 

Применимо сад то правило на скаларни П изt4.!t~.е~Иtlt,ог 
А;, •. "" 

и киl4t!м3'fМЧtЮг ДlПJе~'I'ора:·",,, , •. , -Ј' '.' Ч·, l'" ~,:"1I'1 <ЧIdН~ 

. ~." ..... ' -+ -+ -+ -+ t_ {\>. 

("ћ"С)=(К' "А)+([(А),О). 

Ако искористимо обрасце (3) § 1.5 и (1) § 1.3, 
.. '" о' .•• 

-+ -+, -+-+ 
К = m'vA + т [О,Рс], 

-+ -+ -+ пА) -+ -+ 
[(A)=m[PC,VA)+)Q O-OSD, 

-+ • - ,. -+ 
где је S D вектор управан на правац вектора О, онда после ска-

~зрног МlJо~а'Јрз~ор.ИIЩ, ", I"~ ~ ' •• ,. ~ .. ~ 

-+ -+ -+ 'А) 
(-3k , -3с)=m "А!+ 2 т (VA [О Рс)} +10 01, 

, ~_, . 1: Ј; ~ " ј ("\. \'ој -; 

а то према (3) § 1.4 доводи до резултата 

(1) 

или речима: скаларии производ кииеТИЧКОГ1l-кивематичког дивек

'Тора чврстог тела једнак је двострукој живој сили тог тела. 

Важна особи~а скаларног производа два дивектора, његова 

инваријантност, овде се тумачи независноmhу кинетичке енергије 

чврстог тела од избора тачке' тела за одређивање његове транс

Jlаторне брзине. 

§ t ·61. Дивектор градијент живе силе ЧВРСТОГ тела 

Пошто смо показали да је колич~на' KpeT~~~ ~BPCТOГ тела 
.делимични градијеит живе силе по траНCЩiторној брзини, а )iOMeHT 

количина кретања делимични градијент живе силе по угаоној брзини, 

кинетички дивектор чврстог тела можемо претставнтн н овако 

(1) "'k="k{gr8d~A Т, grado Т). 

Кад такав кииетички дивектор помиожимо скаларно кииема
'Тнчким дивектором добиhемо овај резултат 

-+ -+ 
2 T-(-3k, "'c)-(grаdvА Т, "А) + (grado Т, О), 

који одговара познатој Ојлеровој теореми о хомогеној функцији. 

:2 Дннамика чврстог теА. 



§ 1 . 7 Матрице кинематичког и кинетнчког дивектора и ЊИХОВ8 примена 18 

Кинетиqки дивектор претстављен у форми (1) називаhемо 

дивектор-градијент живе силе чврстог тела. 

§ 1 . 7. Матрице кинематичког и кинетичког дивектора 
и њихова примена 

Са кинематичким дивектором 

........ 
~c (оо, VA)=~C (р, q, Г, VA~' VАч' VA!,) 

можемо повезати матрицу на два начина: матрицу-врсту, са озна

ком _~" у облику 
т 

m~C= IIp, q, г, VA~' VAq' vA!,11 

и матрицу-колону са ознаком т~c у облику 

р 

q 

г 

Ове две матрице, без обзира на то што су састављ-ене од 

истих елемената, различите су матричне природе. Оне су транс по

новане једна према другој. 

Ако уведемо симетриqну матрицу облика 

а -= 11 А 11, А 11 11, 
~ А з1 , А З2 

где су AIj квадратне субматрице треЬега реда са вредностима 

AI1 =,А22 = О, A1t =A 21 =Јз 
са јединичном матрицом Ј, треЬега рела, као резултат множења 

претходних матрица овом матрицом добиhемо две нове матрице. 

за које уводимо и нароqите ознаке 

m~сХб=IIVА~'VАq'VА!,' p,q,rll=т~c 

-
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и 

VA~ 

VAI) 

а х т ",= VA~ - т",. 
р 

q 
, 

Према томе, у вези са кинематичким дивектором можемо 

формирати четири матрице 

_~" т~, , т", , т~c • 
т 

Прва и друга су матрице са нормалним редом елемената, наиме, 

прво су ст8вље,8и, као елементи, координате гnавног вектора дивек

тора, а затим главног момента; при томе је прва претстављена у 
обnику врсте, што је означено цртом над т (matrix), а друга у 

облику колоне; сnово т игра улогу претходног индекса. 3а ма

трицу-коnону могли бисмо употребити и ознаку nrl", , али додату 
црту можемо иэос:тавити. 

ТреЬа и четврта су матрице са обрнутим редом елемената: 
прво стоје координате главног момента, а затим координате главног 

вектора одговарајуЬег дивектора. Такве матрице Ьемо називати 

Uер.мушоваnе .матрице диве"mора. У ознакама тих матрица је њихо
ва пермутованост нагnашена премештањем индекса т у положај 

горњег претходног индекса. Приметимо да прелазу индекса иэ 

доњег положаја у горњи одговара маТРИ1Јна операција одговара
јуЬег множења матрицом а. Поновно множење матрицом а враЬа 

пермутоваиу матрицу у основну. 

На сличан начин за кинетички дивектор 

&k (К, I(A»= ~! (К;, К 1)' К 'f! liA), I~A), 1А» 
уводимо ове четири матрице 

-"k, mJk' Iii"k , m~k' 
т 

Напр., треЬа од њих има облик 

m~k - 114A
), ~A), i~A), K~, Klj' K~ 11. 
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, Између 'кинемат'ичког и кинетиqког дивекторii' можеёе поста
вити, помоhу инерционе матрице, ова матрична веза 

m~k ~ 3(А)х т-8 с 

или речима: 

Матрица-колона кинетичког дивектора једнака је производу 

инерционе матрице чврстог Iтела за одређену тачку тог тела и 

пермутоване матрице-колоне кинемаrrичког дивектора. 

Заиста, имамо 

т О О О 

О' М о -m~c 

О О т m1)с 

O-m~c mqc ЛА) 

('о :f" _ 

mьс О -m~c п(А) 
Ч; 

~;;щс m;с ; о' п(А) 
.. ь~ 

mVA; + т (q ~c- г 1)С) 

mv Ач + т (г ~c - Р ьс) 

mVA~ + т (PIJc -q ~c) 

m~c -mqc 
0"0 m~c 

-m~c О 
Х 

tA) п(А) П q ;ь 
11 . ~ " 
J~) п(А) 

чь 

пtA) 
J~ 

'.лА) 

о о (А) (А) (А) 
m(1)с VАБ - ьсVлq)+ Ј,; р+ П;q q + П,;r, г 

VA; 

VA'I 

VAr, 

р 

q 
(, 

г 

'к; 

К 1} 

КЬ 
~A) =m~k' 
; 

m(Ь~VА;-~СVАБ)+ П~~)Р+ Ј~А)q+П~~г [~) 

m(~c V Aq - 1)с V А';) + п~~) Р + П~q + J~A) Г 1А) 

Ако раздвојимо инерциону матрицу .Ј(А) на матрицу .Ј1(А) 
састављен у само од три горње врсте и на матрицу .Ј,,(А) састав

љену од три доње врсте, можемо потврдити једначине: 

-t -t 
.Ј1(А) х т{}с=т К, Ј2 (А) х m~k-ml(А), 

где индекс т поново означава матрицу-колону, у овом случају 

трећег реда, одговарајућег вектора. 

Најзад, једнакост 

-t-t -t .. 
2 T=(~k, -8,) ~ (~" -8k) =(К, ~A)+(I(A), оо) 
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може се извести и помоћу матричиог миожења 

m~k х m~c=~c Х m~k",,"2 Т. 

Приметимо да из матричног множења 

m~~xllaiJ 11 х m~c= 2,т. 

где је 11 йјј 11 непозната квадратна матрица шестог реда. можемо 
одредити елементе ове матрице. Заиста. лева и десна страна прет
ходне једнакости су квадратне форме у односу на координате 

дк,еl('Юра~с" . ,Иаједuачење· к()ефКЩlјената ; ТИЈ' .фоРМИ. дoВQ)Ut •• o 
одређивања елемената матрице 11 ај} 11. која се јавља као ииерциона 
матрица. Тако се одређује састав ове матрице која на први поглед 

изгледа вештачки формулисана. 



ГЛАВА ДРУГА 

Диференцијалне једначине кретања чврстог тела 

§ 2 . t. 3акони количине кретања 
и момента количина кретања 

у механици система формулисали смо закон количине кре

тања и закон момента количина кретања, који изражавају важне 

особине кретања материјалног система (11, § 4· 1 и § 4· 3). Под 
извесним условима изводили смо из тих закона интеграле кретања 

система и на тај начин, у специјалним случајевима, били смо у 

могуhности да олакшамо решавање проблема о кретању система. 

Важно је приметити да је одређивање извесних интеграла у ·тим спе

цијалним случајевима следило непосредно из узимања у обзир чисто 

механичких података о кретању система. 

Две векторске диференцијалне једначине које изражавају оба 

наведена закона еквивалентне су са шест независних скаларних 

диференцијалних једначина. У општем случају материјалног система, 

кад је број степена слободе тог система веhи од шест, систем од 

шест наведених скаларних диференцијалних једначина не може 

у потпуности заменити целокупни систем диференцијалних једна

чина кретања тог система. Један и други закон и њихове дифе

ренцијалне једначине могу у том случају играти само горе наве

дену помоhну улогу. 

Међутим, у случају кретања чврстог тела, које не може 
имати број степена слободе веЬи од шест, диференцијалне једна

чине које изражавају [оба закона довољне су да сачињавају пот

пуни систем диференцијалних једначина кретања овог специјалног 

материјалног система, чврстог тела. Због тога у динамици чврстог 

; ; 
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тела оба наведена закона играју изузетно важну улогу и могу 
бити извор за састављање диференцијалних једначииа кретања 

чврстог тела, било слободног била неслободног. Формирање дифе

ренцијалних једначииа кретања чврстог тела помоћу наведених 

закона ипак не искључује могућност састављања тих једнаЧИИI и 
на друге начине, напр. помоћу формирања Лагранжевих дифе

ренцијалних једначина кретања друге врсте и за чврсто тело. 

нарочито за независне координате кад је тело неслободно. Јасно 

је да систем диференцијалних једначина написаних према једном 

правилу треба да буде еквивалентан са системом једначина напи
саних према другом правилу, кад се постави веза између промен

љивих које су биле употребљене у једном и у другом с.lJучају. 

Ако, као и раније, са тј означимо масу материјалне тачке ... . 
чврстог тела, са Vj и Vj брзину односно убрзање те тачке, а са ... ... . 
Р;, R1 резултанте свих сила, активних и реакција, како спољашњих 

Т8КО и унутрашњих, што дејствују на тачку, онда према другом 

НЬутновом закону имамо 
• ~ -+ 

(1) тј Vj == Рј + Ri • ;= 1,2, ... п (п -+ "') 

Ако такве једначине применимо на све тачке чврстог тела, 

начинимо збирове 

и пређемо на граничuе вредности, онда из (1) следује једначина 
• -+ -+ 

(2) K=F+R, 
-+ -+ 

при чему резултанте F и R садрже само спољашње силе - активне 

и реакције - ако је тело слободно, а не садрже унутрашње силе 

између појединих делова, макрос:копских и микроскопских, јер 
унутрашње силе улазе, према трећем НЬутновом закону, увек по 

паровима и не утичу на вредност резултанте без обзира на силе 

напрезања које постоје у унутрашњости тела. 

Векторска једначина (2) изражава закон количиие кретања 
за чврсто тело. 

Као што је познато (§ 4.1, II) тај закон можемо изразити и 
у облику 

(3) 
• ... -+ 

mvc == Р+ R, 
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~ 

где' је т целокупна маса тела и 'Vc брзина центра маса т~ла; 'ова 
једначина тврди 'да се центар 'маСа чврtтог тела креЬе Kao"Ma'тe~ 

ри'ј'ална таЧЮ1"с\ целокупном масом тела; а под "утицајеМ"реЗ:УJiм 

tзtf'ге свих' сtIOљашњих сила - активних и реакција - које деј-
ствују на' тело. . f н, 

Нав~ДимоСа.zt закон' момента количина кр'етања за чврсто тело. 
Слично § 4·3, 11, после уiюђења вектора 

-+ ~ -+' 
(4) 1; = [Г;, т/ Vi]' 

-+ -+ 
момента КОЛи1Јине кретања' тј V, тачке са вектором положаја Гј у 

односу на непокретну тачку О и вектора 

-+ '"'" -+' 
1 = L [Гј, m; V,] , 

i 
-+ ~ ~ 

м = L [Гј, ~i]' 
-+ -+ ~ 

L = L[r" Rj ], 
! . ~ ·.1. .,' --{ 

l,I~цод~мо. после д\fференцирања и. узимања у обзир једнакости 
-+ 

вектора Гј и Vj, ову векторску једначину: 
! 

• -+ -+ 
(5) I=M+L. 

Ако место непокретног пола, О, узмемо за конструисање 

момента неки покретни ·пол, тачку А ј која може да буде тачка 
тела, а може да буде и нека покретна тачка која се креће и у 

односу на тело, онда за поједину тачку можемо ставити 

~ ~ ~ 

lj(N) = [Уј, m; VjJ, 
-+ 

где смо са Уј 9значили вектор положаја тачке са масом тј у 

односу на тачку N. Ставимо сад 
-+' ", '4" ~' 

" Н"I .• ,. ,! ~. I(N) = L [Уј, тј V] 

и диференцирајмо , I 

• • -+ ~ • 
I(N) '*" ~ [Уј, тј Vi] + L [Уј, m; v]. 

Како је 

и 
~ ~ 

Уј = Гј',<- ,fN\ ,"" V'/ -\;VN 

добивамо овај резултат за покретни пол N са произвољним кретањем, 



25 . Закон кинетнчког дивектора чврстог теаа § 2 . 11 

\ 1., ј /'.0 

(6) 

где су озна~~ очигледне. 

Једначине (5) и (6) изражавају закон йомента количина кре
тања у случајевима непокретног и nOKperHor пола за кретање 

чврстог тела.' " 
. . 'Једначина '(б) неће се мењати '~KO 'за 1'9ч\'{}r "N Y~M~O' таЧkУ 
чврстог тела. У случају кад је 'за'тачkу'N узет' tteН'ГЩ)"маса"'ГеЛЗ; 
тачка С, лева страна једначине (6) због колинеарности »ектора 
..... .... 
VС"и К губи свој допунски члан и узима исти облик као и у слу-
чају непокретног пола: 

, 

• -+ -+ 
I(С) = М(С) + L(C) • 

'0 l' Допунски. ,члан'всто тако отпада·кад 'Ое,'t1aЧI4Q N налази),}, 

__ -'l'pe8УТНОМ миру, кВIЮ '~e 'ТО претпоставља за случај дејства тре

нутних сила са коначним импулсом. 

/, .' 
1,,2 • 11. 8al(OH l(инеТИЧI(ОГ дивеl(тора чврстог тел~ 

Кинетички дивектор чврстог тела за непокретну тачку О 

-+-+ "k (К, 1) 

у општем случају је ,фУНlщија времена. Днвектор са векторима 

К и ј је извод По времену ICuнешuчICОГ дuвеICшора. Тај дивектор 
0значимо са .§k, тј. ставимо 

~k = ~k (1(, i). 

Уведимо c~д нов .дивектор, динамиЧICи дивеICШЬР сила што 
дејствују на чврсто тело, саСТjlвљен од главног векторц ТИ)!: СИ.IJа 

и главног момента око одговарајућег пола, у датом случају око 

непокретне тачке О. Означимо га са ~, тј. ставимо 

-+ .... 
&d = "d (Ф, М) 

где смо увели кратке ознаке 

-+ .... -+ -+ .... .... 
F + R - Ф, М + L = М. 

Непосредно из закона количине кретања и закона момента 
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количина кретања за непокретни пол следује ова дивекторска 

једначина 

(1) 

Ова једначина изражава закон кuнешuчког дuвекшора чврстог 

тела. Закон гласи: 

За непокретни пол извод по времену кинетичког дивектора 

чврстог тела једнак је динамичком дивектору свих спољашних 

сила што дејствују на чврсто тело. 

Једначина (1) важи за сваки дати тренутак кретања ~тела. 

Замислимо сада да је иста дивекторска једначина изражеrIа за исти 

тренутак времена али с обзиром на неку другу тачку простора, 

тачку N, било непокретну било покретну, која у том тренутку 
-+ 

заузима одређени положај са вектором положаја г", у односу на 

тачку О. Тада, према основном правилу (13. § 1.41, ш-}), и у 

једном и у другом дивектору треба променити моменте и напи

сати ту једначину овако: 

• • •. -+ -+-+-+-+ 
(2) (,'}k)(N) (К, [+[К, fN]) = ~а<ю (Ф, м +[Ф, г]), 

где ознака са леве стране показује да је прелаз на нови пол 

извршен досле диференцирања. 

Ако са друге стране, узмемо кинетички дивектор конструисан 

за тачку N 
-+ -+ -+ -+ -+-+ 

,'}k(N) (К, [(N» = ,'}k(N) (К, 1 + [К, fN]), 

па га диференцирамо непосредно, 

видимо да тај резултат не одговара левој страни у једначини (2). 
Према томе од резултата непосредног диференцирања треба оду

зети сувишнИ" момент и написати овако: 

• -+ • 
,'}k(N) - &k (О, [К. fNJ) = &d(N) 

или 

(3) 

Ова једначина изражава закон кинетичког дивектора за случај 

покретног пола. За центар маса допунски дивектор отпада, па за 

: i 
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тај ПОЛ важи једначина 

3-k(С) = id(C) , 

еквивалентна по својој форми са дивекторском једначином (1) за 

непокретни пол. 

Како је (§ 1.5) количина кретања чврстог тела једнака дели

мичном градијенту живе силе по транслаторној брзини, тј. по брзини 

изабране тачке, рецимо тачке А чврстог теда, а момент око те исте 

тачке количина кретања једнак је делимичном градијенту живе 

силе по угаоној брзини, то је кинетички дивектор за исту тачку 

"х (А) (gradv А Т, gradw Т). 

За тачку О кинетички дивектор се тада изражава 

{)ok(gradvA Т, gradU) T+[OA,grad vA ТЈ). 

Према тим изразима, закон кинетичког дивектора помоhу 

дивектора-градијента можемо изразити овако: 

за непокретни поп 

&It (; grad vA Т, !t- {gradw Т + [ОА' gradvA Т])) =~d (Ф, М) 

за покретни пол, за тачку А, 

. (d d ) -t -t-t 
{)ok(A) - gradv А Т, - gradU) Т +{)ok (О, [v А' gradvA ТЈ) = ~d (Ф, М(А». 

dt dt 

Најзад, у матричном рачуну једиачииама (1) односно (3) одго
варају ове једначине 

где је 

Ку' 

d К.' 
-т&х= 
dt 'х' 

lу' 

lz' 
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при чему цртица означава извод по времену, и 

d 
-- m~k(N) + р.= m&/N), 
dt 

где је 

р.= 

о 

() 

о 

VNy К. - VNz Ку 

VN2 КХ - VNx Kz 

VNx Ку - VNy Кх 

Остале ознаке су очигледне. 

'", 1 .-.' .:1 

§ 2 . 2. ДиференциЈалне јеJl;начиие ~peTaњa чврстог тела 
у векторском облику 

Из . претходног излагања је; јасно да закОн кине·тичког. дивек, 
тора, који је еквивалентан са две векторске једначине односно са 

шест скаларних једначина, одређује систем диференцијалних једна

чина кретања чврстог тела, који је за случај кр·етањ'а слоБОдног 

тела поrпуно довољан, јер слободно чврсто тело има шест сте

пена слободе. 

Ако је тело неслободно, у шест скаларцих једначииа.,улазе 

још и реакције које треба да буду одређене према карактеру веза 

које ограничавају кретање тела. При томе се може појавити слу

чај, како Ьемо то видети и на конкретном примеру, да, сматрајуhи 

тело за идеално чврсто, не можемо решити проблем о одређивању 

реакција било за време кретања било за време мировања таКВО(l 

неслободног тела. То се односи на такозване дuна.мuчкu, односно 

сii1аШuчн;u неодређене uробле.ме.l да такав проблем постане потпуно 

одређен, треба дубље проучити као природу самог ЈеЛа тако и 

оног механизма који остварује везе, напр. узети у обзир еластичне 

силе, које се појављују било у телу било. у механизму. Јасно је 

да за такве проблеме схема идеалног ЧВРСТО" тела и идеалног 

механизма није довољна. 

Остављајуhи засада пострани проучавање диференцијалних 

једначина кретања неслободног чврстог тела, нзведимо разне форме 

Ј 

_. 
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~ ;1l.:J'.; "411 «11" !'"tii': ~'1jo п,.. '·"~'H\~-'_ "i,p, f~""Ч'; i и'l! :"hЈ " ..... 1- .:. " 

'циференцијалниi-lедначинз'кретања слободног тела, и то прво у 
.~ej! ........ ищ,' 'J,1i:'1 !t" > Ы, ,;,11\.'.: ,1,'\' Ј,Ј V "" \ • , \Ju 

~1:":1Аf[(ji9е~l:>едно одређивање вектора количине кретања чвр

стог Пils"и"момеМIt в:еЛRчина -кре1'ltња- <Н~Эltдаје'1'еwкohe;' век

торске једнsчине 
• -+ 

K=f, 

односно 

.. • -+ -+ -+ 
(3) !(А) + [VA, К]= М(А) 

можемо искористити као основне дИф~ренцијалне векторске једна-

чине кретања чврстог тел~. ,\,,' ., ,< 
Ако је проБJl'ем СJfOЖенијег карактера, онда је за састављање 

диференцијалних једначина кретања довољно израчунати само 

живу силу чврстог телеу (. па И3В~JiТИ OHct; формалне операције 
које захтева одређивање деЛIIМИЧНИ~ < градијената.Р диференnирање. 
Диференцијалне једна чине тада можемо написати у једном од ових 
векторских облика. 

за 

За непокретнн пол 

(4) 

(5) 
(. 

покретни 

(6) 

(7) 

d -+ 
- gradv T=:zF, 
dt А ' 

'd "--+ -+ 
- {grado Т + [ОА, gradv ТЈ} = м ; 
dt А 

. ~ . ! 

d -+ 
- gradv А Т = F , 
dt 

d -+ -+ 
- grad Т + (VA' gradv Т) = М<А). 
dt ОЈ А 

Векторске једна чине (1) - (7) овог параграфа треба сматрати 
као најважније у динаМИЦИCJIоБОДНОF,чврстог.тела. 

§ 2 . 21. Скаларне диференцијалне једначине кретања 

чврстог тела ва непокретце. 'осе 

За добивање скаларних једначина И3 векторских треба иза

брати одг<?варајуће осе и . начин прuјицирања; Овдеlсе ограничимо 
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на ортогонално пројицирање и на извођење једначина за три три

једра ортогоналних оса: за триједар непомичних оса, за триједар 

оса чврсто везаних са телом и за триједар који има произвољно 

кретање. 

За непомични триједар можемо искористити израз за живу 
силу у облику (1) § 1.41 и тада написати систем скаларних дифе

ренцијалних једначина кретања из (4) и (5) § 2.2 У облику 

(1) ~ дТ -р 
dt дХА' - х' 

~ дТ _ F 
dt дУА' - у' 

~ дТ = F . 
dt дzА' Z' 

!!.. (дТ + УА дТ _ ZA дТ ) = М"' 
dt дР дzА' ду А' 

(2) :t (:~ + ZA ::А' - ХА :~, ) = Му, 

!!.. (дТ +ХА дТ -УА дТ )= Mz • 
dt дR дУА' дХА' 

Ове једначине имају тај крупан недостатак што елементи 

тензора инерције нису константни. Према томе је од користи 

написати и за непомичне осе диференцијалне једначине кретања 

чврстог тела са употребом живе силе у облику (2) § 1.41, где 

су координате тензора инерције сталне. 

Ако искористимо ознаке косинуса углова између оса Oxyz и 
оса A~q~ из схеме (13) § 2.2, Ш - 1 исте једначине (4) и (5) 
§ 2.2 дају ову серију скаларних једначина: 

d (дТ дТ дТ) - -д - Ах + -д -}1-х + -д- V х = Р" , 
dt v A~ V А q V A~ 

(3) d (дТ дТ дТ) - -д- Ау + -д-}1-у + -д- УУ = Ру , 
dt v A~ V Aq V -"6 

; i 
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d [дТ дТ дТ ( дТ дТ дТ) - - Лх + -V-x+ -д УХ + УА -д- Лz + -д-}1: +-д- У: -
dt др iЭq г VA~ VAI'J VA; 

( дт дТ дТ)] 
-ZA -д- ЛУ + -д· }1у +-д- УУ -МХ , 

V A~ V Aq V АЬ 

d [ат, дТ ат ( дТ дТ дТ) - - л.у + -р.у +-Уу + ZA -д- ЛХ +-д- }1х+ -д- УХ -

dl др aq ОГ V A~ V А'! V A~ 
(4) 

§ 2 . 22. Скаларне дифе.ренцијалне једначине кретања 

чврстог тела ва осе чврсто веване са телом 

За писање скаларних диференцијалних једначина кретања 

чврстог тела за осе триј~дра A~flb, који се креће заједно са 
чврстим телом, треба узети живу силу у облику (2) § 1.41. 
Сем тога, пошто сад вршимо пројицирање векторског извода 

по времену на променљив правац, треба узети у обзир образац 

I(оји смо примењивали више пута и који гласи 

• -+ d -+-+ -+. 
(V, и) - - (V, и) - (V,u), 

dt 

-+ -+ 
где је V променљив вектор, V - његов извод по времену, и про-. 
менљив орт и и његова брзина скретања. Према томе за пројек-

цију, нпр. извода 
d 

- gradv Т 
dt А 

-+ 
на осу A~ са ортом Л треба написати 

- gradv Т, Л = - (grad v Т, л) - (gradv т, л); (
d -+) d -+ • 
dt А dt А А 
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;f; 

како је, према (3) § 4.2, Ш - 1 

'.1 -+ -+ -+ ... 
},=[О, }.]-[ш,}.], -, 

имамо 

( 
d -+) d (јТ (јТ дТ 
-grаdvА Т,). = --- +q-- - г-_· 
dt <оГ ,dt дVА; . dVч, dVA q 

. ~ ; 

. '" 
После искоришhавања живе силе чврстог тела у облику (2) 

§ 1.41 и узимањ~ у об,зЈЈР HaBe~"e прим~д.бе о пројицирању'век
торског извода! на np~еиљив Щ)авац, дРбивамо из једначина 
(6) и (7) § 2.2 ове две серије скаларних једначина: 

, , 'i:'., 

d дТ дТ дТ --+q- -г-=Р; 
dt дvч dVA~ dVA q , 

(1) 
d дТ дТ дТ 
---+r---p---Fq , 
dtdVA q дVАе dVAt; 

d дТ дТ дТ 
--+p--q-=F~; 
dt dVAt; dVA1\ dVA; 

(2) 

За триједар А~ч!; увек можемо узети триједар главних централ

них оса. За такве осе СХ YZ живу силу чврстог тела можемо на

писати у облику (3) § 1.41 или.са другим, краkим, ознакама (Vcx=Vt , 

Vcy -v2, vcz-va;]x-A,]y = B,}z = С) овако: ' 

2Т=m (V1
2 + VI

2 + v.2 ) + Apl+Bq2 + ег2• 

Ако сад узмемо за одређивање транслаторног кретања тела 

једначине у односу на непокретни триједар Oxyz, а за одређивање 
обртног кретања једна чине у односу на триједар СХ YZ, онда ћемо 
добити две серије ј.едначина: 

.. ----_ .. _._----



з3 Скаllарие Аифереицијалие јциачине кретања чврстог тела § 2·23 , 

(3) тХе" = РХ , тУе" = Ру , mZe" = Fz ; 

dp 
А - - (8 - С) qг - М (е) dt х , 

(4) 
dq 8 - - (С-А)гр - М (е) dt у , 

dr 
С dt - (А -B)pq - Mz(C). 

Овај систем од шест диферевцијалних једначина може се 

сматрати као најпростији за одређивање кретања слободног чврстог 

тела. Једначине (4) се називају Ојлерове диференцијалне јеДНllчине 

обртаља чврстог тела оно центра инерције. 

§ 2 . 23. Скаларне диференциЈалие једначине кретаља 
чврстог тела ва DfЮиввољне осе 

у § 2.1 навели смо законе количине кретаља и момента 

количина кретања за произвољан у општем случају покретан 

пол N. За слободно тело ови закони дају 

(1) 

(2) 

.... .... 
К -= Р, 

. ............ 
/(N) + [VN' К] = M(N) • 

Пођимо од живе силе чврстог тела у облику 

(3) 2Т = тУе2 + Ар! + Bq2 + C,s, 
.... 

где је Уе брзина центра маса, тачке С, а р, q, г су пројекције, на 
.... 

главне централне осе инерције тела, угаоне брзине О обртања 
7ела према непокретном простору. 

.... .... 
Брзину Ус можемо изразити помоhу брзине VN оне тачке тела 

која се у датом тренутку поклапа са тачком N, наиме помоhу 

обрасца 

.... - .... 
(4) + [O,NC] 

.а величине р, q, г помоhу пројекција О" 02' О. тренутне угаоне 
брзине тела на осе ортогоналног триједра NU1 иЈ и. са одређеним 

3 Динамика чврстог те",а 



еца.рис аиферевциlаlВ8 jeJ.B''tIlBe кретаЊI чаРСТQf '841 

-. -. -. 
ортовима и1 , и2 , и.. Тако, Рапр., имамо 

-. -. -. 
(5) р == 01 cos (ц" ~) + Q2 СО$ (и2 , ~) + О. COS (и" ~). 

Помоhу (4) и (5) живу силу (3) можемо изразити као ква-
-. -. 

дратну форму координата веICтора VN (VNJ. VN2. VN.) и 0(01.02. О,), 

тј. 
-. -. 

2Т = fonct (VN , О) Ј 

и затим за овај израз живе сИле без тещк.оhе показати да су 

~ 

gradv Т .. К • 
N 

-. ... --. -+ 
grad o Т"'" I(N) - 1(<;) "'" [NC, К]. 

Тада векторске једначине (1) и (2) можемо заменити овима: 

d -. 
ift grJd"N Т - Р, 

d .. .. 
- grado Т + (VN, gradv ТЈ = М(Ю. at N 

За добивање одговарајуhих скаларних једначина при проји

цирању треба као и раније, узети у обзир 1. да је пројекција на 

променљив правац извода по вречену једнака изводу пројекције 

. без скаларног производа вектора који диференцирамо' и брзине 

скретања променљивог рра8ЦЗ It 2. да се брзина c~peTaњa 

иј (i-l,2, 3) одређује из векторске једначине 
• -+ ~ 

иј = [«>*, ц,], 

-. 
где је О:Ј* ота угаона брзина 1'риједра lv " 1 и! иВ са I<оордииатама 

* * * .. ' ОО. ' Ф; I (1), У односу на таЈ ТрИЈедар. 

Ако искористимо та правила, м:o~eMO »зnисаТQ ОО\,: дае серије 
скаларних диференцијалних јадначина: 

d ~T дТ дТ -+ -+ 

dt 
-дV -ООа*-д- +W~*-д- "" fcos(f, џl), 

Нl "Н2 VNЗ 

d дТ дТ дТ -+ -+ 
(6) dt -д- -щ1*-д- +(i)a*~=Fcos(F, и,), 

"т "нв QV N1 

d ~T дТ дТ -+ -+ 

dt 
-д- - ОО2*д-- + 001*-,.,-= Pcos(P, и,); 

Vm \lNt "'V N2 



JI'..",.II.ае "Jlфl!реНЦflј,~ве Је .... ч8НII ире,.ља IВЈЮ'оr ,М. 

d i>T IT ат дТ i1T 
dtдО1 - W'* дОј +W~* ао. +V""hV

N1 
-У",. iJ'L'N2 ... 

~ ... 
=-= M(NI cos (M(N>, и1), 

(7) 
d ат .. дт .. дТ. д'Ј1 'i)7 

,dliJP,-Wt ao,+WJ аОЈ+VN8iJVN~-VNlјј'VN. = 

-+ -+ 
II'F М(Н> C;Q$ (MIN), иЈ, 

4 ат јЈТ .. i)1 f>T дТ 
---WS*-+Wl -+vN ---v

N 
~ = 

dt да. да! аО2 Ј QV "'а I jv "'! 

-+ -+ 
"'" M(N) cos (M(N), UG) • 

I 2·$0 Ј1аrР'JlЖ~8~ Аиф~ренцЦЈ8лие Једна'Jlие KpeTalЬa 
чврстог тела 

Без обзира на то што из изведених скаларних једнаЧИНI понеке, 

иапр. OjJJepO~8 јiiЩ"ачиu~ (4) § 22.2, ИЗУJlедају IJРЛО јеДQОQтавно, 
за решавање конкретних проблема о ротацији чврстог тела чак и 

оне нису увек и најзгодније. Ово стоји у JifзИ С TQM ШТО QP~ ј~)Utичине 
нису састављене непосредно помоhу било којих координата чврстог 

тела. Ако р, q, г изразимо у фуgкцији координата чврстог тела 
и извода тих координата по времену, тек тада Ьемо добити систем 

диференцијалних једиачина од којих је свака другог реда. Ииrer

рација _ тог система решав<\ проблем обртања чврстог тела. Само у 
-+ 

специјалним слуqајевима, кад се, напр. вектор М(С) не мења у про-

стору тела, из једнаqина (4) § 2.22 можемо одреJlJfТ" р, (ј, " у 
функцији времена, а затим се само обртање чврстог тела одређује 

после интеграције РИЦ:~ТQјеве једнаqИJlе (§ 4.25, 111) или, у специјал
ним случајевима, после извршења квадратура. 

Из наведеног разлога треба показати како се састављају ди

ференцијалне једнаqине кретања чврстог тела непосредно за коор

динате тог тела. За тај циљ извеЮfМО Лагранжеве једначине друге 

врсте у односу на координате центра инерције тела и Ојлерове 

углове. 

Узмимо за независне координ-ате чврстог тела ових шест ве

личиHa: координате Хс, y~, Zc, цеtlтр<l M~ca у односу на непомични 



§ 2·3 Лагравжеве дифереицијалие једначиве кретаЊ8 чврстог тела 3б 

триједар Oxyz и Ојлерове углове <11, '1t, 8, (§ 2.21, 111) које одре

ђују положај тиједра ех YZ у односу на триједар Oxyz. 

Видели смо да се за такве координате жива сила изражава 

једиачином (§ 1.42) 

2T-t7t(xct2 + Yct2 + zct2
) + (А sinl 6 + В cosl8) cpll+ 

+[(А cosl6+B sinl 8) sinl ч' + е cosl ср] ~+er+ 

+ 2 (В - А) sin 6 cos 8 sin ч' • ч" t' + 2е cos , .8' "" . • 

Помоhу ове једначине можемо израчунати леве стране свих 

шест ЛаЈ;ранжевих једначина типа 

d дТ дТ 
dt aqt' - aqj == Qj, ;= 1,2, ... ,6. 

где су ql наше координате тела. НеЬемо испитивати у де.таЈђJlма 
те леве стране. За израчунавање генералисаних сила QI (1- 1,2,.:;,6) 
треба израчунати рад спољашњих сила на елементарним помера

њима тј. коефицијенте израза 

(1) 8 А =Q1 8хс + Qz 8ус + Q. 8zc +Q. Bcp+Qi Bt+Q. де. 

Како је, с друге стране, 

-+ -+ 
8А =:Е (F1, 8$1)' 

а за сваку тачку тела у Н<Ј.шем случају имамо 

--+ --+ --+-+ 
8$1 = 8$С + [80, PI]' 

то можемо рачунати овако 

-+ --+ -+ -~ -+ 
8А =:Е (Fi , 8sc) + :Е (Fi [80, Р,]) = 

-+ --+ --+ -+-+ 
= (:Е Fi , 8sc) + (80, :Е [Pi' Р,] = 

-+ --+ --+-+ 
=(Р, 8sc) + (80, М(С». 

Али, према (1) § 4.22, 111, у нашем случају је 



37 Лагранжеве АНференцИјаЈЈне јеАначине кретања чврстог теnа § 2·3 

па на тај начин можемо дефинитивно написати 

~ - .... 
(2) 8А = РХ дхс+Ру fJYc+Fz бzс +(М(С), CN) Вср + 

- .... - .... - .... 
где су CN, Cz, C~ ортови ових праваца: 1. линије чворова, 2. сталне 
осе у непокретном простору, преце~ионе осе, и 3. једне од глав

них оса инерције - осе чистог обрrања тела. 

После упоређивања (Ј) и (2) долазимо до резултата: 

-+ _..... .... 

Q.-Qe = (М<С), C~)=M~C). 

Последње три једначине показују мех'анячки смисао генера

лисаних сила које одговарају Ојлеровим угловима. Свака таква 

генералисана сила је момент спољашњих сила око оне осе обртања 

која одговара промени само једног Ојлеровог угла. 

На тај начин, систем Лагранжевих диференцијалних једиачина 
кретања чврстог тела има облик 

!!.- дТ _ дТ = м(С), 
dt дfJ/' дер q> 

mzc"=Fz ; 

!!.- дТ _ д Т (С) 
dt дО' . дО =Ме . 

Ако је А = В, елипсоид инерције је обртни елипсоид, чврсто 

тело је обрiIlно iIlело у ДUНО.4tuчItО.м с.мислу. За такво тело обртни 
Аео живе силе Jf~ вредност Т. са 

2Тј = Acp12 + (А sinl ср t С созl т) 0/12 + С 6'2 + 2С cos fJ/' 0''11. 

Најзад за тело са А = 8 - С, лОUll1у У дuна.мичltо.мс.мислу,', 
имамо за живу силу ТЈ једначину 

.1 



ПРНРОARе АиферевциЈаJlве ЈељваЧИllе Kpe'r8lЬa Чllрtтоr теА8 

у последњем случају. диференцијlЛне једначине обртsња УЗИ'" 
мају облик 

А (ЧI" + sin ср' е' '\1) = M~C), 

d 
А - (\}1' + cos tp • е') = M~~), 

dt т 

d 
А - (9' +cos tp • \}1')" М,С>. 

dt 

§ 2 • 4. Природне диференцијалне једначине 
креТ8ња чврстог тела 

Како смо видели, за ПОСТ8вљање скаларних диференцијалних 

једначина кретања чврстог тела потребно је изабрати триједар 
оса, сталних или променљивих, коtfструисаних по одређеним пра

вилима, и пројицирати иа те осе, ортогоналйо или косо, чланове 

векторских диференцијаnних једначина кретања чврстог тела. 

Карактер добивених дифереиltијалнйJt једйзчив:I кретања зависи, с 

једне стране, од суштине постављеlЮГ задатка; са друге, од правила 

на основу којих су конструисане осе триједра. 

у претходним параграфаМI узнмали tMO за осе: 1. ос:е непо

кретног триједра 2. осе тР.Једра чарс1'О еезавог за тМо, 3. про .. 
извољне покретне осе и 4. У случају Лаграижевих једначина за 

транслаторно кретање осе непокретног триједра, а за обртао кре

тање осе оних обртања, које, свака посебно, одговарају промени 
само једног од Ојлерових углова. Јасно је Ј(а сем наведених оса 
могу бити изабране и различите друге осе, које су нарочито 
згодне или за реШавање једног кJtи другог KOHkpeTHOI' задатка 

или за ()Пшта проучавања кретања чврсто!' tела под утицајем 

датих сила. 

у овом параграфу показаhеllО један иарочити начин K()iiCTPY

на",! оса триједра, који је везан са објективн"" t.lI8'HtK1'KM3 c~ .. ot' 
кретања чврстог тела. Диференцијалне јеАIIIЧll1l8 «ретзњi које 
ћемо при томе добити називаhемо, tлично познатим Ојnеровим 
ПРИРОДВkМ једначинама кретања материјалне тачке, ариродне дифе

ренчиiалне једначинв к.рв1Вањв ЧSIIСlllOl' lllelra. 
.... -+ 

Узмимо неки променљив праnаn е4 ЬрМм и - и (1). 1'аЈ основни 
-+ 

Правац бирамо зl правац прве t'lce аl ОРТОII ".. Векторски извод 



ПРНРОЈ(ве Аltфере8ЦНјааве Jeaвa'lHHe крет8/118 QIlJ)C1Ol' ., ... 

. 
орта и, вектор и, својим Правцем одређује 8а" другу ос:у 

-+ 
триједра са ортом и., који стоји управно на прву осу. Најзад, 

-+ 
нека треhи орт и. стоји управно на прва два и има смер који 

, -+ -+ 
одговара смеру z осе, ако се орtови иЈ и иЈ поклапају са х и у 

осама. У'зимајуhи сад за почетак тријетра неку тачку П простора, 
која може биtи и променљива, конструишимо триједар П и. и" и, . 

Није тешко Вllдети да координате извода иј, ';:1' U • ., односу 
ва тријtдар П и. u. "а имаЈу вреДdОСТИ 

(1) 

иЈ ( О, Хи • О), 

иЈ ( - ')(.u. О, Ли). 

ив ( о, - Ли, О), 

при чему смо са ')(.u, Ли о~Rаqhлk "аредне величине: 

"и .., I и I -= + у и;/I + 11у'2 + uz
fl

, 

их иу јЈ, 

их" и/' и/' 

AkO сад У3kfИО заКОН КOJI&fqИНt! Iфе1Вrиа (2) § 2.1 зl слО~ 

dОДIIО ,еnо 

• а8КОН момента КОlIичина KpeTa~ за ПрОН8вољан поиреrнн ПОII 

(6) § 2.1, kоји У нашем СllучаЈу Гllаси 

I 
-+~.-+ 

(11) + [Vп, К) - M(n' , 
онда после примене таблице (1) lIЩI8ЗИМО до једиачина 

(2) 



§ 2·5 ДИференциЈалие Једначине кретања HeCJlo60JtHor чврстог теЈ13 40 
-------------------------------------------------------

-, --t 

где су ознаке очигледне. Векторе К и [(П) можемо изразити као 

делимичне градијенте живе силе чврстог тела са транслаторном 
~ ~ 

брзином VП и угаоном брзином ш. 

Једначине (2) су природне диференцијалне једначине крет.,ања 
~ 

чврстог тела за основни правац u. У једном нашем раду анализи-
рали смо природне једначине кад основни орт има прарац: 1. једне 
праве чврсто везане са телом, 2. тангеите на трајекторију одређене 
тачке чврстог тела, З. тренутне угаоне брзине, 4. количине кретања 
и 5. момента количина кретања. 'у случају 2. кад се тело креће 
транслаторно наше једначине се поклапају са поменутим природним 

Ојлеровим једначинама кретања материјалне тачке. 

§ 2·5. Диференцијалне једначине кретања неслободног 
чврстог тела 

Према оном што смо изложили У општој теорији кретања 

неслободног материјалног система, можемо и при решавању про

блема о кретању неслободног чврстог тела употребити две основне 

методе, ако почињемо то решаЈЈање од састављања диференцијалних 

једначина кретања. Наиме, можемо, прво, употребити диференци
јалне једначине кретања чврстог тела са множитељима веза, одно

сно са реакцијама или, друго, без реакција, у облику Лагранжевих 

једначина друге врсте за независне координате, па и Хамилтонове 

каноничне једначине и то за случај холономних веза. Нема потребе 
развијати ту другу методу специјално и за неслободно чврсто тело, 

јер, с једне стране, она не би имала ништа новог према општој 
теорији, а са друге она је углавном била показана у § 2· З, где 
смо изводили Лагранжеве једначине за случај кретања слободног 
чврстог тела. Зауставимо се према томе на третирању само једна

чина са множитељима веза односно са реакцијама. 

Означимо са q/ (;-1'2' ... '6) неких шест координата чврстог 
тела. Нека су 

(1) ; = 1'2' ... '6; 1- 1'2' ... ' k. 

коначне везе и 

6, 

(2) 'Рј= ~ A;jqj'+BJ-О i-l,2, ... , kJ 

1-1 
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диференцијалне; k1 + kJ < 5. Зауставимо се на случају задржавају
hих веза. 

Резултат диференцирања (1) по времену је 
6 

(3) df, = "" iJf, q;' + iJf, = о. 
dt kJ дq/ iJt 

1-0 

у једначине (3) и (2) улазе генералисане брзине q;'. У случају 
кретања чврстог тела те брзине можемо изразити као линеарне 

-+ 
функције, рецимо, координата транслаторне брзине VA и угзоне 

-+ 
брзине w тела. Ако добивене вредности генералисавих брзина ста-
вимо у (3) и (2), добиЬемо једначине: 

df, -+ -+ --+ -+ ',= - = (V" VA)+ (W" ф)+ и,- О 1= 1'2' ... ' k1 
dt 

-+ -+ --+-+ 
q>j-(V/, VA) -+- (W.i*;-w)-FUJ*~O, ј = 1'2' ... ' k. 

где су уведени вектори и скалари функције координата чврстог 
~ -+ -+ 

тела и времена. Вектори V, и W, играју улогу градијената а VJ* и 
-+ 
W/ квази-градијената. 

После увођења ових вектора, понављајуhи расуђивања из опште 

теорије, можемо написати ове векторске једначине за кретање не

слободног чврстог тела: 

К-Р+ ~ )ч У, + ~ }1ј УЈ*, 
'-Ј Ј-l 

К1 К2 

i(A)+[;A,K]=M(A) + ~ л,w,+ ~ 
'==Ј /-1 

Ако узмемо у обзир да су 

-+ ... 
. V,= grad "А 1/, VJ*-grаd.А '1, 

-+ -+ 
W, == grad81 Н, W}*= gradQ) 'Ј , 

како то непосредно следуЈе из одреlJивања градијената скаларних 
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произвоДа, јеДltiчitЬt (~) Mory бd1'И Н4писаlfе овако 

k. k2 

(5) i< = -; + ~ ).., gradvA ft' + ~ џ"Ј gradv А '91, 

1-1 1 ~1 

k. kt 
• -t -t -t ~ ~ 

(6) [<АЈ + [VA' К] = М<АЈ + ~ Л/ grаdш '" + kJ РОј gradw Ч'i· 

Овим једначинама одговара овај систем СЈ(алаРtlйх једнацина 
за случај пројицирања на осе триједра 

k. k2 

!!.- д r + q дТ _ г дТ _ F~ + ~ л, дf/ + ~ РОЈ дФI 
dt дУА; дVА~ дl'А", - ~ дVА; .с,; дVА~' 

1-1 }=I 

kl k. 

d дТ дТ дТ ~. дf,' ~ дIPј --- + г --- р-- =Fq + /\./-- + }lJ--' 
dt dVAq дYA~ дYA~ дУА", дvл" 

t"'l }-1 

hj kt 

d дТ дТ дТ ~ дl/ ~ dIPJ 
dt дvл; + р iJVA'1 - q dVA~ - F; + kJ )..1 дУАь + LJ РОЈ дvл; ; 

'=1 ј-l 

d дТ дТ дТ дТ дТ 
- - + q - - г - + Vл -- - Vлr, -- = 
dt др дr dq " дР л; дVЛfj 

k. k2 

~ д/t' ~ дф; = M~ (AI + )../ - + роЈ - , 
др др 

1"=1 "'1 

d дТ дТ дТ дТ дТ 
-- + г -- р - +VЛ;--- Vл~-- = 
dt dq др дr дvл~ дvл; 

"1 k. 

= Мч'АЈ +.. )..1::J.!... + POj-, }: 
f}1/ ~ д<РЈ 
i)q дq 

1-1 1=1 

d дТ дТ дТ дТ дТ 
-- + р - - q - +Vч -- -УА -- = 
dt дr дq др дVАI\ '1 дvл~ 

k. kt 

=M~<A) + ~ ).., дfl' + ~ p.j~. 
kJ дr kJ дr 
t .. t J.l.t 

; : \! 
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ЊtltilСВНk CMCf(!M диф~реНцијалНМх је.tr.Н3ЧIfИ8 tl!~РЖIf ~T ко

ордината чврстог тела и k1 + k2 множитеља веза. КВЬ ).t()nyltcke JIfJt· 
начине служе k1 +k, једначина веза, односно резултати диферен

цирања тих једначина Д8а t1Y1 мли јtД8Н пут. 

Изложили смо општу теорију решавања проблема о кретању 

неслоБОДНоt tt»pctut feJtЗ. У Ј(онкреtним случајейuма ra teорија 
знатно се упрошиава, нарочито у случајевима кад један део једна

чина сасвим не садржи реакција; тада задатак може бити рашчла

њен на два задатка: на одређивање кретања тела и затим на одре

ђивање реакција веза. 

Пошто решавање неких важних задатака о кретању чврстог 

тела са нехолономним везама, напр. решавање проблема о котр

љању тела по површини, захтева неке допуне у изнесеној општој 

теорији, намеравамо проучавању кретања чврстог тела са нехоло

номним везама посветити нарочити рад. 

§ 2 .6. Матрично-дивекторска форма дИференцијалне 
једначине кретања чврстог тела 

ПОЏ8ЖIМО камо се може написати у матричиој форми систем 

скаларних једиачина (1) и (2) § 2.22 кретања чврстог тела у односу 
на осе чврсто везане са телом. 

-+-+ 
Узмимо за кииематички дивектор &с (ш, V А) пермутовану 

матрицу-колону (§ 1.7) 

VA~ 

VAq 

т&с= VA~ 

р 

q 
, 

и dомножимо је, како смо 10 радили у истом hараграфу, иdер
"оНОII матриJtом .1).), тада ћемо добити маtрицу-колону киliетичког 
дивекtoра 

... 4 
Ј<А) х т&с ... т&t (К, [<А» = т&t (gradYA Т, grad. Т). 
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Затим узимамо збир три квадратне матрице шестог реда, 

које означи мо овако 

-+ -+ 
ID +}1е (1)IЫ2 + р.е VЛ.21 • 

Прва матрица је скаларна матрица-оператор диференцираља 

D О О 

О DO О 
О О D 

ID= 
D О О 

О О D О 

О ОО 

d 
при чему је D == - симбол диференцираља. 

dt 

За тумачење дв.е остале матрице уведимо појам моменШнг 
-+ 

матрице треЬег реда састављеие од једнога вектора V (У1 • УЈ • У.) 
у облику 

-+ 
р., V == 

-+ 
у зависности од природе векрора V она може бити: за вектор 

-+ -+ -+ 
, односно р моменШна аоложајна машрица, за (1) моменmна обрШна 

-+ 
маШрица и за VA моменmна Шранслаl1lорна маШрица. 

Свака од ових моментних матрица може бити субматрица 
матрице шестог реда. Да не компликујемо ознаке, место на којем 

треба да ст~ји oдroBapajyћa моментна матрица; треЬег реда у 
матрици шестог реда означено је паром једиоцифрених бројева 

у индексу. Према томе друга је матрица 
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а треЬа је 

о -г q 

г О-р 

-q р о 

о 

О:"""г q 

О г О-р 

о 

о 

о 

о 

-q р о 

о о о о 

о о о о 

о о о о о о 

о -YA~ У.4'1 О О О 

V A~ О - V А; О О О 

-УАI) УА; О О О О 

Није тешко потврдити да резултат множења 

-t -t 
(Ј D +}1. 0011.22 + џ.. v А .21) • т-&k 

даје матрицу левих страна једначина (1) и (2) § 2.22. 

-t -t 
Матрица динамичког дивектора -&d (Р, М(А» је 

Р; 

РI) 

p~ 

m&d= м(А) 
~ 

мА) 
1) 

м(А) 
~ 



МtЪ-"-,, с' 

при чему рачунати овако (ознаке су О'Јflгледне): 

1 О О Х/ 

О 1 О Уј 
п 

О О 1 Zj 
m~d= ~ 

О -~/ 1\/ 
(-Ј 

~I О -~I 

-q, ~; О 

где код прве матрице имамо јединични и моментно-положајни део. 

Према томе дефинитивно једначину I<ретању чврстог тела 

у матрично-дивекroРСЈ<ој форми можемо наПЈlсати у облику: 



ГЛАВА ТРЕЋА 

Обртање чврстог Тt!Л.а ОКО непомичи(! осовине 

физичко клатно 

§ а ' Ј, Обрrаtь' "'JЦ:Tor тела око Н~nО."Чllе ОСОВВl,lе 
Сдуч~ј 9(SРТ~Љ(l чорстог тела око неПОIIичне осовине, кад 

две тачк~ теmЈ Щ:Т')1 JleJlP~peTHe, с једне стране, је најпростији, 
ако не рачунамо елементарне случајеве транслаторног кретања, 
јер је то случај KpeTaq., са једним 

степеном слободе; са друге стране, 

тај сп}',,!) је и В8јВ8жнији, нарочито 

у пракси, јер Је такво Kpe'НtЪe теЛ8 

(1'01'01'8) основни елемент код мно
гих маыlа •. 

Hek8 еу () м О' (сл. 1) две непо
МИЧII~ T8'1ke чвретсг 1'еJlО. Нека ot8 

Oz непомичног триједра Ожуz про
лази и кроз тачку О'. Означнмо са С 

цtJl'Ј"Р (~РУЖJlh "8 ,,lJB1W) маса тел'. 
ПОf(рпJtИ 7Рllј~дар Dgrtb чврсто l.iJa-
ни са телом, бирамо тако д" (е тачка 

(; QаЈЦSЗИ у раЈ3liН O~~ (ru; = О). У спе

цнјаЈЈ.РО" CllY9ajy.I<ВДI, (:е rаЧЈ<(I С ЩЈ- ~ 1ј 
m13J1 ва ОСћ ОО', осу O~ БJiрамо 
ПРОИЭЈ30ЈЬЈЈО у те.1ЈУ. nО(ЈО)Ю1ј rеЩ1 се 

одређује У Г.1ЈО1If в J:J~Meby ОХ Jt O~ 
осе. Момент инерције тела око не

DОМlJяне <;>се <;>Зllачавамр ~a ј. 

х 

.у 

С"ика 1 

-+ 
Нека на тедо дејствујС! ВIlIU@ спољашњих CJfJlI Р;, где ј = 

-+ 
1,2, ... , п, а п бр~ј тих сила. Не"з F буде главни вектор, резул-

танта тих сила, а М главни момент свих тих сила око непомичне 
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... ... 
тачке О. Са R (Rx, Ry , Rz) и ~ (Rx', Ry', Rz') означимо реакције које 
дејствују на тело у тачкама О и О' са координатама у односу на 
триједар Oxyz. 

§ 3 . 1 t. ДиференциЈална јеАначина KpeTalЬa 
и lЬeHa интеграЦИЈа 

Диференцијалну једначину кретања овог случаја најпростије 

је написати непосредно из закона момента количина кретања и то 

за непокретни пол и неПQкретну осу. 

Пошто свака тачка тела описује око осе Oz круг, интензитет 
њене брзине Vj има вредност о) dj , где је dt растојање тачке од 

осе, а w =о О'. Момент количине кретања тј w dj око осе Oz има 
према томе вредност тј w dl

2 за тачку тј, а за цело тело )00, где 
је ) = ~ тј d,2 сталан момент инерције тела око непомичне осе. 

Према закону момента количина креТ8ња, извод по времену од 

те величине треба да буде једнак моменту сила, активних и 
реакција што дејствују на то тело. Према томе пишемо 

(1) Jd~=)6"-M 
dt ' 

где смо са М кратко означили момент само свих активних сила 

око осе Oz, јер реакције које пролазе кроз тачке на оси Oz не 
дају моменте око те осе. У општем случају тај момент коже 
зависити: 1. од положаја тела, тј. од угла 6, 2. од брзине 6' и 

3. од времена, а може, разуме се, да бу де константац. Ако једна
чину (1) поделимо са ), добиhемо диференцијалну једначину 

(2) lPO = ,(е d8 t). 
dt' \' dt ' 

Ако угао Э означава мо са х и замислимо на правој фигура

тивну тачку са апсцисом х, једначина (2) прелази у једначину 
х" =-= t (Х, х', t) 

и одговара једначини (2) § 5 . 1, 1, диференцЙјалној једначини 

праволиниског кретања материјалне тачке. Пошто смо са том 

једначином повезали читав низ елементарних проблема и резул
тата, сви ти резултати могу бити прикењени и протумачени и у 

случају обртања чврстог тела ОКО непомичие-осе. На томе се 

неЬемо овде заустављати. 

Обратимо пажњу само на важан случај кад момент, М а то 

значи и функција " зависи само од положаја тела. Тада једначина 
(2) добива облик 

d'6 = f(e) 
dt' 
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и има очевидан интеграл 

(3) (
d8)J = F (О) 
dt ' 

где је 

F (8) = 2 f f (8) d8 + const. 

Тај интеграл је интеграл живе силе; према томе је у овом 

<:лучају кретање конзервативно. Ради проширења области меха

ничких задатака за конзервативна кретаЊ8 са једним степеном 

<:лободе задржавемо се ю,сиије на неким детаљима при проуча

вању кретања за. специјалне $ункције F (8) У једначини (3). 
А сад прелазимо Н8 одређивање реакција у тачкама О и О' 

у општем случај обртања тела око непомичне осовине. 

-
§ 3 . 12. Одређивање реакциј* у иепомичиим таЧl(ама у 

случају обртања око непомичие осовиие 

-.- ~-

За одређивање реакција R и R' које дејствују на тело у 

тачкама О и о' ослободимо наше неслободно тело од веза и 

заменимо те везе дејством наведених реакција. Тада и за наше 

специјално кретање тела можемо искористити диференцијалне 

једначине (1) и (2) § 2 ·21 кретања слободног тела. За састав

.љање тих једначина искористимо израз (1) § 1 . 41 за живу силу. 

Обраhамо пажњу да не можемо непосредно у тај израз ставити 

услове нашег кретања 

(1) ХА' = УА' = ZA' - Р = Q - о 

сматрајуhи да се тачка А тела увек налази у непокретној тачки О. 

Треба прво одредити делимичне градијенте, а затим искористити 

услове (1); у противном случају можемо занемарити члан који 

линеарно зависи од величина (1), али који има коефицијент раз
.личит од нуле и према томе остаје у градијенту. 

П од условима (l) из (1) § 1 . 41, У нашем случају имамо 

дТ 
--- -mRус ~ , , 
UХА 

дТ 
-= ПzxR, 
дР 

Пре .II.иференцирања 

резултате. 

-4 Дввамика чврстог теJlа 

дТ = I R. 
дR Z 

ових израза узеhемо у обзир наредне 
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§ 3· 12 Qдређивање реакција у неПОI&ИЧНИU тачкама 

то је 

Пошто је 

ХС = ~c cos е, Ус = ~c sin е, 

Хс' = - ~c sin G • е' = - Ус • е' , 

Ус' --= ;с cos е . е' = Хс· е' . 
Даље је 

IJжх = - ~ тј Хј Zj = - ~ тј Zj dj cos (6 + «ё) , 
Пуz = - ~тi У, Zj == - ~ тј Z/ dl sin (е + (1.1), 

где је dl , као и раније, отстојање тачке тј од осе Oz, а (1.ј је

угао који гради правац dj са равни O;~; тај угао је према томе 

сталан. Стога можемо написати ове резултате: 

d Пzх = _ ~ т, Zj Хј' = ~ тј Zj dj sin (е + (1.ј) . е' = е' ~ тј Zj Уј = - е' Пzу • 
dt 

dПzу = -:tmјZјУ;'= - ~mjZjdi cos(G +ај)' 6'= -О'~mјZјХI "'" О'Пzх. 
dt 

Узимајуhи у обзир наведене резултате диференцирања, мо

жемо сад према (1) и (2) § 2 . 21 писати оне једначине: 

(1) - т О" Ус - т 6,2 ХС = рх + Rx + Rx' , 

(11) т е" хс - т е'2 Ус = Ру + R)I + R/, 

(111) 0= Fz + Rz + Rz' , 

(IV) е" ПZХ - 6'2 Пzу = Мх - IR/, 

(V) О"Пzу + 0'2 Пzх = Му + IRx', 

(VI) Ј О" ~ Мж • 

Једначину (VI) веЬ смо имали - она служи за одређнвање 

кретања чврстог тела и не садржи реакција. За одређивање шест 

координата реакција имамо само пет једначина. Задатак је према 

томе неодређен. Почнимо одређивати координате реакције. Из 

једначине (V) можемо одредити Rx', а из једначине (IV) величину 
Ry'. Кад еу те две величине одређене, из једначине (1) можемо 

одредити Rx , а из једна чине (11) Ry • За одређивање величина Rz и 

Rz' остаје само једна једначина (111), у коју те величине улазе у 

облику збира. Према томе за те величине можемо одредити 
само збир. 
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Ако претпоставимо да тачка о' тела није потпуно утврђена, 

веЬ да може клизити дуж 021 онда је Rz' =-= О; тада сву реакцију 

у правцу те осе узима на себе тачка О и једначин. (IJJ) даје 

Rж == -Fж • 

Задатак одређивања реакција са тим Допунским условом 

постаје потпуио одређен. 

Задатак одређивања реакција за време кретања материјалног 

система спада у једну нарочиту грану динамике која се назива 

киllеШОСШЩ11ика. У претходним расуђивањима решили смо један 

проб.1lем из ",,,нетостатике,наиме одредили смо КUllешосmаШu~"е. 
реакције које дејствују на чврсто тело за време кретања.Силе 
супротних знакова су притисци које треба да издрже масе оног 

механизма који остварује постављене везе. 

Ако се наше тело заустави у jeJl.HoM одређеном положају, 
да би оно и даље остало умиру, на њега сем датих активних 
сила треба у општем случају да дејствују и реакцнје у тачкама 

-+ -+ 
о и О', али се те реакције уопште разликују од реакција Rи R'. 
Назовимо те реакције, у случају мировања, сUiаUiич"е реакције и 

-+ -+ 
означимо их са S и S'. 

-+ -+ 
Јасно је да статичке реакције S и S' задовољавају једначине: 

(Ш) и (1), (11), (lV), (V) кад у последње четири једначине ставимо 
место левих страна нуле. Према томе за отступања кинетоста

-+ -+ 
тичких реакција од статичких са ознакама 1::., 1::.' можемо написати 

- тО" Ус - то,1 хс = I::.x + I::.x' , 

т О" хс - т е':I Ус = I::.y + 1::./ , 

О = I::. z + I::.z' ; 

О" Пzх - 0'2 Пzу - - ll::.y' , 

О" ПZ)I + 0'1 Пzх "'" 1 t:.x' . 

ове једна чине показују да разлике између кинетостатичких 

и статичких реакција ишчезавају под условима: 1. оса Oz треба 
да буде главна оса инерције, тј. 

Пzх = Пtу - О 

и 2. да она буде централна оса, тј. хс = Ус = О. 

Ако претпоставимо да је I::.z' = О, онда је тада и I::.z =о О. 

4 
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§ З· 121. Перманентна н слобод:на оса 

Претпоставимо да на чврсто тело које се обрhе око непо

мичне осовине дејствују само такве силе које немају моменте 

око Ох и ОУ осе, тј. Мх = о, Му = о. Тада из једначина (IV) и (V) 
претходног параграфа непосредно следује да је 

Rx' = Ry' =0, 
а под УС.llОВОМ да су 

Па - П:у == О, 
тј. да је оса Oz главна оса инерције тела за тачку о. У овом 

случају, под претпоставком да је и R/ = о, у тачки О' на тело не 
дејствује реакција. Према томе главна оса инерције тела за одре

ђену тачку те осе може служити непроменљивом осом обртања 
тела и ако није утврђена у двема тачкама. За главиу осу је до
вољно да она бу де утврђена само у једној својој тачки. Таква оса 

се назива Uер.маненШна оса 06рШа1Ьа. 

Уочимо сад обртање чврстог тела око перманентне осе и 

претпоставимо да резултанта спољаwњих сила :има правац осе 
обртаља, тј. РХ = Ру =- ·0. Тада за обртање око такве перианентне 
осе важе једначине 

- т О" ус - т Ос'! хс = Rx , 

f т О" хс - т 6'2 Ус = Ry • 

Из ових једначина следује да реакција у тачки О нема ком

поненте у правцу нормалном на О: осу, тј. Rx -- Ry = О, ако су 

хс = Ус = о, 

тј. ако је оса О: не само главна оса веЬ и главна централна оса 

инерције за тачку о. 

Такво кретање чврстог тела можемо остварити тиме да реак

ција дејствује само у једној тачки О и то само у правцу осе 

обртања. Оса око које се може остварити наведено обртање 

чврстог тела назива се слободна оса. Слободна оса обртања чвр
стог тела може бити само главна централна оса инерције за 
дату тачку. 

Најзад под претпоставком да је и Р: - О и да спољашње силе 
дају само момент М: =F о око осе Oz, тело може да се обрhе 

око О: осе као потпуно слободно тело, без дејства реакције на 
њега, ако је та оса главна центраЛНIi оса инерције тела. 
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§ з . 2. Ив теориј е еЛИПТИJlКИХ иитеrрала и функ.ија 

у случају кретаЊ8 конзервативног система са једним степе

ном слободе (В, напр, § 3 ,11) интегрзл живе силе доводи до 

диференцијалне једначине у којој је квадрат извода једнак функ
цији зависне променљиве. Напишимо ту једначину у облику 

(
dZ )2: 
dx == F(z). 

Интеграција ове једнаllине се врши квадратуром 

(1) 

z 

Ј
' d 

х-хо - V F~Z)' 
о 

Ознаке су очигледне, а знак испред корена се бира из по

четних услова на познати начин. 

Има у механltЦИ низ проблема који се решавају помопу ква

.l.ратуре облнка (1), где је функција F(z) полином четвртог одно
сно трећег степена по променљивој z. Пошто проучавање таквих 
квадратура не улази у уобичајен курс математике, овде ћемо се 

зауставити на неким елементарним особинама тих интеграла. Изла
гање има конспективни карактер. Његов циљ је само да свесније 

повежемо одговарајупи математички материјал са могућношћу 

решавање одређених меХIНИIlКНХ проблема. 

а. Е л и П т и ч к и и н т е г р а л 

у општем случају интеграл 

1 = Ј R (z, V F(z) dz. 

где је R симбол рационалне функције написаних аргумената, а 

FW-~~+~~+~~+~z+~, 

назива се еJluilнuчни uнШеграJl, а његова инверзна функција 

z -- z(/) 

стоји у вези са еJlиUШичнuм функцијама. ако се не изражава еле
ментарним функцијама. 

Како сваку рационалну функцију R(z, VF(z» можемо прет-
ставити овако 

-,- 1 
R (z, У f(z» = R1 (z) + R! (z)-= 

YF (z) 
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а R. (z) можемо претставити збиром 

R!(z) = А (z) + B(z)/C(z) , 

где су А, В, С ознаке полинома по z, имамо два могућа инте-

грала 

(2) f dz 
А z-

m( )VF(z) 
и Ј 

Вn-1 (z) dz 
(z - zo)n V F(z) , 

где су: Am(z) полином т'ог степена, Bn_1(z) полином (n-l)'or 
степена и z. п' тоструки корен полинома С (z). 

После примене познатих образаца за редукцију 

!Am(z)-;-dZ = Am-z(z) . F(z) +Jaz+b dz, 
lJF(z) lJF(z) 

f 
'8n_1dz = Bn - 2 (z) lJF(Z)+Jaz+bdZ+Df dz 

(z-zо)nVF(z) (z-zo)n-t 'VF(z) (z-zо)VF(z)' 

где су а, Ь, D константе Koj~. ПОДo/lеже одређивању заједно ~a 

коефицијентима полинома Ат.,-:а (z) и Вn-2 (z), интеграле (2) мо
жемо свести на ове интеграле 

(3) Ј 
dz 

V F(z) Ј 
zdz 

V F(i)' Ј 
dz 

(z - zo) V F(z) . 

То су еЛUUШUЧIlU unШегралu Прве, друге u Шреhе врсШе. 

За даља проучавања е~иптиqк~х интеграла згодно j~ извр

шити такву трансформацију полинома F (z) да тај полином буде 

што једноставнији. 

у води се нова променљива ; познатом билинеарном везом 

(4) z = а; + Ii 
у;+8 

коју можемо дефинисати и овако 

( 4') 

са константама а, (:1, у, 8, при чему је 

a8-:':~)' =F О • 
Тада се полином F (z) трансформише овако: 

F(z) = ао z' + а1 ZS + а2 Z2 + аз z + а, = 

= ао;' + а1 ;. + «-t ;:1 + аа ; + а4 (а 8 - Ii у }I , 

(у; + 8)' 
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где су а., а., ... , а., функције коефицијената ао, а1 , ••• , а4 И 

коефИЦИјената трансформације а, {3, у, В. 

Може се показати да се сви елиптички интеграли (3), после 
извршене трансформације (4), изражавају помоЬу елиптичких 

интеграла истог облика 

(5) f d~ 
(ь - ~o) vФ (~) , 

али полином Ф (~) има друге коефицијенте 

(6) Ф (ь) = ао ~4 + а1 ~a + а2 ь2 + а' r; + а •. 

у теорији елиптичких интеграла разликују се три нормална 

облика полинома Ф (ь) и према томе три нормална облuка елuil

Шuчкuх uнШегрола. 

1. Војершшросов облuк. 
Вајерштрас узима за полином Ф (~) полином треЬег степена, 

и то у једноставном облику без квадратног члана 

(7) Ф (ь) = 4 ~I ~ е2 ь ~ еа. 

Коефицијенти трансформације (4') се одређују из ових услова; 
1. однос а/у треба да буде корен једначине F(z) = О, 2. коеФit
цијент код ь2 једнак је нули, 3. коефицијент код ь· једнак је 4. 
Коефицијенти е2 и е. тада се изражавају овако: 

е2 = 000. - 401 Оа + 3022, 

е. = оо 02 а. - 011 а. + 2 а1 а2 О. - 028 . 

Према томе имамо ова три Вајершшрасова нормална елuil
ШUЧКО uншегроло (без везе са претходним излагањем променљиву 

у опште м случају означавамо са z) 

f -Y4~a-: z-ga' f V4Z I
_

Z
;: z -е/ Ј (z - zo) "4:~ -е. z-g.· 

Корени Вајерштрасовог поnинома се означавају са е1 , еl , еа ; 
ЊИХОВ збир једнак НУЛИ: еЈ + е2 + еа = О. 

2. Риманов облuк. 

Риман је исто тако дао врло једноставну трансформацију (4). 
Полином трећег степена код њега има облик 

Ф~) = Сь (1 - ь) (1- л~) , 
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где су С и А константе. У овом случају коефицијенти трансформа

ције (4) се одређују из услова: однос а/у треба да буде корен 

једначине F (z) "'" О, други и треhи корени да буду О и 1. Транс-

Ф . 1 
ормисани четврти корен се ознаЧУЈе са -. 

л 

Риманови нормални елиШiiички инmеграли изгледају овако 

(7) Ј v Cz (l_
d
:) (z - лz)' f v Cz (1 ~~; (1- AZ)' 

f(z-zo) V CZ ~~ - z) (1- AZ)' 

3. Лежандров облик 

Ако у Римановим интегралима: 

1. ставимо Z "'" sinz <р; 
2. зауставимо се само на реалном подручју и зато ставимо 

л == k8 И при томе се ограничимо на вредности kS < 1 ; 
3. константу С узмемо позитивну; 
4. од неодређених интеграла пређемо на одређене са грани· 

цама О и <р, што не ограничава проучавање интеграла, онда до

бивамо три Лежандрова нормална елиUШичка uнШеграла са овим 
усвојеним ознакама: 

'р 

Р( k) -Ј d<p <р, - .1 1 k2' 2 ' , - S1П <р 

О 

'Р 

Е (<р. k) = Ј v 1 - kl sin2 <р d <р , 
о 

ср 

П(<р т k>=J d<p 
" (1+msiп2 <р)Vl-ks siп2 :р 

о 

Константа k се назива моду.! елиl1Шичких инmеграла. 

Лежаидрове интеграле извели смо из Риманових интеграла 

због једиоставнијег излагања, али треба навести да је Лежандр 

(1752-1834) дао своје интеграле раније него Римаи (18:l6-1866). 
Ь. Е JI И П Т И Ч К е Ф у н к Ц и ј е 

1. Јакобијеве елul1Шuчке функције 

Не улазеhи у теорију елиптичких функција, као дво-перио

дичних функција у комплексном подручју, зауставимо се само на 
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ОСНОВНИМ појмовима и операцијама у вези са такозваним Јако6и

јеви.u елиПШички.u функцијама, и то у реалном подручју. После 

тога Ьемо навести и елементе из теорије Вајерштрасових р (z), 
~ (z) и а (z) функција. Најзад Ьемо показати у теорији елиптичких 
функција улоГу Јакобијевих " функција и Аl функција. Уносеhи 
у ову књигу И овај материјал, сматрамо да у некој,мери подми

рујемо ону потребу која стоји у вези са применом елиптичких 

функција на проблеме механике. 

Готово су исто време Н. Х. Абел (1801-1829) и К. Г. Јакоби 
(1804-1851), место проучавања елиптичког интеграла као функ
ције горње границе тог интеграла, почели проучовати горњу 

границу као функцију интеграла, тј., како смо казали, извршили 

инверзију интеграла. Да таква инверзија може бити од велике 

користи, то се види на овом елементарном примеру. Узмимо 

интеграл 
и 

(8) V -ј'l du 
у 1 - и2 

"'" arc siп и. 

о 

Функција v, интеграл, сматрана као функција и' а, горње 

границе интеграла је аркуссинус, многоэначна функција аргумента 

и. Као што знамо из тригонометрије, ова функција није згодна за 

непосредну употребу, нарочито у применама. 

Ако сад извршимо инверзију и почнемо анализирати горњу 
границу и као функцију интеграла v из (8), видимо да је то по
зната функција синус: 

и = sin v. 

Помоhу инверзије поставили смо врло једноставну везу из
међу истих променљивих. Као што је познато, синусоида служи 

у исто време као график и функције arc sin и; довољно је проме
нити улоге аосцисе и ординате. 

Применимо сад инверзију на Лежандров елиптнчки ннтеграл 
прве врсте 

ср 

f drp 
F(rp,k)=u(cp,k)= V . 

1- k2 S1П1 Ч' 
О 

и уведимо функцију 

(9) ср = rp (и, k) . 
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Сматрајуhи ср као функцију и, вредности интеграла, навели 

смо да она зависи и од параметра k, модула елиптичког интеграл~. 
Присуство променљивог параметра, разуме се, много отежаВI 
проучавање такве функције кад се упореди са проучавањем 

инверзије интеграла који не зависи од параметра, као што је 

случај интеграла (8). 
Јако би је назвао функцију (9) а.мЙли1l1уда и и писао 

ср ... ат (и, k). 

Видимо да појам амплитуде одговара појму угла, јер у 

елиптички интеграл улази sin ср = sin ат и. 
Јакоби је увео три основне елиптичке функције које се зову 

Јакобuјеве елui1ll1uчке функције. То су функције 

(10) sin ат и = sn и , 

(11) cos ат и = сп и , 

(12) А ат и=-+ V 1 - kJ sin l ат и = + V 1 - k2 sn2 и = dn и . 

СкраЬене ознаке sn, сп, dn увео је Гу дерман. 
Из тих дефиниција непосредно следују ове везе измеђУ тих 

функција: 

(13) sn1u + сn"и = 1, 

(14) 

у ведимо сад интеграл 

"'{2 

Ј dcp = p(~ k)=K 
V 1 - kJ sin· ср 2 ' , 

о 

који се назива i101l1i1YHU елUlill1ички иншеграл прве Bpcll1e. 

Докажltмо да је 

'" 
(16) f dq> = F(1t,k) = 2К. 

" 1 - k2 sin· q> 
о 

Заиста, можемо рачунати: 

'" "'{2 '" "'/2 

Ј = Ј+ Ј=к+Ј d6 =2К, V 1 - k2 sinJ 6 
о о "'/2 о 

при чему смо при израчунавању другог интеграла увели замену 

ср=л:-6. 

ц : i 
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Приметимо да резултате (15) и (16) можемо изразити и овако: 

ат К ~ 'л /2, ат К = 'л • 

Непосредно Н8 основу дефиниција (10) - (12) и изведених 

резултата можемо саставити ову таблицу специјалних вредности 

функција sn, сп, dn: 

sn 0= siп ат О - О, сп 0= cos ат 0= 1, dn О = V 1 - k2 siп2 О = 1, 

snK=sinamK~l, cnK=cosamK=O, dnK= Vl-k2SiП2i=rг-kl, 
SQ 2 К = sin ат 2 К ~ О; сп 2 К = cos ат 2 К = - 1 ; dn 2 К == "1 = k2 sin2 п -= 1. 

Покажимо сад периодичност ових функција, наиме дока

жимо једначине: 

(17) 

(18) 

(19) 

sn (и + 4 К) == sn и, 

сп (и -+- 4 К) == сп и , 

dn (и + 2K)==dn и, 

које показују да је период функција sn и сп четворострука вред
ност потпуног интеграла (15), а функције dn - двострука вред

ност истог интеграла. 

Пре свега ПОК8ЖИМО да је 

(20) ат (и + 2 К) = ат и + ат 2 К = ч> + 'л • 
Заиста, ако напишемо, преМ8 једнакости за границе 

(и + 2 К) = (и) + (2К), 
једнакост за интеграле 

s q> л 

f da f da f da 
V 1 - k'l. sin2 а =. -;"==I=-=k===z=st:':=n=='l=a + V 1- k2 siпl а ' 

о о о 

r де је s непозната амплитуда и + 2 К, и десну страну трансфор

мишемо овако 

ј+ j~ ј+ T~ Г 
о о о о 

(јер је ј:' ј ) . можемо за'ЉУОИТИ да је $- ат (и + 2 К)-<р +~. 
Jf О 



- ----------------,------

§ 3·2 Из теорије елиптичких интеграJlа н функција 60 

Сад ће на основу (20) бити 

sn (и+2 К) = sin ат (и+2 К) = sin (qI+Я)= - sin <р=_ -sin ат u - -sn u. 

После овог имамо 

sn (и + 4 К) = - sn (и + 2 К) - sn и . 

На сличан начин се доказује и једначина (18). 3а функцију 

dn непосредно имамо 

dn (и + 2 К) =" 1- k2 sn2 (и + 2 К) ,.. У-l - k2 sn'l u =dn и. 

у вези са периодичношhу функција sn, сп, dn наведимо да у 
имагинарном подручју ове функције сем својих стварних имају 

и имагинарне периоде, па се према томе јављају као дво-перио

дичне функције. 

Одредимо изводе тих функција. 3а sn непосредно имамо 

dsn и d. d<p du 1 
-- = - s1П <р = cos qI . - .., cos <р : - = cos <р : -;:::==':==7=~ 

du du du d<p " 1 - k'l siп'l <р 

= cos <р • " 1 - k2 sinZ <р - cos ат u . " 1 - k'l sin3 ат и = сп u • du ц ; 

према томе пишемо кратко 

(21) (sn и)' = сп u • dn и. 

После тога из (13) и (14) диференцирањем добивамо 

(22) 

(23) 

(сп и)' = -sn и • dn u , 

(dn иУ = - k2 sn u • сп u . 

Наведимо још вредности других и треhих извода тих функ

ција: 

(sn и)" = - (1 + k' - 2 k2 Sfl2 U) sn и, 

(сп и)" = - (1- 2 k2 sn2 и) сп и, 

(dn и)" = - k2 (l- 2 sn2 и) dn u ; 

(sn и)"'= - (1 + kl -6 k2 sn2 и) сп u • dn и, 

(сп-и)'" = (1 + 4 k2 - 6 k2 sn2 и) sn u . dn и, 

(dn и)'" = k2(4 + k2 - 6 k2 sn'l. и) sn u • сп и. 

Тако можемо израчунати вредности и наредних извода. По

што је 

sn О = О, сп О = 1, dn О = 1 
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.. ожемо израчуна ти вредности тих извода за и .. О, па на основу 
тих вреднос:rи, применом Меклоренова обрасца, доhи до ових 

формалних редова: 

sn и - и - !. (1 + k2) иВ + ..!.. (1 + 14 k2 + k4) и· - ... , 
31 51 

1 1 1 
сп и - 1 - - и2 + - (1 + 4 k2) и4 - - (1 + 44 k2 + 16 k4

) и' + ... , 
21 41 61 

1 1 . 1 
dnu= 1 --kzu2+-k2(4+k2)u4_-k!!(16+44k2+k4)u8+ ... 

21 41 61 ' 

који могу служити за израчунавање тих функција у области 

конвергентности. Постоје и други, згоднији начини за израчуна

вање тих функција. Сем тога постоје и нарочите таблице са број

ним вредностима елиптичких функција. Врло добре су таблице 

Е. Jahr1ke und F. Emde (Funktionentafeln mit Formeln uпd Kurven), 
где су дати и графици одговарајуЬих функција. 1954 г. Р. Byrd и 
М. Friedmann штампали су под----нааовом Handbook of elliptic 
integrals for engineers and physicists врло опширну збирку обра
заца за елиптичке интеграле и функције. На слици (сл. 2) дајемо 
графhке за sn, сп, dn. 

Јакобијеве елиптичке функције су нарочито згодне због 

тога што су дегенаративни облици функција sn и и сп и тригоно
метриске функције sin и и COS и, и што су многи обрасци који 

важе за те елиптичке функције аналогни обрасцима за тригоно

метриске функције. 

Наведимо још три диференцијалне једначине и један систем 

од тр" диференцијалне једначине чија су решења Јакобијеве 

е.llиптичке функције. 

Ако подигнемо сваку од једначина (21) - (23) на квадрат 
и изразимо десне стране на основу (13) односно (l4) У функцији 
само одговарајуЬе променљиве, добиhемо ове три диференцијалне 

једначине: 

--- =(I-sn2 u) (1--k!sn2 u), (
d sn и)2 
, du 

-- = -(1-dn2 u)(1-k2 -dn2 u). (
d dn и)2 
, du 
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Значи, обратно, ако је дата, напр., диференцијална једначина 

(;~)! ~ (1 - у2) (1 _ k2 у2) , 

њен интеграл је функција 

у = sn(x + С) 
где је С произвољна константа. 

Напишимо још систем од три диференцијалне једначине '. 
(24) 

du --vw = О, 
dr; 

dv 
- + wu = О, 
dt 

dw 
- +k1uv = О, 
dt 

где су и, v, w непознате функције променљиве 1', а k2 једна 
константа. 

Ако написани систем упоредимо са једначииама (21)-(23), 
видимо да и, v, w могу бити изједначе ни са ФУНКЦИјама sn, сп, dn 
и према томе интеграле једначина система (24) можемо написати 
у облику 

(25) и = sn (t + с). v = сп (t + с), w = dn (t + с), 
где је с произвољна константа. Систем (24) биhе потребан при 

решавању једног проблема о кретању чврстог тела. 

2. ВајершlI1расове елиUlI1ичке функције 

Вајерштрас је, на основу проучавања елиптичких интеграла 

и функција у комплексној области, дошао до једне нарочите 

елиптичке функције као резултат инверзије елиптичког интеграла 

прве врсте и 

(26) z = - f v 4и2 ~Ug2 и - gs . 
ао 

ОН је ту функцију означио са р (z) и она је сачувала ту 

ознаку и сад. Како је 
и = p(z) 

из (26) имамо диференцијалну једначину за p(z): 

р''Ј. ~ 4 рв - g2 Р - gs. 

.. " 
~~,---,,-----
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Вајерштрасова функција p(z) се издваја од свих еЛИПТИЧКИ7 
функција тиме што је напростија, па се сматра као елuuтuч"а 

елемент. Она се развија у ред 

1 1 1 1 
(27) p(z) = - + - К2, Z2 + - Ка z· +_--к.2 Z8 + ... 

Z2 20 28 1200 

!snU 

и 

l( 
О~------1~----~Г------'-З------Т4~~ 

Слика 2 

који ннје прегледа н и не служи за израЧУН8вање те функције, али 

показује структуру те фУllкције са двоструким полом z = о. На 
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основу Абелове теореме да је инверзна функција сваког елип

тичког интеграла прве врсте дво-периодична функција, функција 

p(z) има два периода. Од три величине ООј, Ш!> ООв, које задово-
љавају једначине 

р( ~оо, ) = е, i = 1, 2, 3 

и између којих постоји веза 

001 + (ЈЈ. + 00з ~ О, 

две величине су независни периоди функције р (z). Оне имају 
вредности 

i = 1, 2,3. 

оо 

у вези са функцијом р (z) Вајерштрас је увео две функције, 
такозвану зета-функцију и сиг .ма-функцију са ознакама ~ (z) и (Ј (z). 
Формално оне се уводе једначинама 

!!.. ~(z) = - р (z), 
dz 

d 
-log (Ј (z) - ~ (z). 
dz 

Функција ~ (z) може се одредити редом 

~(z) =~ + asz' + a5 z5 + .. , 
z 

а функција (Ј (z) је цела функција (без полова). 

Функција (Ј је послужила. Вајерштрасу за претстављање 

сваке елиптичке функције у облику количника целих функција. 

3. Јакобијеве тета-функције 

За претстављање елиптичке функције као мероморфне функ

ције у облику количника две целе функције постоји више начина. 

Један начин се оснива на увођењу такозваних теInа-финкцuја. То 

су функ~ије одређене редовима 

1 9 25 "t (v) = 2 (q4' sin v - q'4 sin 3 v + q 4" sin 5 v - •.. ), 

1 9 25 "2 (v) "" 2 (q'4 cos v + q'4 cos 3 v + q'4 cos 5 v + ... ), 

.. \ 
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"а (v) .". 1 + 2 (q cos 2 v + q4 cos 4 v + q9 cos 6 v + " .), 
~4(V)= 1 - 2{qcos2v - q4cos4v+q9cos6v- ... ), 

где су 

v = 1Си/2К, 
са 

т", к (k')/ к (k), 

§ 3·2 

при чему је 4 К период ЈаКОбијеве функције, рецимо, sn и, а k и 
k' су модули интеграла, ОСНОВНИ и ДОi1унски, тако да је 

kl + k'Z = 1. 

Помоиу тета-функција Јакобијеве елиптичке функције се 

изражавају овако 

1 "1 (v) snu= -= --, 
Vk ".(v) 

сп и =< 1/ k' "1'< v) , 
V k "4 i{V) 

4. Вајершшрасове функције 

Вајерштрас је са своје стране предложио четири бесконачна 

реда, такозване Вајершшрасове Аl функције, и изразио Јакобијеве 

елиптичке функције sn z, cnz, dn z помођу количника 

(28) sn z = А 11 (z) / AI (z), сп z = AI2 (z) / Al(z), dnz = Al.(z) А l(z). 

Функције Аl имају вредности (в. М. П е т р о в и И, Елиптичке 
функције, стр. 83, 84) 

1 1 1 
Alz= 1- - A 4 z· + -АsZ8 - -A8z8+ ••• , 

41 61 81 

1 ) 1 
AI, z=z- - Bszs + -В6 zЪ - -B7Z7+ ••• , 

31 51 71 
(29) 

1 lе! l е4 l е • 
А/з z = - - 1 Z + - 4 Z - - в Z + ... , 

21 41 61 

1 lD 2 1 l D 8 AI.z = - - 2Z +-D.zi- - sZ + ... , 
21 41 61 

где су коефицијенти полиноми по k: 

А4 = 2kl , 

А 6 = 8 (k2 +k·), 

А з = 32 (k2 + k8
) + 68 k4 , 

А 10 = 128 (k2 +k8) + 480 (k4 +k8), 

,5 Динамкиа чврстог теЈЈа 
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8. =-= 1 + k2 
, 

85 = 1+k'+4k:l, 

8т = 1+k8 +9(k2 +k'), 

89 "'" 1 + kB + 1 б (k! + k8
) - б k4 

, 

С2 = 1, 

С4 = 1 +2 k2
, 

Се 1 + б k2 + 8 k4 , 

СВ = 1+12k2 +БОk4 +32k8 , 

02 = k2
, 

04 = 2k2 +k4 , 

Ое = 8k!+бk4 +k8 , 

ОВ = 32k2 +БОk4 + 12k6 +Jc8, 

Редови (29) су врло згодни за израчунавања, јер су конвер
гентни за све вредности z. 

Приметимо да за k = О функције А! дегенеришу у ове функције 

А! = 1, Al1 = sin z, Al2 = cos z, Ala = 1. 

§ 3 . 3. Фиаичко клатно 

Тешко чврсто тело приморано да се обрhе око сталне хори

зонталне осовине је фuзuчко клатно, а проблем одређивања кре

тања тог тела је uробле.м фuзuчког клаШна. Овај проблем треба 
сматрати као важан специјалан случај претходног проблема о 

обртању чврстог тела око непомичне осе под утицајем датих сила. 

Ако са Э означимо угао између нормале, дужине [, Сllуштене 
из тежишта тела, тачке С, на осу обртања, и вертикале надоле. 

онда. према (VI) § 3.12, диференцијална једна ч ина кретања тела 

изгледа овако 

(1) ЈЭ" = М, 

где је Ј момент инерције тела око осе обртања и М алгебарска 

вредност момента свих сила што дејствују на тело око осе обр-
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тања. Тај момент је позитиван ако се тело обрhе у смислу раш

ћења угла Э. 

За израчунавање тог момента узмимо. у обзир да је момент 

паралелних сила једнак моменту резултанте тих сила (ако она 

постоји) са нападном тачком у центру (§ 1.8, Ш-l) тих сила. 

Како на све тачке тела дејствују само паралелне силе теже, 
-+ 

момент тих сила је једнак моменту силе тс са нападном тачком 

С око осе обртања. Његова алгебарска вредност износи

mgl sin IЭ. На тај начин једначина (1) добива облик 

Ј IЭ" = - mgf sin О. 

Ако уведемо ознаку 

(2) Ј / ml = R 

претходна једначина прелази у једначину 

R О" = - g sin Э 

и-поrrnапа се са једначином (1) § 10.52, 1, која је диференцијална 
једначина кретања математичког клатна. Дужина R се назива 

редукована дужина физичког Jtлаmна. Према томе физичко клатно 

се креЬе на исти начин као и матема-

тичко клатно. Пошто је кретање ма

тематичког клатна било детаљно 

проучено у §§ 10· 52, 10· 521, 
1 О . 522, 1 О • 523, 1 О • 53 динамике 

тачке, нећемо понављати исте ре

зултате у примени на физичко 

клатно. 

Специјално питање које се по
ставља за физичко клатно је пи

тање одређивања редуковане ду

жине физичког клатна. 

Нека је права р КрО3 тачку О 
(сл. 3) оса обртања физичког кла-

Слика 3 

тна. Узмимо на продужењу праве ОС тачку О' и кроз њу 
замислимо праву р' паралелну са правом р. Нека права р' буде 

друга оса обртања истог тела. Са [' означимо растојање СО', а 
са R' редуковану дужину истог тела кад се оно обрhе око 
праве р'. 

Како је момент инерције тела око праве р кроз О, према 
(1) § 1. 61, 11. 

Јо = Је + тЈ'! = т (k2 + /2), 
5 
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.' 

где је lc=mk2 централни момент инерције око осе паралелне са 

р и р' и k њеГ9В крак инерције, то за R према (2) можемо напи-
сати 

k2 +J2 kZ 

R=Jo/ml- -- = - + [. 
[ L 

На сличан начин, за редуковану дужину R' имамо 

R,=k
2 

+['. 
[' 

Претпоставимо сад да је постигнут такав положај оса р и 

р' да су мале осцилације око тих оса истих периода; тада одго

варајуће редуковане дужине треба да буду исте, тј. 

или 

R'=R 

kZ k2 

- + [= - +['. 
[ [' 

Из ове једначине следује да је 

(3) /L' = k2• 

Са том везом између 1 и [' имамо 

k2 

R = R' = - + 1 = l' + 1 = ОО'. 
1 

Ова једначина тврди: ако су редуковане дужине физичког 

клатна за две паралелне осе једнаке, свака од тих дужина једнака 

је растојању између тих оса (теорема Хајгенса). 

Две паралелне праве чија отстојања од центра маса 

у њиховој равнфи задовољавају услов (3) називају се р 

конјуговане осе uзuчког клатна. 

На основу ове теореме Кејтер је конструисао та· 

козвано реверзu6uлно клатно, чија је схема показана на 

слици (сл. 4). О и О' су призме помоћу' којих се оства· 
рују паралелне осе; Р и Q су допунске масе чијим се Q 
премештањем постиже изједначење времена осцилација. 

Из обрасца за мале осцилације математиqког клатна 

., о 

~- о' 

т = 21C~ епика 4 

где је R' редукована дужина физиqког клатна, једнака дужини 

ОО' реверзибилног клатна, можемо према датој вредности Т одре

дити интензитет убрзања g силе теже. 



ГJlАВА ЧЕТВРТА 

Обртање чврстоr тела око непомичне тачке 

§ 4. 1. Обртање чврстог тела око вепомичве Ta8fKe 

Проучимо сад класични проблем механике чврстог тела; 

проблем о обртаљу тог тела око непомичне тачке под утицајем 

датих сила, односно по инерцији. 

Чврсто тело Koj~ се обрhе oko непомичне тачке има три 

степена слободе. Положај тела се одређује, напр., noмоЬу Ојле

рових углова <р, \}1, в, који у овом случају могу играти улогу не

зависних координата тела. 

Положај тела ћемо одређивати у односу на непомични три

једер оса Oxyz, при чему ћемо тачку О сместити у непомичну 
тачку око које се врши обртаље тела. Са телом повежимо три

једер- Аечь, тачку А сместимо у исту непомичну тачку О, а осе 
овог триједра нека буду главне осе инерције тела за тачку О. 

Овај проблем механике је врло важан како са практичног 

тако и са теориског гледишта. Практички значај тог проблема 

се нарочито наглашава због тога што се овај проблем поклапа 

са проблемом о обртаљу слободног чврстог тела око свог цен

тра инерције. А овај последљи проблем игра капита.~ну улогу у 

оним гранама механике (на пр. балистици, аеронаутицн и др.), где 

се проучава не само кретаље центра маса већ и обртаље тела 

око тог центра. 

Што се тиче теориског значаја, специјални проблем о кре
тању тешког чврстог тела око непомичне тачке постао је, с.rIИчно 

проблему трију тела у мехаllИЦИ система, извор З8 читав низ 
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матемаrичких проучавања система диференцијалних једначина 

који у општем случају не може бити решен у коначном облику 

помоhу познатих функција. 

§ 4 . 11. Диференцијалне једначине проблема. 
Одређивање реакције. 

Диференцијалне једначине обртања чврстог тела око непо

мичне тачке можемо написати на основу закона момента коли

чина кретања за непокретан пол. 

3а непокретан пол имамо, према (2) и (3) § 2 . 2, векторске 
једначине 

. -t 
1- М, 

. .... 
I(А) = М(А), 

или, према (5) и (7), 

d .... 
-grаdоТ = М 
dt ' 

d .... 
- gradw Т = М(А). 
dt 

Овим векторским једначинама одговарају скаларне једначине: 

за непокретне осе 

(1) ~дT =М 
dt дР х, 

d дТ 
--=Му, 
dt дQ 

~дT =М 
dt дR Z 

са вредношhу живе силе из једначине 

2 Т=- Јхра + Ју QZ + JzRl + 2 Пуz QR + 2Пzx RР + 2 ПхуРQ, 

где су моменти и производи инерције узети за непокретну таЧКУi 

за покретне осе 

d дТ дТ дТ 
--+q--r-=M;, 
dt др д г д q 

djjT дТ дТ 
--+г- -р-- = Mq , 
dt д q др дг 

d дТ дТ дТ 
---+р- -q-=Mr" 
dt д г дq др 

" i 
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- тј. 

(2) 

dp 
А dt - (В - С) qr ~M~, 

В:: -(С-А)гр=МlJ , 

dr 
С dt -(А ·-В)рq=М~, 

§ 4·11 

јер за покретне осе у нашем случају жива сила има вредност 

2 Т = Ар2 + Bq2 + Сг2, 

при чему смо овде са А, В, С означили главне моменте инерције 

за тачку А. Једначине (2) се формално поклапају са једначинама 

(4) § 2 ·22. Разлика је у томе што су у једначинама (4) § 2 ·22 
величине А, В, С означаВ8ле главне централне моменте инерције, 

а овде у једнаqинама (2) то су главни моменти инерције за тачку 
А, која може да се и не поклапа са центром инерције. 

Као и једначине (4) § 2 . 22, исто тако једначине (2) нази
вају Ојлерове јеДllаЧUllе обрто1ЬО чврстог тела у датом случају 

око lIеi10..wUЧllе тачке. 

Јасно је да за решавање овог специјалног проблема могу 

послужити и Лагранжеве једначине за Ојлерове углове, које смо 

навели у § 2 • 23. 
-+ 

Што се тиче одређивања реакције R у тачки О, односно А, 
треба искористити закон количине кретања. У нашем случају 

имамо 

(3) 

-+ 

d -+ -+ 
-grаd''А Т= F + R, 
dt 

где је F резултанта активних сила. 

Како је, према (2) § 1 . 4, 
-+ -+.~-+ 

grad"A Т = mVA +m[О, ГС - ГАЈ, 
-+ 

у нашем случају (VA =0) имамо 
-+ -+ 

grad vA Т= m[О, Гс). 

Једвачина (3) тада даје 
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а како је 
-+ -+-+ 
Vc = [О, гс], 

дефинитивно добијамо резултат 

-+ -+ {.-+ 4>-+-+ -+ } 
R = - F + т [О, г с.:] , {1 (О, г с) - г с 02 • 

-+ 
Први део - F је статички део реакције, а остатак је кине-

тостатичка допуна реакције. Ако је тело учвршhено у свом цен-
... -+ 

тру маса (гс = О), реакција се своди само на статички део - Р . ... 
Ако на такво тело спољашње силе не дејствују (Р = О), тј. ако 

се кретање врши по инерцији, реакција је једнака нули, тело се 

обрhе око центра инерције као потпуно слободно тело. 

§ 4 . 111. Случај тешког тела 

Зауставимо се сад на случају тешког чврстог тела на које 

не дејствују друге спољашње силе сем сила теже. Пошто су то 

паралелне силе, њихов момент око непокретне тачке једнак је 
-+ 

моменту силе mк са нападном тачком у С око исте непокретне 

тачке о. Према томе у овом случају 

... -+ ... -+ 
м ... М<А) ~ т [Гс,К] . ... 

Ако осу Oz наперимо вертикално навише, момент М има у 

односу на триједар iOxyz координате: - mкус, mкхс, О; зато 
једначине (1) претходног параграфа гласе 

(1) !!.. дТ = -mкус ~ дТ =mкхс, ~ дТ =0. 
dt дР 'dt дQ dt дR 

За покретне осе момент треба одредити као векторски 
... -+ ... 

производ вектора г с (~c, Чс. ~c) и mк са g ( - gлz , - gp.z, - gVt), где 
су, као и раније, лz• \-Lz, Vz косинуси углова осе О. са осама три

једра AeCJ~. Према томе Ојлерове једначине (2) § 4 . 11 изгледају 

овако: 

(2) 

А dp - (8 - С) qr = mК (Ьс !1. - СЈс.: vz), 
dt 

8 dq - (С - А) гр = mК (~c У• - ~c Az) , 
dt 

dr 
С - - (А - 8) pq = mК (СЈс Лz - ес !1z) • 

dt 

\ 
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При интеграцији овог система једначина треба имати у виду да 

. променљиви косинуси Az , }1z, у: морају задовољаВIТИ овај систем 
кинематичких једначина [в. (7) § 4 . 21, 111-11: 

(3) dЛz О d}1z" О dvz "о -+qvz -r}1z= ,-+ГАz-РVz = ,-+Р}1z-qлz = . 
~ ~ ~ 

у вези са решавањем проблема о обртању тешког чврстог 

тела око непомичне тачке помоћу интеграције система диферен

цијалних једначина (2) и (3) треба навести важну примедбу да је, 
сем интеграције тог система за решење задатка, тј. за одређивање, 

рецимо, Ојлерових углова у функцији времена, потребно извр

шити још једну квадратуру. Детаљније ћемо о томе говорити у 

вези са конкретним примерима. 

§ 4 . 2. Ојлеров случај. Основни интеграли. 

Случај обртања тешког чврстог тела под условом да се 

тежиште тела налази у непомичној тачки назива се Ојлеров случај. 

Према (2) § 4 . 111, диференцијалне једна чине кретања тог слу

чаја имају облик: 

(1) 

dp 
А dt - (В - С) qr = О , 

dq 
В dt - (С - А) гр = О, 

dr 
С - - (А - В) pq = о , 

dt 

:где су А, В, С главни централни моменти инерције тела. 

Пошто исте диференцијалне једначине одговарају и случају 
обртања по инерцији слободног чврстог тела око његовог центра 

инерције, Ојлеров случај обухвата и тај други проблем. 

3абележимо да спољашње силе чија резултанта пролази кроз 
центар инерције, па је њихов момент око тог центра једнак нули, 

ни у једном од тих проблема не утичу на обртање тела. У првом 

проблему резултанта мења само реакцију која дејствује на тело 

у непомичној тачки, а у другом она стоји у вези са кретањем 

тежишта тела. 
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Пошто под наведеним условима наше тело претставља кон

зервативни систем, диференцијалне једначине (1) имају интеграл 
живе силе 

(2) Ар! + Bq2 + Сг" = h, 

где је h произвољна константна, једнака двострукој живој сили. 

Сем тога, према закону· момента количина кретања имамо 

интеграл тог момента за непокретни пол 

(3) 
.... .... 
1 = О, 

.... .... 
r де је О сталан вектор. Како су координате вектора 1 у односу 
на осе триједра A~1jC; једнаке Ар, Bq, ег, можемо написати други 
интеграл једначина (1) у облику 

(4) 

Интеграли (2) и (4) су основни инmеграли једначина (1). Ови 
интеграли се могу добити и непосредно множењем једначина са 

р, q, г односно са Ар, Bq, ег и сабирањем. Како су h и 02 пози
тивне константе, можемо са Гринхuл-овим ознакама тих кон

станата 

основне интеграле написати и овако: 

(1) 

(11) 

Ар2 + Bq! + ег" - D (12, 

А 2 р2 + в. q2 + е2 г: = D2(12. 

Величина D има димензију момента инерције, а р. - угаоне 

брзине. 

Векторски интеграл (3) игра важну улогу у проблему. Он 
тврди да са овим кретањем чврстог тела стоји у вези Лапласова 

непроменљива раван (односно породица паралелних равни), чији 

је положај одређен почетним условима кретања. 

Векторском интегралу (3) одговарају три скаларна интеграла 

Ар Ах + Bq(1x + егух = ох, 

АрАу + Bq(1y + егуу = Оу, 

АРА: + Bq(1. + егу: = Oz. 

где су ОХ, Оу. Oz константе. 

щ : 
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§ 4 ·21. Геометриске интерпретације Ојлеровог случаја 

Ако се за неко кретање, у датом случају чврстог тела, 

наводе оне геометриске особине кретања које одређују, без 

Слика 5 

обзира на време, трајекторију 

(као скуп трајекторија свих таЧ8-
ка) тела, онда се каже да се даје 

гео.метриСllа интерПретација тог 

кретања. Геомеrриска интерпре

тација је од нарочите вредно

сти, ако се при томе наводи и 

онај геометриски елеменат, који 

је за време стварног кретања 

пропорционаланвремену. 

а. Прва Poinsot' ова интерПретација Ојлеровог случаја 
~ 

Нека правац тренутне угаоне брзине w сече површину елип-

соида инерције 

(1) 

у тачки S (сл. 5). 
Докажимо ове теореме: 

~ -+-
1. Угаона брзина w је пропорционална вектору Os. 
За доказ теореме довољно је показати пропорционалност 

њихових интензитета. 

Како се жива села чврстог тела при обртању одређује из 

једначине 

(2) 

при чему је у нашем случају 

(3) 2 Т = h = Dp.J, 

И како је према конструкцији елипсоида инерције 

os = 1 /у}ш, 
то из (2) и (3) имамо 

(4) 00= os {јј = os . р. YD ; 
~ --одавде следује и пропорционалност вектора w и os. Из овог 

резултата непосредно следују вредности координата тачке S: 

(5) ~s = р / "ћ, IJs - q / "ћ , ~s -= г / уЈ, • 
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П. Тангентна раван површине елипсоида инерције у тачки S 
је Лапласова раван. 

Како једначина тангентне равни површине (1) у тачки S 
гласи 

(6) A~s ~ + Bl]s 1] + Cr,s r, = 1 , 

где су " 1], ~ координате променљиве тачке те равни, косинуси 
углова које заклапа нормала на ту раван са координатним осама 

триједра O;qr" према (5), биhе пропорционални са 

Ap/Vh, Bq I Vh, CrlVh. 
-+ 

Према томе та нормала има правац вектора G (Ар, Bq, Сr). Тан-
гентна раван стоји управно на сталан правац тог вектора, тј. она 

је Лапласова раван. 

III. Тангентна раван површине елипсоида инерције у тачки 

S је на сталном растојању од тачке О. 

Заиста, према познатом обрасцу, растојање 8 равни (6) од 
тачке О износи 

(7) 

или на основу (5) 

(8) с') = Vh / G = const. = 1 / v D ; 

тиме је теорема доказана. 

Из наведених теорема следује: 

За време кретања ел ипсо ид инерције додирује сталну раван 

у тачки која се налази у тренутном мировању и на тај начин 

за време кретања елипсоид инерције котрља без клизања по 
непокретној равни а угаона брзина је пропорционална вектору 

положаја тачке додира. У томе је прва Роiпsоt-ова интерцретација. 

Због ове интерпретације, кретање Ојлеровог случаја понекад се 

назива Роiпsоt-овО кретање. 

За време котрљања тачка S описује две крмве: једну на 

површини елипсоида и другу у непокретној равни. Прву КРИВУ 

Poinsot је назвао ilолходuја, другу херiiолходuја. За време котрљања 
КОНУС са врхом у О и са. као полходи.јом водиљом, к:оји је чврсто 

везан са телом, котрља се без клизања по непокретном КОНУСУ 

са врхом исто у тачки О и са као хеРПОJlходијом водиљо.м. 
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Једна чине полходије, као једначине геометриског места тачака 

на површини елипсоида у којима тангентна раван има стално 

растојање од центра елипсоида, имају облик 

(1) 

(9) 

AS2 +Вч2 + ct2.= 1, 

A2ea+B3fj2+~3=D. 

Друга једначина непосредно следује из (7), ако искори

стимо (8). 
Из једначина (1) и (9) добива се једначина 

Из једначина (1) и (10) З8кључујемо да је полходија алгеба
рска крива: пресек елнпсоида и конуса другог реда. 

Претпоставимо да је 

А>В>С. 

. 1 1 1 1 1 
Како Је према особини елипсоида - :< 82 :< - и -:< -~ - , 

величина D је у границама 

A>D>C. 

А С А D С 

ОД величине D зависи цоложај полходије на површиои ели п
соида. Набројимо резултате (сл. 6): 

(1) D ~ С Полходија се реду ку је 
на тачке на оси O~, великој оси ели п

соида инерције. 

(ЈЈ) В> D > С Полходија се од 
осе O~ приближује двема равнима ct и 

:;... {3 које се секу дуж осе О Ч, средње 
осе елипсоида инерције. 

епика 6 (Ш) D = В Полходија се распада 
у две криве у поменутим равнима ct и (3. 

(IV) А > D > В Полходија се од равни ct и ~, у другим угло. 
вима, приближује Os оси. 

(V) D = А Полходија се редукује на тачке на О ~ оси. 

Што се тиче херполходије, она је трансцендентна крива, чија 
се природа одређује анализом елиптичких функција. Обим наше 

књиге не дозвољава проучаВ8ње те криве. 
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Ь. Друга Poinsot-ORQ uншерйрешацuја Ојлеровог случаја 

у претходној геометриској интерпретацији има геометриски 

елемент који је пропорционалан угаоној брзини, али се сама угаона 

брзина мења са временом и према томе нема непосредног геоме

триског елемента пропорционалног времену. Наведимо сад другу 

интерпретацију, где тај елемент постоји. 

Из интеграла живе силе, који можемо написати у облику 

-+ -+ 
Ар2 + Bq2 + Сг2 = (а, ОЈ) = h, 

непосредно следује 
-~ -+ 

I..U cos (ОЈ, а) = h/O = const. = 11. 

Ова особина угаоне брзине, позната под именом Лагранжеве 

шеореме, тврди да за време кретања тела пројекција угаоне 

брзине на правац сталног момента количина кретања има сталну 

вредност. 
-+ ... 

Раставимо угаону брзину ОЈ у две компоненте: једну 11 у правцу 
-+ 

вектора а са сталним интензитетом 11 = h/O, и другу 111 управну 

на О, тј. у Лапласовој равни кроз тачку о. Ову раван озна~мо 
са С1. Према том растављању угаоне брзине 

(11 ) 

и само кретање чврстог тела можемо сматрати као састављено 

1. из равномерног обртања равни (1 око своје нормале брзином 
-+ -+ 
11 и 2. из обртања тела око осе у равни а брзином l1t. Оса 

-+ 
вектора 1'1 описује У телу површину - покретни аксоид. За време 

кретања тај аксоид се котрља без клизања по равни (1, која онде 

служи као непокретни аксоид за друго компонентно кретање. 

Изведимо једначину покретног аксоида. Означимо крај век-
-+ 

тора l1t са Р, а његове координате са ~p, r]p, ~p. Како вектори 
-+ -+ 
ОЈ И 11 имају координате р, q, Г, И Ар/О, Bq/D, Сг/О, јер је, напр. 

-+ -+ 
11 cos (11,~) = 11 cos (O,~) = р. Ар/О = Ар/О, 

из (11) изводимо 

р - АрјО = ~p, q - BqjD = Чр, r - CгjO=~p . 
Одавде је 

р = O~p: (О - А), q= Dr]p: (О - В), г = O~p: (О - С). 

': i 
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~ 

Како сад правац вектор w (р, q, г) припада коиусној повр-
шиии (10), закључујемо да тачка Р, а затим и свака тачка на 

-+ 
правцу вектора р.l припада површини 

A~2: (А -D)+8'!)2: (8- D) + C'f,2: (C-D) = о. 

То је једиачина такозваног другог Poinsot-овог «онуса који 
се котрља без клизања по једној равни, која се са своје стране 

равномерно обрhе око своје нормале у тачки о. У томе је друга 

Роiпsоt-ова интерпретација Ојлеровог случаја. 

с. Мас Cul/agh-ова интерПретација 

Ова интерпретација са добива из прве Роiпsоt-ове интерпре

тације после реципрочне трансформације целе геометриске слике 
везане за I-'оiпsоt-ову интерпретацију. 

Елипсоид инерције се трансформиш~ у гирациони елипсоид 

(§ 1 . 66, Щ, а сама интерпретација изгледа овако. 
За време кретања тела у Ојлеровом случају гирациони елип

соид, чврсто везан са телом, увек пролази кроз две непомичне 

-+ 
симетричне тачке на сталном правцу главног момента о. Ако 

кроз једну од тих тачака повучемо тангентну раван на површину 
~ 

гирационог елипсоида, угаона брзина w име правац нормале 

спуштене из непомичне тачке О на ту раван, њен интензитет 

је обрнуто пропорционалан дужини те нормале. У доказ ове 

интерпретације неЬемо улазити. 

§ 4·22. Одреl}ивање р, q, г у функцији времена 

За одређивање р, q, г у функцији времена треба интегри

сати систем једначина (1) § 4 . 2: 

А dp - (8 - С)· qr = О, 
dt ' 

(1) 8
dq

-(C-A)rp-O, 
df 

dr 
С- - (А - 8)pq =0. 

df 
Већ смо навели два интеграла (1) и (11) § 4 . 2 тог система, наиме 

(2) Ар2 + 8 q2 + Сг2 = Dp.Z, 

(З) А2р2 + B2 qZ + С2 г2 = D2p.2. 
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у § 3 . 2 (24) навели смо систем диференцијалних једнаqина 
овако састављених 

(4) 

qије је решење 

du - - vw ~O 
dT ' 

dv 
-~- + wu= О 
d'C ' 

dw - + k2 uv = О, 
d1: 

u=sn(1:+c), v=cn(1:+e), w=dn(1:+e), 

где је с произвољна константа. 

Ако упоредимо систем (4) са нашим системом (1), видимо да 
су та два система састављена на исти наqин од променљивих и 

разликују се само вредностима константних коефицијенаТа. За 
потпуно изједнаqење тих система поставимо ове везе између про

менљивих 

(6) р = - av, q = Ьи, г = ew, nl = 1:, 

где су а, Ь, с, п и k~ константе које подлеже одређивању. ~.-

Систем (1) тада даје 

dv 
А аn - + (В - С) Ье u w = О , 

dT 

du 
ВЬn- - (А - C)eawv = О, 

d1: 

С сп ~: + (А - В) аЬ uiv = О. 

При упоређивању са (4), сматрајући да је А> В > С, дола

зимо до ових Једнаqина за коефицијенте: 

А а п = (В - С) Ье , 

ВЬn = (А - С) са, 

Се k2 п = (А - В) аЬ . 

Сем тога, како према (5) и (6) велиqине 

р = - асnт, q = Ь sn 1: , r = с dnt: 

I 

f 
I 
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, 

треба да заАовољавају и интеграле (2) и (3), и то З8 сваку вред
ност '[', IIlIaMo још два идентитета 

Аа2 сп2 '[' + Bb2 sn l -r+ Cc2 dn2 'f = Dp.2, 

АЈ а2 сп2 t + ВЈЬ! sпZ-r + СЈс2 dn2 t = DJp.'. 

Ако cn-r и dnT изразимо помоЬу snt и изјеАнаЧИIIО у тим 

једначинама чланове слободне од snZt и коефицијенте код sпЈ-r, 

добиhемо још ове четири јt:Аначине које треба Аа задовољају 
уведене константе: 

(81) Аа2 + Се! = Dp.Z, 

(8Ј) - Аа! + ВЬ! - Cc2 k 2 = О, 

(8з) А Ј а2 + С2 с2 = D2p.2, 

(8.) - А2 а2 + В2 Ь2 - C2 C2 k2 = О. 

Овај систем од четири једна чине линеарне у односу на а2 , 

Ь2 , с2, c2 k2 даје ова решења 

а = ± р. 1/D1D - с) , 
v А (А - С) 

ь = ± р. 1/!? (D - С) 
V В (В - С)' 

k2 = (А -B)(D-C) . 
(В-С)(А -D) 

с = ± J.L 1/lf(A=I5j. 
V С(А - С)' 

При томе се заустављамо на вредности D, која задовољава услове 

После тога 

(9) 

А >D>C. 
из (7 Ј) одређујемо 

п= ±J.L1 !D(A-D)(B-CJ. 
V АВС 

Две остале једначине (7!) и (7.) претварају се, на основу 
одређених вредности констаната, у идентитете. ШТО се тиче дво

струких знакова, они се одређују из почетних услова са познатом 

обазривошhу кад одговарајуЬа величина узима вредност нулу. 

На тај начин долазимо дефинитивно до овог решења: 

(10) 

р = =f р.У D (D - С) сп (nt + с), 
А (А - С) 

q = ± р.11 D(/)-C) sn(nt + с), 
V В (В - С) 

r = ± р.11 D(A -D) dn(nt + с) 
V С(А - С) , 

где п има вредност (9). 

6 Двнамвка чврстог TeJla 
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При дискусији решења (10) за различите почетне услове, 

пре свега треба узети у обзир да k2 мора да задовољава услов 

о<р< 1. 

Анализа проучавања вредности k2 доводи до ових слуqајева, 

који се поклапају са слуqајевима које смо имали при проучавању 

полходије (§ 4 . 21) 

(1) k2 = О; тада је D = С. Решење из (10) дегенерише у 

р = q = О, r = const. 

(11) 0< k2 < 1, С < D < В. Важи решење (10); особине пол

ходије су наведене под (11) у § 4 . 21. 

(Ш) k2 = 1, D ""' В. Решење дегенерише у познато решење 

помоhу е: функције, и то 

р -= =F џ. 11 в (В - С) 
V А (А - С) 

2 

2 r = ± р. 11 в (А - В) 
V С (А - С) еТ + е т 

где је t' = nt + с. 

(IV) Што се тиче случајева кад је 
k2 > 1, а тада је В < D < А, решење (10) губи свој смисао 

у реалној области. Али тада елиптички интеграл 

Ј" dl/ 
1 = , v (1 - u2) (1 - k2 U~) 

О 

од којег завиСИ решење, може бити сменом 

ku = v 
трансформисан у интеграл 

који са 
k' = 1/k 

даје решење поново у реалној области, само са том разликом 

што се раније имагинаран период трансформише у реалан. 
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Дискусија се завршава са случајем 

(V) кад је D -= А; тада ново елиптичко решење поново деге
нерише у елементарно решење. Заиста из (1) и (11) § 4 . 2 тада 
имамо једначину 

В(А -В) q2 + С(А - С) (2 = О, 

а она се претвара у идентитет само за решење 

q = ( = О. 

После тога имамо и ову вредност 

Р = Ро = const. ~, }1. 

Тако изгледа решење Ојлеровог случаја помоћу Јакобијевих 
еnиптичких функција. Ово решење је било засновано на упоређењу 

Ојлеровог система диференцијалних једначина са оним системом 

диференцијалних једначина који задовољавају функције snz. 
cnz, dnz. 

Исти проблем, само у другој форми, може се решити без 

наведеног упоређивања. Не наводеhи дискусију тог новог решеља, 

покажимо само пут којим се оно може извести. 

Једначинама (1) и (ЈЈ) § 4 . 2 додајмо још једначину 

(11) 

и саставимо систем 

рЈ + q2 + ,2 = 002, 

Ар2 + Bq2 + С(! = 0р.1, 

А 'lp'! + BZq2 + CZrz _ OZ}12. 

Решимо тај систем по р2, q2, (2; 

ВС (:1 2) 
(А _ В)(А _ С) оо - 001 

СА q2 = (оо2 _ w.%), 
(В - С)(В -А) 

АВ 
r l = ------ (002_ (082), 

(С - А) (С - В) 

где су 

D}12 
W 1

2 = -(В + С - D), 
ВС 

Пошто је В + С> А, а А> D, свака од велиqина <1Ј/, w~i оов2 

позитивна је. 
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\ 
)\ко сад уведемо још ознаке 

ВС СА АВ 
(12= -(А -В)(А _ С) , ~! = (А _ В)(В _ С) , у2= (А - С)(В - С) , 

имамо ову вредност производа 

p2 q2rZ = а2~2у2(0о2_ОО/)(0О2Z-0о2)(0о2_ооз2). 

Пошто непосредно из једначин3. (1) § 4 . 1 следује 

doo dp dq dr (В - С С - А А - В) OOdi = °di + q-;и + 'di =- А- + -В- + С pqr, 

можемо после незнатних израчунавања саставити ову једначину 

d002 

dt = 2 V (оо! - 0012) (0022 - 002) (0011- ооз2) 

која са ознакама 

доводи до ове елиптичке квадратуре 

( 12) 

Zo 

Приметимо да релативна вредност корена е1 = оо!! према 

корену ез = 00з2 стоји поново У вези са вредношhу константе О, 

наиме: за D < В имамо 0012> 00з2, а за D > В, (1)12 < 00,2. 
Интеграll (12) спада у интеграле Вајерштрасовоr типа и 

једноставније се изражава помоhу елиптичке функције р (z), али 

у та израчунавања нећемо улазити. 

§ 4· 23. Одређивање Ојлерови:х: углова у функцији времена 

За дефинитивно решење проблема о кретању тела треба 

одредити координате тела, рецимо Ојлерове углове Т, 'ir, е у 

функцији времена, а на основу познатих р, q, г одређених у 

функцији времена у претходном параграфу. 

Учврстимо у непомичном простору триједар Oxyz тако да 

оса Oz има правац константног момента количина кретања, век-
... -+ 

тора 1 = О (§ 4 . 2) са интензитетом D}1. Пошто та ј исти вектор 
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има у односу на триједор O~Jj~ координате Ар, Bq, Ст, можемо 
написати 

(1) Ар = Ол:, Bq = Ој1.ж, Сг ~ ОУЖ , 

Како је, према (2) § 2 . 21, I1I-l , 

то имамо две једна чине 

Лz = - cos в sin ср , 

ј1.: = sin в sin ср , 

У: = cos ср, 

(2) cos ср = сг ј О = Сг ј Dp. , 

(3) tg 6 = - J1.z/Лz = - BqjAp, 

из којих се одређују углови ср и 6. 
За одређивање последњег уг ла, угла 'f, узмимо ове две јед

начине из (3) § 4 . 22, I1I-l: 

р = СЈ/ sin в - 'f' cos Gsin ср, 

q = v cos 6 + 'It sin 6 sin ср 

и искористимо последицу тих једначина 

'У' sin ср = - р cos 6 + q sin 6. 

После одређивања тригонометриских функција из (2) и (3) 
и искоришhавања интеграла (1) и (11) § 4 . 2, добиhемо ову вред
ност извода 'f' 

Dp.2 - Сг2 

'f' = D р. О2 :1 С2 2 . 
Р. - г 

Према томе се угао t одређује квадратуром 

t 

,1. _ ,1. _ D ј' Dp.2 - Сг2 dt 
'1' '1'0 - Р. D2 Ј1-2 _ С2 г2 • 

t. 

Изражавање тог интеграла у елиптичким функцијама захтева 

специјално знање тих функција и зато не можемо улазити овде 

у те рачуне. 

§ 4 . 24. Ојлеров случај ва ДJlнамички симетричио тело 

Ако је ел ипсо ид инерције обртни елипсоид односно сфера, 

можемо, задржавајуhи увек услове А> В > С, које смо поставили 
у општој анализи, разликовати три случаја: 
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1. А ~ В, В> С. 
То ~луqај издуженог обртног еЛИПСОИД8. 

2. В = С, А >В. 

Случај спљоштеног елипсоида. 

3. А = В = С. 

Случај сфере. 

у првом случају диференцијалне једначине имају једноставни 

облик 

те је 

А с}Ј!_ - (А - С) qr = О, 
dt 

A
dq -(С-А)гр=О, 
dt 

С dr 

dt 
, О. 

Интеграли (1) и (11) § 4 . 2 У примени на ове једна чине дају 

А (р2 + q2) + Сг2 = Df12, 

A2(p2+ q2) + С2г2 = О2р.2, 

г2 = const. = Ор.! (А - D)jC (А - С), 

р2 + q2 = const. = Ор.2 (О - С)/А (А - С). 

Према томе имамо и ову једначину 

Ц)2 = р2 +q2+ г2 ~ const. = Df12 (А +С - О)јАС. 

Како је у овом случају 

k! = (А - В) (О - С) . = О, 
(B-C)(A-D) 

елиптичке функције дегенеришу у тригонометриске и решење 

(10) § 4 . 22 треба написати овако: 

(2) 

р' =f f1 V ~-i~~~~ cos (nt + с), 

q = ± f1 ,1-iЈ(D=-tТ sin (nt , с), 
V А (А - С) 

r = ± r: Vl-D(A-D) 
С (А - С) , 

, i 



87 Ојлеров случај за ДИВ8МИЧКИ симетрично тело § "·24 

где је 

11 = ± ~ 11 D (А - D)( А - С) 
А V С ' 

а с је, као и раније, произвољна константа. 

Решење (2) у једноставнијој форми може се добити и непо
средно из система (1). Заиста, из (1.) имамо 

(3) г = const. = 'о' 
а затим из (lд и (12) 

(4) р = - м cos (nt + с), q = М sin (nt + с), 
где је 11 = (А -С)г./А, а го' М, с су константе интеграције. Под 

условом да у почетку кретања оса O~ пролази кроз почетни 
положај тачке на полходији, а при томе се време рачуна од тог 

почетног момента, ове константе имају вредности М= + VPol+ q.z, 
с = О. 

Једначине (3) и (4) показују да је полходија круг на павр

шини елипсоида на растојању ГО од непомичне тачке. 

Ако осу Oz непомичног триједра поново узмемо у правцу 

константног момента количина кретања, пројекција угаоне брзине 

на тај правац такође има, према Лагранжевој теореми, сталну 

вредност; како је та угаона брзина сталног интензитета, херпо-

лходија је такође круг, на растојању 0= У2ТјО. 
На тај начин кретање се врши тако да се кружни КОНУС 

везан са чврстим телом котрља без клизања по непомичном 

кружном конусу, и то тако да се у овом случају један конус 

налази ван простора другог, како то следује из прве Poinsot~oBe 

интерпретације. Котрљање се врши равномерно. Такво је кретање, 

како смо то видели у § 4 . 431, 111-1, регуларно йрецесuја, и то 

ЕЙuцuклоuдна. '1 

у случају 2. не можемо непосредно применити решење (10) 
-§ 4 . 22 јер је k2 ~ оо . Ади сис'тем једначина овог случаја 

А dp = О 
dt ' 

dq 
В - + (А - В) рг = О , 

dt 

dr 
В - - (А -B)pq = О 

dt 



---------------------
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даје решење 

р =Ро, 

q = N sin (ntt- с), г = - N cos (nt + с) , 
где су 

п ~ (А - В)РоIВ, N = + '/(/;( + r/; 

изабравши згодно правац осе O~ можемо и овде ставити с = О. 

и у овом случају кретање се може остварити котрљањем 

без клизања једног конуса по другом, али сад покретни конус 

обухвата непокретни. И то је регуларн6. прецесија. По једној 

терминологији то је iiерuцuклоuдна регуларна йрецесија, а по нашој 

(§ 4 • 431. 111-1) то је један случај хuuоцuклоuдне ирецесије. Важно 
је приметити да се и у једном и у другом случају регуларН8 

прецесија врши тако да се покретни конус налази ван области 

непокретног простора. 

слика 7 

На сликама (7, а, 1) и (7, Ь, 1) означени су: са Н херiiОЛХО

дuјалнu конус са осом О., непокретном у простору, са Р - uолхо

дuјалнu конус са осам - осом симетрије тела, са П - йреце

сиони конус са осом Oz. Производиља конуса Н и Р је оса тре

нутне угаоне брзине, а производиља конуса П - оса тела . 

.. 
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На сликама (7, а, 2) и (7, Ь, 2) показани су пресеци повр
шина елипсоида инерције, који се котрља по непокретној равни, 

као и компоненте угаоне брзине у равнима тих пресека. 

'iије тешко у оба случаја одредити Ојлерове углоее у функ

цији времена. 

Најзад, у случају кад се елипсоид инерције претвара у сферу, 

тј. при 

А = в = С, 

диференцијалне једначине кретања дају ове очигледне интеграле 

р = Ро, q = qo' , '"" ГО • 

~ 

Угаона брзина w има сталан положај у телу. Полходија се 

претвара у тачку која мора лежати на сталном правцу момента 

количина кретања. Тело врши равномерно обртање око тог 

правца. 

§ 4 . 3. Лангранжев случај обртања теwког чврстог тела 
око непомичне тачке 

Сем Ојлеровог случаја кретања тешког чврстог тела кад се 

тежиште налази у непокретној тачки има још само два случаја 

кретања тешког тела око· непомичне тачке кад се решење про

блема са Произвољним Почетним условима креШаlbа може добити 

у коначном облику, и то у случајевима који се зову случај Ла
гранжа и случај Ковалевске и то ПО оним писцима који су први 
дали одговарајућа решења. 

Проучимо Лагранжев случај. У овом случају ]. елипсоид 
инерције за непокретну тачку тела је обртни елипсоид и 2. те

жиште телз треба да се налази на оси симетрије наведеног ели

псоида. Према томе у овом случају имамо услове: 

А = В, ~e ~ Че = О, ~e =1= О, 

при чему смер осе O~ у телу увек можемо изабрати тако да 

~e = ~ буде позитивно. Такво тело кратко ћемо звати Лагран

жево симеШрично Шело. Ако је А = В = С, Се =t= О, оно је Лагран
жево сферно тело. 
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Према § 4 . 111 диференцијалне једначине кретања у ОВОм 

случају имају облик 

А dp -(А -- C)q' ~O mg~p.Zf 
dt 

А dq +(А -С)'р-= mg~ЛlJ 
dt 

d, = о. 
dt 

Како је, према последњој једначини, , константно, могу се 

увести ове константе 

А-С 

А 
,= а, mg~/A ~ Ь, 

при чему је Ь ПОЗИТИJ;lНО. 

Тада претходне једначине добивају овај једноставнији облик 

(1) 

(2) 

(3) 

dp 
- - aq = bp.z, 
dt 

dq - + ар = - Ь}." 
dt 

d, 
- =,0. 
dt 

Тај систем једнацина има ове интеграле: интеграл момента 

количина кретања у односу на вертикалан правац у непокретном 

простору, интеграл живе силе и допунски интеграл, потпуно 

ОЧИГЈlедан, који oMoryhaBa довршавање интеграције. Ти интеграли 
јесу: 

(4) 

(5) 

(6) 

рЛz + qp.z --L '1 vz = Г , 

р2 -f- q2 = -2bvz +h, 

, = const. ~= " + а, 
где cy~Г, h, '1 произвољне константе. 

При аналитичком ИЗВОђењу ових интеграла треба узети у 

обзир обрасце (7) § 4 . 21, Ш-l: 

(7) dp.z = pVz - гл" 
dt 

dv, ~ 
-- = qлz - pp.z· 
dt 
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Ако једна чине (1) - (3) редом помножимо са },Z, 110 V z и 

резултате саберемо добиhемо 

Лz dp + р., dq -1- Vz dr - а (qAz - рр.,) = о . 
dt dt dt 

Како је 

dлz df1z dv z О p-+q-+r-=: • 
dt dt dt 

претходна једначина узима облик 

d ( • ) dv z - рА, + qf.Lz + rvz - а - = о 
dt dt 

и доводи до интеграла (4). 

За извођење интеграла живе силе у облику (5), помножимо 
(1) са р,(2) са q и саберимо: 

р dp + q ~q_ = _ ь (qлz _ pp.z) = _ ь dV 2 
• 

dt dt dt 

Одавде непосредно следује тражени интеграл. 

Покажимо сад како из интеграла (4), (5), (6) можемо ломоhу 
квадратура одредити Ојлерове углове <р, \ј!, (1 у функцији вре· 

мена, у ту сврху уврстимо У те интеграле вредности р, q, r у 

функцији углова и Њихових извода (§ 4· 22, Ш·l): 

р = <р' sin (1 - \ј!' cos Э sin ср, 

q = ср' cos е + Чt sln е sin ср, 

r = \ј!' cos ср -1- (;ј'. 

Ако уведемо краЬу ознаку 

Vz "" cos ср = и, 
при чему је 

, и 
ср ,= - :c-=~=--=-, 

Уl - и2 

интеграли (4) -- (6) дају 

\ј!' (1 - и2) + r 1 и = Г, 

t:p'2 + \ј!'2(1 - u2) = -2Ьи + ћ, 

\ј!' и + Э' = Т. 
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Одавде изводимо 

(8) 

(9) 

(10) 

0/' = ~-- ' 1Ll , 
1 - 112 

6' = r _ (Г - r 1 и) и 
1 2 ' -и 

где смо са Qs (и) означили наведени полином треЬег степена. 

Тај полином мења знак према таблици 

ј u I - N I - 1 I ио i + 1 ј + N 

Qз(и) I - - 1>0 - i + 

где је ио вредност у почетку кретања кад је I ио I < 1. 

На тај начин полином Qз (и) можемо претставити као производ 

Qз (и) = 2 Ь (и - и1 )(и - и2)(и - из), 

где су иЈ' и2 , из. реалне нуле нашег полинама, при чему иј и и2 
леже изме~у - 1 и + 1, а из изме~у + 1 и + оо. Применљива u 
може се мењати само у границама од и 1 до и2 , јер је ван тих 

граница Qз (и) негативно, а то је немогуЬе према једначини (10). 
Ако уведемо нову променљиву -с сменом 

(l1 ) 

једначина (10) се замењује једначином 

21',2 = Ь(из - и 1)(1 - k2sin21'), 
где је 

k2 = (и2 - u 1 )/(uз - и1 )· 

Ова једначина доводи до елиптичке квадратуре 

d-c 
ndt = --~'---=, v 1 - k2 sin3 -с 

где је 
1 

п2 = - Ь (и. -- и ). 2 я l' 

двозначност корена решавају почетни услови кретања. 

Ако време рачунамо од момента кад је l' = О (и = и1 ), прет

ходна квадратура даје решење l' = ат (nt) или 

sin -с = sn (т). 
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После тога из (11) одређујемо променљиву и у функцији 

времена. Најзад после квадратура (з) и (9) одређујемо и углове 
~ и в у функцији времена. Тиме се завршава аналитичко решење 

Лагранжева случаја. 

§ 4 . 31. Геометриска интерпретација Лагранжевог случаја 

у претходном параграфу наведено аналитичко решење Ла

гранжевог случаја је доста компликовано, јер не даје јасно слику 

тог кретања. Због тога су од велике користи геометриске интер

претације како специјалних случајева овог кретања тако и 

општег случаја. 

а. интерl1ретација сйецијалног случаја кад је го = О. 

Пошто је у општем случају г = COl1st., а го = О, тело неће 

имати то обртање за све време кретања, те диференцијалне јед

начине узимају облик 

dp 
(1) - = ЬЈ1" 

dt 

где је Ь = mg~/A. 

dq 

dt 
- ЬЛz , dr = о 

dt ' 

Замислимо сад једно дегенеративно чврсто тело, које је 

нсто тако везано за непокретну тачку О. али је дегенерисало 

само у једну тешку материјалну тачку масе т на растојању R од 
тачке О. Пошто не узимамо у обзир масу штапа који веже масу 

т са тачком О, кретање тачке т је еквивалентно кретању 

сферног клатна. Како за такво тело важе диференцијалне једна

чине (1) са новом константом Ь1 = mg R/m R2 = g /R, јер је за деге
нерисано тело А = т R2, можемо закључити да се д'иференци

јалне једначине једног и другог кретања поклапају под условом 

Ь = Ь1 , или mg ~/A = g/R, а то значи за 

R ~ A/m~. 

4ICa том дужином сферно клатно се креће на исти начин као 
и Лагранжево симетрично тешко тело, разуме се, под условом 
да је 'о = О, и да интеграционе константе имају одговарајуће 

вредности у једном и другом кретању. 

Ь. ИнШерliретација оiiштег случаја 

Обим ове књиге не дозвољава потпуно извођење геометри

ске интерпретације општег случаја Лангранжевог кретања, чак 
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ни у оној упрошhеној форми коју сам дао пре 50 година1 !, Могу 

само кратко изложити оне ставове на којим се заснива ова интер

претација. 

С т а в п р в и. Кретање Лангражевог сuмеli1рuчког тела може 

се раставити на два кретања: на кретање Лагранжевог сферног 

тела и на стално обртање тела око осе симетрије. 

За формулисање других ставова уведимо неке нове појмове 

у вези са обртањем тела око непомичне тачке. 

Котрљање без КЛИЗ8ња централне површине другога реда 

са непомичним центром по непомичној равнн са угаоном брзином 

пропорционалном вектору положаја додирне тачке назива се 

генералuсано POiI1S0t-ОВО кретање или кретање а la Poinsot. За 

такво кретање централна површина другога реда не мора бити 

елипсоид, како је то у случају правог Роiпsоt-оВОf кретања у 

Ојлеровом случају. 

Два генералисана POil1Sot-ова кретања су конјугована (ОагЬоuх

ова кретања), ако су им угаоне брзине истог правца и интензи

тета, али супротног смера. Таква два обртања имају исте пол

ходије. 

Ако се раван, чврсто везана са телом, налази на сталном 

растојању од непомичне тачке и котрља без клизања по непо

кретној централној површини другог реда са центром у непо

мичној тачки, а има брзину пропорционалну вектору положаја 

тачке додира, такво креТ8ња тела је инверзно кретање генерали

саном Роiпsоt-овОМ кретању. 

С т а в Д р у г и. Кретање Лагранжевог сферног тела може се 
раставити на генералисано Роiпsоt-овО кретање и на кретање 

инверзно таквом кретању. 

С т а в т р е h и. Додавање генералисаном Poinsot·oBOM кре· 
тању сталног 06ртања мења само површину која се котрља у 

нову површину која је конфокална са првом (Sylvester-ова теорема). 

Према наведеним теоремама можемо навести ову геометриску 

интеРПр'етацију Лагранжевог кретања. 

Замислимо три средине. Средину 1 непокретног простора, 

средину 11 Лагранжевог симетричног тела и помоhну средину 111. 
Све три средине имају заједничку непокретну тачку о. 

1) Теоремы Якоби и Сильџестра. КieBcK. Универс. Иэвtстiя. 1905 г. 
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Нека сад помоhна средина Ш врши према средини 1 генера
лисано Роiпsоt-овО кретање. Полходијални конус средине III врши 
котрљање по херполходијалном конусу средине 1. 

Нека даље средина 11 врши према средини IJI инверзно кре
тање генералисаном конјугованом Роiпsоt-овОМ кретању средине 

111 према средини 11. Херполходијални конус у средини тела врши 
котрљање по полходијалном конусу у средини 111; тај полходијални 
конус је исти са претходним полходијалним конусом у тој средини. 

Ако том последњем кретању додамо сталну угаону брзину 

око правца O~ тела, а то значи да централну површину другога 

реда променимо у другу, конфокалну, дефинитивно Ье средина 11 
тела вршити према непокретној средини 1 кретање Лагранжевог 
еиметричног тела. У резултату херполходијални конус везан за 

тело котрљаЬе се без клизања по другом херполходијалном КОНУСУ 

у непокретном простору. 

Јасно је да константе одговарајуhих интеграла компонентних 

кретања треба да се одреде према датим почетним условима. 

МогуЬност таквог одређивања је СКОПIJ2Н8 са врло ГЈ10мазним 

израчунавањима. 

§ 4 . 4. Случај С. В. Ковалевске. Њен интеграл 

у овом случају треба да буду испуњена три услова: 1. елип
еоид инерције за непомичну тачку треба да буде обртни елип

соид; 2. момент инерције око осе симетрије елипсоида треба Д8 

износи половину вредности момента инерције око осе у еква

торијаJiној равни; 3. тежиште тела лежи у равни једнаких мо

мената инерције. Пошто положај оса О ~ и О 1'] У тој равни можемо 
бирати на произвољан начин, бирамо их тако да оса О ~ ПРОђе 

кроз тежиште тела. На тај начин услове овог случаја кретања 

тешког тела можемо изразити ОВ8КО 

А = в ~ 2 С, ~c = /, 1']с = о, ~c = о, 

где је / растојање тежишта од непокретне тачке; смер осе О ~ 

је изабран тако да је ~c > о. Такво тело Ьемо кратко називати 

тело КовалеВСl(е. 

Према § 4 . 111, диференцијалне једна чине кретања у овом 

случају имаhе облик: 
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(1) 

где је 

dp 
2--qг=О 

dt ' 

dr 
- = - k2 J1z, 
dt 

k2 = mg [јс. 

При интегрисању овог система треба узети у обзир познате 
везе измеljу извода косинуса, самих косинуса и угаоне брзине: 

(2) dvz 
- = q) .. z - P}1z· 
dt 

Систем једначина (1) и (2) има ове алгебарске интеграле: 
интеграл живе силе, интеграл момента количина кретања у од

носу на непомичну Oz осу и интеграл косинуса: 

2 (р2 + q2) + г2 = - 2 k21...z + ћ, 
2 (Р1...z + qpz) + rvz = Г, 

1...z2 + }1z2 + vz
2 -= 1, 

где су h и Г произвољне константе интеграције. 

Пре ИЗВОђења још једног алгебарског интеграла одговоримо 

на питање: Зашто је С. В. Ковалевска била сигурна да је довољно 

наhи само још један алгебарски интеграл и да се после тога 

проблем решава у квадратурама? 

Ево схеме могуhности решавања овог проблема. 

Интеграл живе силе (један интеграл) даје могућност елими

нисања времена, које улази само у облику диференцијала dt. 
После решења проблема само у координатама може се увести 

време квадратуром (други интеграл). Интеграл момента и интеграл 

косинуса су треhи и четврти интеграл, последњи без произвољие 

константе. Та константа се уводи допунски при одређивању 

Ојлерових углова после одреljивања Р, q, г, 1...z, }1t, vz у функцији 

времена. ЗаТИМ теорија последњег фактора (§ 5 . 6 и 5 . 61, 11) 
тврди да је довољно пронаhи још један интеграл (пети интеграл), 

и после тога се проблем доводи до квадратуре (шести интеграл). 

Тај пети иитеграл је пронашла С. В. Ковалевска. Она га изводи 

овако. 
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ПОlotножимо другу од једначина (1) са i - у-::Т и саберимо 
са првом једначином 

2 ..!!.(р + iq) = - гј (р+ iq) + ik2 v" 
dt 

па помножимо добивени израз са р + iq, што даје 

~ (р + iq)2 = - гј(р + iq)2 + ik2 V. (р + iq). 
dt 

Затим као последицу из прве две једначине система (2) са

ставимо једначину: 

~ (Ј. •• + ј f1J = - гј (л. + i f1z) + jvz (р + iq). 
dt 

Помножимо ову једначину са k2 и одузмимо од претходне 

једначине. Резултат је 

или 

~ [(р + iq)2 - k2 (А .• + i f1z)J = - ri [(р ::1- iq)2 - k2 (лz + i f1,)] 
dt 

(3) ~ W = - riW, 
dt 

где је 
W ~ (р + jq)2 - k2 (Л., + i f1z). 

Претходно извођење једначине (3) из (1) и (2) можемо изме
нити у том смислу што Ьемо множити не са ј, веЬ са - ј, тј. 

што Ьемо увести конјуговане комплексне величине. Тада, ако 

уведемо озна~ 
w = (р - iq)2 - k2 (Лz - if1,), 

као резултат добиhемо једначину 

d -- -
(4) - \У = + г; W. 

dt 

Ако сад једначину (3) помножимо са 'У, а једначину (4) 
са \У, добиhемо после сабирања једначину 

d -
-- 'VW = О, 
dt 

која доводи до интеграла 

'У'У = [(р + iq)2_k2 (лz + if11)][(P - iq)2_k2 (лz - if1z)J = const. 

а то је интеграл С. В. Ковалевске. 

1 ДинаМ1Iка чврстог тела 
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Реалан облик тог интеграла је 

(р2 _ q2 _ k2 )..z)2 + (2 pq - k2 p.z)2 = сопst. 

После добивања овог интеграла можемо тврдити да се до

вршавање интегрисања система једначина (1) и (2) врши помоhу 
квадратура, али извођење тих квздратура је толико компликовано 

да му не може бити места у овој књизи. 

После решења система једначина (1) и (2) потребно је извр
шити још једну квадратуру за одређивање последњег Ојлеровог 
угла у функцији времена, како смо то радили и при решавању 

Ојлеровог случаја. 

§ 4·5. Партикуларна решења проблема обртања тешког 
чврстог тела око непомичне тачке 

у случајевима Ојлера, Лагранжа и Ковалевске чврсто тело 

које се обрhе око непомичне тачке, не може имати произвољан 

распоред маса у односу на непомичну тачку. У том смислу сваки 

од ових случајева је специјалан случај општег проблема обртања 

тешког чврстог тела око непомичне тачке. Али у сваком од та 

три случаја почетни услови не подлеже ограничењу и у том 

смислу за свако специјално тело, Ојлерово, Лагранжево и оно Кова

левске, наведена решења су општа решења. При томе сем основних 

интеграла у сваком од тих случајева потребни допунски интеграл 

је алгебарски. На осиову дубљег проучавања система одговара

јуhих диференцијадних једначина доказано је (Painleve, Husson, 
Burgatti) да сем иаведена три специјална, других специјалних слу
чајева са општим решењем и са допунским алгебарским интегра

лом не може бити. 

Али постоји читав низ таквих специјалних случајева, то значи 

са специјалним распоредом маса тела у односу на непомичну 

тачку. кад се проблем једноставно решава, али само у случаје

вима кад почетно кинематичко стање задовољава одређене услове. 

То су партикуларна решења за неке специјалне распореде маса 
чврстог тела. Навешhемо један пример таквог паРТИКУАарног_ ре

шења, које су дали Д. К. Бобилев и В. А. Стеклов. 

Нека је за непокретну тачку 

2 А = В, ~c = ~c = О; 

% rr:rtrrт.t . '7П:3trrtЙт'tо (-
i 
Ј 
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тада, према § 4 • 111, диференцијалне једначине кретања имају обnик: 

А dp - (2 А - С) qr = - mg Че У" , 

dt 

2A
dq 

- (C-А)гр=О, 
dt 

Ако потражимо партикуларно решење у облику 

(1) г = О, q = const. = qo, Р = п А1 , 

где је 

прва од претходних једначина даје 

dA1 -- = - qo 'У1 , 

dt 
(2) 

а остале две се претварају у идентитете. Једначине (3) § 4 . 111 
З8 косинусе додају још две једна чине 

(3) 

(4) 

d )1.1 = П А1 'Yz , 

dt 

d'lz 
-- = QO)..1 - П А1 )1.z • 

dt 

Систем једначина (2)-(4) се интегрише на овај начин. 
Прво, он има интеграл 

(5) 

Затим, ако једначину (2) помножимо са п Az , а (3) са Qo, и 
резултате саберемо, онда ћемо добити једначнну 

q d)1.z+n)..z dAz = О; 
о dt dt 

она доводи до другог интеграла 

(6) 

где је r произвољна константа интеграције. 
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Ако сад из (5) и (6) искључимо \l-z и одредимо Vz2, добиhемо 

9 1 ~ 2 (Г -п л,2 )2 Q ( Vz~= -"'z - = ,Лt), 
2 qo 

где је Q. p .. z) полином четвртог степена по ЛZ ' 

Како сад једнацину (2) можемо написати у облику 

dлz ,/ Q dt = - qo V • (лz), 

имамо елиптичку квадратуру за одређивање Лz у функцији времена. 
После тога за дефинитивно решење проблема треба извр

шити још једну квадратуру за одређивање последњег Ојлеровог 

угла у функцији времена. 



ГЛАВА ПЕТА 

Равно кретање чврстог тела 

§ 5· 1. Равно кретање чврстог тела 

у кинематици чврстог тела (§ 2.312, Ш-1) било је дефинисано 
равно кретање чврстог тела. При --'l'знвом-кретању три неКQJlИ

неарне 1) тачке тела увек се налазе у истој равни непокретног 

простора. За динамичко проучавање таквог кретања чврстог ТеЈЈа 

треба да знамо и природу оног механизма који остварује такво 

неслободно кретање тела, које, као што знамо, има у овом слу

чају само три степена слободе. Природа таквог механизма може 

бити врло разнолика. Материјални цилиндар са основом на непо

кретној равни или измеђУ две паралелне равни, плоча у равни, 

стати в са три или више ногу на столу иJlИ на поду, - то су при

мери равног lфетања тела са l'ри С1'еl1ена слободе. Наведимо ону 

схему механизма равног кретања на коју се могу с.,ести сви 

случајеви равног кретања чврстог тела. Наиме поново узмемо три 
неколинеарне тачке Ар А 2 , А 8 чврстог тела које су приморан е да 
увек остану у истог непомичној равни. Такав механизам можемо 

замислити или као задржавајуhи "ад ниједна од три тачке не може 

да напусти раван ни на једну страну од те равни или као неза

државајуhи кад тачке могу да оду са равни. Ако се зауставимо 

на главном случају, на случају задржввајуhих идеалних веза, на 

тело може дејствовати у свакој од тачака А 1, А 2 , А S реакција у 

правцу нормале на непокретну раван у једном или у СУПРОТ1ЮМ 

смеру. 

1) На стран н 76, JII погрешно је штампа но .некомпnэнарне". 
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Пошто се за време равног кретања тела сава ка тачка тела 

налази у истој непокретној равни, узимамо за раван Оху непокрет

ног триједра OXYZ баш ону раван у којој се налази центар маса 
тела, тачка С. Тада је увек Zc = О. Са телом повежимо триједар 

C~t'}~, при чему нека раван C~t'} буде у равни Оху. За координате 

тела можемо узети: координате Хс, ус тачке С н угао 6 између 
осе Ох и осе C~. Сталне координите тачака Ар A z , А. тела у 

односу на триједар С~ч~ означимо са (~1' 1)1' h), (е2 , 1)2' h), (е., q., h). 
Приметимо да наша расуђивања неЬе изгубити своју суштину, ако 
тачке А 1 , А 2 , А. изаберемо у специјалним положај има, наиме са 

координатима у односу на триједар тела qq~: А • ~(O, О, h), 
А. (1, О, h), А 8 (О, 1, h). 

Основни задатак динамике равног кретања је у одређивању 

координата, рецимо, хс, ус, е у функцији времена. Али, сем тога, 

треба да буду одређене и реакције у тачкама А 1 , А2 , А а , односно 

реакције при каквом другом начину остварења веза. Према томе 

и овај задаТiiК у општем случају састоји се из чисто динамичког 

дела и из кинеrостатичког дела. Решење другог дела може 

постати и неодређено, кад је тело ~везано за. непокретну раван 

тачкама којих је више од три. 

§ 5 . 2. Диференцијалне јеЈЈ,вачине равног кретаља 

Према законима количине кретања и момента количина кре

тања, примењеним на наш случај равног кретања, можемо написати 

ове две векторске једначине: 

(1) 

(2) 

. ... ... ... ... 
к =F +R1 +Rz+R" 
. ... ... ... ... 
I=М+М1 +М2 +М.,' 

где смо моменте узели у односу на тачку С. Ознаке су очигледне. 

Пројицирајмо сад чланове претходних једначина прво на 

правце оних оса за које одговарајуЬе пројекције реакција имају 

вредност нула. За осе Ох и Оу непокретног триједра Оху из (1) 
имамо 

(3) 

-+ 
при чему су Fx , Fy координате резултанте F свих активних сила 
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које дејствују на наше тело. Пошто су реакције наперене само у 
правцу Oz осе, оне не учествују у једначинама (3). 

Из (2) за правац ~ осе триједра C~1')b имамо 

(4) ЈО" = M~. 

Пошто су реакције паралелне оси ~, оне не дају момента 

<>ко те осе. Сем тога, треба приметити да у треЬој једначини 

система једначина (8) § 2.3, који одговара Обртању неслободног 
чврстог тела, чланови са дТ/др и дТ/дq испадају, пошто имају 
коефицијенте р и q који су у нашем случају једнаки нули. 

Једначине (3) и (4) су диференцијалне једначине равног кре
тања нашег тела. Њихови интеграли после одређивања произвољ

них констаната, решавају проблем о кретању тела. 

Ова једноставна теорија може бити протумачена на више 

примера који дају добар материјил за вежбања. 

§ 5·21. Одређивање реакција у случају paBHor кретања 

Поставимо сад задатак о одређивању реакција које дејствују 
на тело у тачкама А 1 , А Ј , А а • 

Жива сила чврстог тела за центар маса израчуна ва се из 

2T=mvct+w2/wC); 

при томе је за покретне осе C~1')b 

ш2 ЈшС) = АС) р2+ ~C) q2+fьC) г2 +2 п~~) qr+2 п~~) гр+2 П~~рq. 

у нашем случају (v~ =0, p=q - о, г=6') имамо 

ддТ =0, дТ =П!;~6', дТ =П~'16', дТ =~C)г=;J6" 
v~ др дч дг 

Ако сад те вредности искористимо за треЬу једначину система 

{7) и за прве две једначине систеъfa (8) § 2.3, долазимо до једначина 

0-=F!;+R1 +R2 +Rз , 

П~Ь 6" - ПI)Ь 6'2 = M~ + 1')1 R1 + 1')2 Rz +1)8 Rз , 

П'lЬ 6" +П~ ()'2-=М!) - ~1 R1 - S2 R2 -~. R •. 
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Ове три једначине, линеарне по R1 , R'J' R. дају могуЬност 
одређивања ових реакција, у општем случају, кад Је кретање тела 

познато. 

Може се поставити питање: :под дејством којих сила и под 

којим условима тело може вршити произвољно равно кретање 

као слободно тело, тј. са R1 = R2 = Rs = О? Како у произвољно кре
тање спада и мировање (6' = 6" = О), претходне једначине захтевају 

да спољашње силе треба да задовољавају услове 

p~ =0, M~=MI)=O' 

тј. силе могу дејствовати само у равни кретања. После тога остају 

још два услова 

П~~ 6" - П1Ј~ 6,2 = О, 

Пl)~ Э" + П~~ 6'2 = О, 

који треба да важе за произвољне вредности &' и 6", а то може 

да буде само ако је 

П~~=ПI)~ =0; 

другим речима, оса C~ треба да буде гла~на централна оса инер

ције тела. 

у категорију последњег питања спадају и друга питања 

кинетостатичког карактера, напр. питање: под којим условима 

тело може изводити равно кретање под утицајем две односно 

само једне реакције? 

§ 5 . 3. Равно кретање са два и једним степеном слободе 

у општем случају равног кретања тело има три степена 

слободе. Ако такво кретање ограничимо једном везом односно са 

две везе, тело ве имати два односно само један степен слободе. 

Као пример првог кретања може служити механизам, који једну 

тачку тела, напр. тачку А 1 претходног параграфа, води по датој 

кривој у равни Оху. Тада за непокретну криву имамо везу 

f (ХА., УА1 ) =0. 

За координате тела можемо узети, рецимо, дужl'tну s на тој 
кривој, која одређује на њој положај тачке А 1 , и угао е са раније 

УТВРђеним значењем тог угла. 
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Важан је, нарочито у техници, у теорији механизама, случај 

равног кретања тела са једним степеном слободе. За време рада 

мешине сваки део машине, сем појединих изузетних делова, као, 

напр., регулатора, креће се са једним степеном слободе. У тим 
машинама има пуно делова који врше равно кретање; према томе 

,у свакој фl1брици имамо примера paBHot кретања тела са једним 

степеном слободе. • 

у сваком конкретном примеру равног кретања са два или са 

једним степеном слободе лако је ПQставити диференцијалне једна

чине кретања тела, било на основу закона количине кретања и 

закона момента количина кретања, било према правилу састављања 

Лагранжевих диференцијалних једначина друге врсте. У техници 

су неки од конкретиих примера од капиталне важности. У такве 

примере спада, напр., кретање укрсне глане, основног механичког 

елемента парне машине. Нећемо улазити у проучавање динамике 

тог елемента. 

§ 5 . 4. Интег~ал живе силе у случају равног кретања 

Променимо закон живе силе на равно кретање тела. 

}Кива сила тела одређује се из једначине 

2 T=mvc2 + JtC) ш2=m (vc2 +k2 Э'2), 

где је k крак инерције тела у односу на централну осу q,. 

Елемента ран рад спољашњих сила је 

~ -~ ~ ~ 

}; (Р" dSj)~}; (Ћ, ђ) dt, 

где је сума распрострта на све поједине силе које дејствују на тело. 

Како са познатим ознакама 

~ ~ ~ ~ 

Vj=Vc+[w, Рј] 

имамо за рад збир 

~~ ~ .... ~ ~ .... ~~~ 

}; (Рј , vc) dt +}; (Р; [ш. Рј]) dt= (}; Рј , vc) dl + (}; [Рј, Р,] ш) dt, 

или дефинитивно 

~-........ -~ .... ~ 
}; (Рј , dsi ) =(Р, dsc) + (М, оо dl) , 

\ 
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-+ 
где је F резултанта свих компонената спољашњих сила паралелних 

-+ 
непокретној равни, а М момент тих компонената у односу на тачку С. 

Као што знамо раван систем вектора (§ 1.7, 111-1) може бити 
еквивалентан једном везаном вектору, спрегу и нули. У вези са 

тим претходни израз за елемента ран рад може задржити: два члана, 

један члан и ниједан (кретање по инерцији). 

Према претходним резултатима можемо закон живе силе 

изразити једначином 

-+ --+ 
где смо ставили UJ dt=d6. 

~ ~ . 
Силу F и момент М за дате силе, које зависе само од поло-

жаја тела, треба сматрати као функције променљивих хс, ус, 6. 
Под тим условом закон живе силе изражава се једначином 

d {; [( d;;)2 + ( ~C)2 + kS 6'2 ]} = Xdxc + Ydyc + Md 6. 

Ако коефицијенти код диференцијала са десне стране задо

вољавају услове 

дХ _ }У = о 
дус дхс ' 

дМ _ дХ = О, 
дхс д 6 

та десна страна претставља тотални диференцијал функције 

U (хс, Ус , 8), функције сила. Тада је кретање тела конзервативно 
и постоји интеграл 

т (Vc2+k26'2) = 2и (хс, Ус. 6) + 2ћ, 
где је h произвољна константа. 

Нарочито је важан случај конзервативног равног кретања са 

једним степеном слободе. Ако независну координату ТОГ1'ела 

означимо са d, жива сила у општем случају је 

7 =S(d) d,2, 

где је S (d) инерциони коефицијент нашег тела изражен као функ
ција координате положаја d. Пошто се елементаран рад споља-
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шњих сила изражава овако 

Q (<1) d<1 , 

где је Q (<1) генералисана сила која одговара координати <1, тај рад 

увек претставља тотални диференцијал функције 

U (<1) = Ј Q (<1) d<1 • 

Према томе имамо интеграл живе силе 

S (<1) <1t2 = и (<1) + h. 

Тај интеграл одређује могуЬност потпуног одређивања кре

тања тела помоhу квадратуре 

а 

t-to = ±J11 S(<1) d<1. 
VU(<1)+h 

Треба навести овде једну практичну примедбу: за решавање 

задатака такве врсте уопште није потребно писати одговарајуЬу 

диференцијалну једначину кретања, јер интеграл живе силе и наве

дена квадратура потпуно решавају задатак о кретању тела.] Само 
за одређивање реакција, а оне се одређују са пет скалара, треба 

узети у обзир пет .кинетостатичких" једначина проблема. 



ГЛАВА ШЕСТА 

Гироскоп 

§ 6 . Ј. Гироскоп 

Као што знамо, при теориском проучавању разноврсних кре

тања материјалних система посматрамо три основна кретања сва

ког система: 1. кретање центра маса система, 2. обртање око тог 
центра система као непроменљивог, и 3. кретање у вези са про
меном распореда маса у самом систему као променљивом систему. 

Проучавање последњег кретања не спада у наш задатак. 

Као основна елементарна слика првог кретања, кретања цен

тра маса односно транслаторног кретања чврстог тела, јавља се 

равномерно праволиниско кретање. Проучавање сваког другог кре

тања тог центра као носиоца материјалног система заснива' се на 

проучавању отступања од тог основног елементарног кретања, 

прво у једноставним облицима а затим у све компликованијим, и 

и то у вези са стварно постојеhим кретањима у природи. Закон 

по коме се врше та оступања је закон количине кретања 

• -t 

К c~P, 

-t -t -t 

где је К =mvc количина кретања система и F резултанта свих 

спољашних сила које дејствују на систем. 

Основна елементарна слика другог кретања, обртања система 

као чврстог тела око центра маса, а у општем случају око било 

које друге тачке, јесте равномерно обртање тела око непомичне 

осе. Раније смо видели да слободно чврсто тело, кад на њега не 

дејствују никакве спољашне силе, може вршити такво обртање, 

при чему као непомична оса служи главна центраяна оса инерције 
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тела. Таква оса може бити и оса симетрије у динамичком смислу 

чврстог тела. 

Да такво елементарно кретање симетричног тела буде што 

изразитије, то значи да се не мења под дејством релативно малих 

споредних утицаја (отпор ваздуха и др.) и да јасно испољава битне 

особине обртног кретања, угаона брзина треба да буде велика и 

треба да буде велики момент инерције тела око осе обртања, 

краће речено, да обртање треба да има велики момент количина 

кретања 

.... .... 
I=Јш, 

.... .... 
где је: 1 момент количина кретања, Ј момент инерције тела и ~ 

угаона брзина обртања тела. 

И овде се проуцавање сваког другог обртања заснива на про

уцавању отступања обртања од наведеног основног обртања. Закон 

по коме се врше та отступања је закон момента количика кретања, 

који у својој најпростијој форми за непокретни поп гласи 

. .... 
I=М, 

где тацка поново означава извод по '\ремену, а М момент свих 
спољашњих сила око истог непокретног пола. 

Тело које се обрће око своје динамичке осе симетрије са 

веnиким моментом количина кретања назива се гироскоа. Ту реч 

(од грчких речи у1)рщ; - круг, обртање и (ТJ(.onEw - гледам) први 

пут је употребио 1852 године Фуко у СВом саопштењу Париској 

академији наука, кад је помоhу обртања тела око осе приказао 

једну методу за непосредни лабораториски доказ Земљиног обртања. 

Сад се под гироскопом разуме динамички симетрично тело које 

се обрhе око своје осе (један степен слободе) са великим момен

том количина кретања, али може имати још један, два, три до пет 

допунских степена слободе. Теориски и практични значај гиро
скопског кретања је у третирању и у применаМ8 закона момента 

количина кретања. Тај закон тумачен на гироскопском телу пока

зује врло важне и карактеристичне особине обртања материјалног 
система. Специјално за гироскоп те особине се називају гироскои

ске особине. Гироскопске особине су толико карактеристичне и 

толико важне у савременим применама да се њихово проучавање 

издвојила у нарочиту теорију гиросноПа. Ако је горенаведени 
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момтнт Ј Ш толико велики да су према њему други утицаји на 

обртање гироскопа мали, онда се ствара, математички речено, 

uриближна теорија гироскойа која знатно упрошhава општу тео

рију трети;>ања гироскопских појава. 

Материјални систем може бити састављен од два дела: основ

ног, који 0значимо са А, и гироскопа, који означимо са г. Ради 

примера нека основни део бу де лађа, аероплан, бицикл, кола на 

једној шини или ма који други материјални систем са којим хоЬемо 

да вежемо гироскоп. Означимо симболички кретање тог система у 

случају кад тело гироскопа Г остаје непомично у односу на А са 

Ао + Го· Ако сад гироскоп почне да се креЬе у односу на А са вели
ком угаоном брзином, систем ће добити ново кретање које означимо 

са А +Г. Промена А - Ао коју изазива Допунско кретање гироскопа 

у кретању основног дела може бити и врло велика и врло важна 

по својој природи. Јасно је да та промена изазива промену и у 

кретању гироскопа упоредно са оним кретањам које би гироскоп 

имао кад би основни део система био непокретан. У општем слу

чају дејство гироскопа на систем А назива се гироскоПски ефеКlii. 
На тим ефектима се заснивају стабилизатори, амортизери штетних 

кретања и читав низ других инсталација и апарата. Проучавање 

гироскопских ефеката исто тако спада у теорију гироскопа. У овој 
глави Ьемо се зауставити само на елементима теорије гироскопа. 

Сви . ти елементи су непосредна примена добро познатог нам 

закона момента количина кретања. 

§ б • 2. Гироскоп са два степена слободе 

Узмимо обртно чврсто тело у облику, рецимо, точка са наро
чито повеhаним моментом инерције за осу точка (сл. 8). Нека се 
крајеви А и 8 те осе, који се налазе на истом растојању од 

тежишта С точка, ослањају о унутрашљу страну прстена са цен

тром у С. Тај прстен има централну осу, управну иа осу А8, са 

крајевима А I и 81 вс1н прстена, који се ослањају о непокретне 

тачке статива N. Према томе оса А 1 8. има сталан положај у непо
кретном простору. Прстен се може обртати око те осе коју, ради 

конкретности, узимамо у хоризонталном положају. Точак се може 

сматрати као тело гироскопа. Његов положај можемо одредити 

помоhу 1. угла е између одређене равни точка и равни прстена и 
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2. угла ч' између равни прстена и сталне равни у простору која 

пролази кроз праву· А 181' Ако точку саопштимо велику угаону 
БРзину око осе АВ наш модел 
остварује гироскоп са два сте

пена слободе. Оса А8 се нази

ва ГUРОСКОf1ска оса. 

Проучимо кретање таквог 

гироскопа. Зато употребимо 

прво Лагранжеве једначине 

друге врсте. Како се углови в 

и ч' могу сматрати као ОдГо

варајуhи Ојлерови углови, пре
ма (2) § 1.42 живу силу одре
ђујемо једначином 

где су: Ј момент инерције тела 

4, r--·- .-. ----
./ "о 

Сл. 8 

око АВ осе, а Је момент инерције око правца у екваторској равни, 
тј. равни управној на АВ кроз тачку С. Лангранжеве једначине 
добивају облик 

J6"=Qe =Ме , 

ЈtЧ''' = Qrp =Mrp, \ 

где генералисане силе Qe и Qrp имају вредности момената свих 

спољашњих сила које дејствују ;-на тело око АВ односно око 

А 1 81 осе. 

Ако спољашње силе не дају моменте, тј. Qe=Qrp=O, први 

интеграли претходних једначина дају: 

6' = const = 60" !р ~ сопst = 1'0'. 

а. Ако је при томе Ч'о' = О, угао ч' остаје сталан, те оса гиро
скопа эадржава свој положај у простору. Тај факт се у елементар

ном излагању теорије гироскопа наводи у облику f1ринцийа Uер.ма

ненције: угаона брзина тела эадржава не само свој правац већ и 

свој интензитет. 

Ь. Ако је у почетку кретања 1>0' =ф= О, тело зздржава ту угаону 
брзину и равномерно се обрhе и око осе А 181' разуме се, под 
условом да спољашње силе не дају моменте и дз је статив непо

кретан. 
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Да ВИДИМО још какве реакције дејствују у тацкама А, 8, А 1 , 8 •• 

Ознацимо силе реакција које дејствују на тело у наведеним 
-+ ... ... -+ 

тацкама са RA, Ra , RAt , RB2 • Како центар инерције система остаје 

непокретан, из закона колицине кретања за тешко тело следује 

векторска једнацина 
... ... ... -+ -+ 

(1) RA+RB+RAt+RBt+тg - О, ... 
где је т маса тела и g убрзање силе теже. 

С друге стране, у случају а., кад је СРо' = О, момент количина 

кретања остаје непроменљив, и према томе момент свих сила 

реакција око тачке С треба да буде једнак нули, тј. 

-+ ............ -+ ...... 
(2) [ГА, RA] + [Га, RB] + [Г Ар RAt ] + [Гв .. RBt] = О, 

где су ознаке очигледне; при томе је 

-+ -+ ...-+ 
ГА+ГВ=О, fAt+rBt=O. 

Једначине (1) и (2) показују да је проблем одређивања реак
ција у нашем случају динамички неодређен: из две векторске 

једначине треба одредити четири вектора. Тај проблем постаје 

одређен, ако поставимо допунске услове: 1. де оса А8 буде сло· 
бодна и 2. да у тачкама А I и 81 реакције могу дејствовати само 
вертикално, тј. претпоставимо 

-+ -+ 
RA=Ra=O, 

-+ -+ -+ -+ 
RA,-k1 g, RBt =k2 g, 

где су k1 и k2 неодређени множитељи. Под тим условима једна

чине (1) и (2) добивај у облик 
-+ 

(k 1 + k2 + т) g=O, 
-+ -+ 

(k1 - k2 ) [г Ар g] = О. 

-+ ... 
Како вектори гА и g нису колинеарни, из претходних једна. 

1 
чина имамо k1 => k2 = - - т; према томе дефинитивно реакције 

2 
имају вредности 

-4'" ...... 1-+ 
RA-RB=O, RAt=RBt = -"2 тg . 

i 
..ic 
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Дакле, реакције дејствују само у Т8чкама А 1 и 81' И то са Ј 
истим интензитетом, те уравнотежују тежину гироскопа. 

Сад пређимо на случај Ь., кад оса гироскопа мења свој поло· 

жај у простору (!р'=<ро'). 

у овом случају момент количина кретања има облик 

-+ -+ -+ 
1 - 1 6' k + 1. <р' п , 

-+ -+ 
'где је k орт осе А8, а порт А 1 81 • Како су у нашем слуqaју 

-+ -+ 
-6' и <р' константнн скала ри, а п конс!антан вектор, извод вектора 1 
по времену има вредност 

i =ј8'!с, 
при чему је, према познатом правилу о изводу при ротацији [(3) 
§ 4.2, 111 - 1], 

-+ -+ -+ 
где је d орт нормалан на раван прстена, која садржи ортове п и k. 

На тај начин је 
• -+ 
1 = ј6'!р' d. 

Како је 

-+ 
тде је М момент свих реакција око тачке С, можемо написати 

-+ -+ 
(3) j8'<p'd = М. 

Ова једначина потврђује такозвани llринциll lluралелuама: 

померање краја гироскопске осе је паралелно моменту сила које 
дејствују на гироскоп. Јасно је да је тај принцип непосредни 
закључак из закона момента количина кретања у примени на наш 

случај. 

Сходно (1) И (2) претходног случаја сада имамо 

-+ -+ -+ -+ -+ 
RA+Re+RA, +RBI +mg-O, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
[ГА' RA] +[г в, R 8]+ [ГА., R АЈ ] + [ГВI' RBJ ]=j6' <р' 0'. 

41 Динамика чврстоr те ... 
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Поново имамо динзмички нео,l,ређен пробне-м одређивања 

реакција. 

Можемо опет претпоставити да у тачкама А и В реакције не 

дејствују. Тада имамо ове две једначине 

-+ -+ -+ 
RA, +R81 +mg=O, 

-) -+ -+ -+ 
[г А1 , Ri41 - R8,]'=j6'q?' а. 

-+ -+ 
За одређиваље реакција RA1 и Rй" K0)t сад једноставније 

-+ -+ 
ознаqимо са R1 и R., свставимо одговарајупескаларие једначине у 
односу на ортогонални ~триједар (сл. 9) 
начињен од оса ових праваца и смерова: 

-+ --+ 
1. вектора а, 2. вектора СА 1 и 3. вектора 
---+ 
СВ. Ако координате вектора у односу на 

уведене осе означимо са 

-+ -) 
R1 (Х 1 , Ур Z1)' R2 (Х2 , У2 , Z2) 

и дужину СА 1 са а, тражене скаларне 

једначине узимају облик: 

Х1 + Х2 + mg sin ср == О, 
У1 + У2 -,О. 
ZI + Z2 - mg cos ср =-= О; 

а (Z1 - Z2) Ј6' ср', 
0=0, 

- а (Х 1 - хз)=о. 

/ 

_?' 

Сn.9· 

Ове једначине показују да реакције дају: 1. резултанту са 
--+ 

ЈООО'р'динатаiИа Х1 + X i , о, Zl +Z'2 'која У'равнотеж~ 'tЯ1Iу теже mg, 
-+ 

2. момент са правцем и смером вектора а и са интензитетом 

(3*) М == аР-Је' ,', 
где је F=Zj-Z2' 

Једна од КООРДИflа1Ћ У1' У:Ј остаје динаNfИЧКИ неодређена; 

њихов збир треба да буде једнак нули. Можемо претпоставити да су 

Уl=У2 =0. 

Једначина (3), односно (3*), основна је у tеdрији гироскопа. 
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I 

у елементарној теорији гироскопа изведени реЗУЛ1'3т стоји 
у вези са такозваним гироскопскuм ПараДОIlСОМ. П()меpsњ-е у 

-+ 
правцу ~tktopa tJ краја 8 Гlфоскоnсt<е осе не иЗl1зива Сила у 

правцу тог померања, веп спрег са моментом паt)Э.леЛIiИМ 

помераљу. 

~ 

MOMtH'rY М реакција које дејствују на tllPOtKOn одговара ... 
момент (- М) сила које дејствују на непокретни статив гироскопа 
од стране маса гироскопа у кретању. Ако је статив непокретан, 

дејство тог момента не може да се прикаже у облику неког кре

тања; оно се изражава само у 'разлици притисака гироскопа у 

лежиштима у крајевима осе А 1 81' "и само се у томе испољава 
гироскопски ефект дејства гироскопа са два степена слободе на 

спољашњи материјални систем. 

§ б . З. ГИРОСI<ОП са ТрИ степена слободе. 
Регуларна nрецесија. 

у гироскопу са два степена слободе имали смо динамички 

симетрично тело са ос ом симетрије А8, која служи као оса обртања 

гироскопског тела.' Та оса својим 

крајевима А и В била је утврђена 

у hpOCTOPY П1 (сл. 10) са осом А 1 81 
\нормалном на осу А8. ДoAljMO још 

јед.ан п<жреТ8Н прстен Пt У којем је 
утврђена оса А 1 81 прстена П1 , а 
СЗм ДОnУНtkи прсrеи П2 има осу 

А 2 8.2' управну на осу А 1 81' И нека 
је оса А 2 82 ytврђена својим краје
ВАма у JIefI()k~THOM стативу, рецимо, 

ПОМОflУ Nепокретног прстена ПЗ 
учвршhеног у основи N сrатива. 

Сва три прстена можемо саставити 

у једној вертикалној равни. Ако при 
томе осу А 2 В2 наместимо верти-

Сл. 10 кално, оса А 1 В1 биhе хоризонтална, 
а оса АБ поново вертикална. Про

извољан положај гироскопског тела одређује се}помоhу три Ојле

рова угла: 1. угла 0/ између прстенова Па И П2 , 2. угла !f између 
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прстенова П2 и П1 И 3. угла 6 измеђУ прстена П1 и сталне равни 
гироскопског тела која пролази кроз осу АВ. 

Жива сила таквог тела, према (2) § 1.42, одређује се из 
једначине 

2 т = је ер,2 + (J~ sin2 ер + ј cos2 ср) '1"2 + ру2 + 2 ј cos q>. О' '1", 
где су, као и раније, ј момент инерције тела око АВ осе, а j~ 

око једне од екваторијалних оса. Према томе генералисани импулси 
имају вредности: 

Е' = (јеsiп2 ер + jcos2 ер) '1" + jcos " 8', 
дt' 

дТ l' 
дер' =Је ер, 

дТ 
- = ј (6' +ф' cos ср), 
дО' 

а од извода по угловима само један је различит од нуле: 

дТ = (Је -ј) '1"2 siп ,COS ср -ј6' t'sin ,. 
дер 

С тим вредностима извода Лагранжеве једначине гласе 

(1) 
d дТ 
dt дt' =Qф' 

d дТ дТ 
- --- -=Q 
dt дср' дср q>' 

у односу на силе, које дејствују иа гироскоп, ограничимо се 

само на два случаја: а. кад на тело не дејствују силе (Ојлеров 
-. 

случај) и Ь. кад дејствује само сила теже mg сталне векторске 

вредности са нападном тачком на гироскопској осовини на расто

јању ~c од центра гироскопа (Лагранжев случај). 

а. Пошто је у Ојлеровом случају 

Qv=Qq> =Qe = О, 

једначине (1) добивају облик 

!!.. [(је sin2 ср + ј COS2 ср) '1" + I COS ер' 6'Ј = О, 
dt 

~ је " - (је - ј) '1"2 siп ср cos ср + j6't' sin ср = о, 
dt 

d - Ј (6' +0/' COS ср) = О. 
dt 
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у § 4.24, полазеhи непосредно од Ојлерових једначина, дали 

смо решење овог проблема о кретању симетричног тела у облику 

регуларне прецесије. Помоhу Ојлерових углова ово решење изра
жава се овако: 

Ip' - о, е' = 80" 'l" = 'l' о', 
!р=!р" е - ео + е.' t, 'l' = 'l'o +'l'o' t, 

што се лако потврђује супституцијо .. у претходне једвачине. При 
томе се утврђује да константе ffI" 'l'o~~ ео' морају задовољавати 
услов 

[(је - Ло/о' COS !Ро - јЭо'] 0/0' siП!Ре = о, 

који се распада у два тривијална услова: 1. Ч>о' = о, 2.!ро = О и у 

3. услов у облику 

(2) (је - л 'l'o' cos СРо = Ј ео'· 

Тај услов може се извести lflfЗ непосредног геометриског 
.... 

посматрања, ако упоредиltf\1""вредности вектора О, момента коли-
~KpeTaњa, одређених помоhу две њихове пројекције: једне на 

.... 
- правац осе симетрије гироскопског тела, која са вектором G чини 

угао СРо. и друге на правац у екваторијалној равни. 

Једначина (2) је врло корисна и за анализу знака величина 

6,', 0/0" cos !Ро, је - ј. Приметимо да у случају кад су 6,' и 'l'o', 
рецимо, позитивни, знак cOS!Po је исти са знаком разлике Је - ј, а 

она је за издужени обртни елипсоид позитивна, а за спљоштени 

негативна (упореди слике 7,а и 7,Ь). 

Ь. За Лагранжев случај, једначине (1) са 

Q",=O, Qrp = mе'[,с sin!p = Ejsin !р , Q() ~ о, 

где је Е = me~/J, имају две цикличне координате 'l' и е; овим коор
динатама одговарају два интеграла, које можемо написати овако: 

(3) 

(4) 

Э'и + 'l" [( 1 - е) и2 - е} = r, 

О' + 'l" и ~ r = г о , 

где су: е= је/ј, и = cos ср, а Г и г о две произвољне константе 

интеграције. 
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Трећа је.llначинз имз облик 

(6) Је ср" - [(Је - Л cos ср' 0/' - Је') ф' sin ср = Е Ј sin ср. 

Потражимо сад партикуларно решење једначина (3), (4) и (5) 
У облику регуларне прецесије и одредНМО услове под којима је 
она могуЬа, ако постоји. 

Ако ставимо ","=0, из (5) имамо 

(6) [6' + (1 - е) ц. 'V] 0/' - Е -=0, 

при чему смо искљ учили случај sin ср = о, кад је оса O~ вертикална. 

Решимо сад једначине (3) и (4) по е' и ф' 

(7) 6'= г [(1- е) ц2 +е] - Г и, 
е (1 - и2) 

(8) 
г -ги 

ф'= e(1-u2 )' 

где је 1- иЈ = sin2 т Ф о, и ста8ИМО те вредности у једначину (4) 
Добиhемо полином по и и једначину: 

(9) р (и) = (г - Г и) (Г - ги) - Ее (1 - иИ)' = о. 

Како је за и= + 1 

р ( + 1) = - (г - Г)2 < о, 
а за и~-1 

закључујемо да у границама од -1 до + 1 постоји корен наше 

једначине кој и Ьемо 03JiаЧИПI са ио = cos Tu. За ту вредност yr ла СРо 
величине 6' и 'V узимају одговарајуће сталне вредности и наше 

тело врши кретање регуларне прецесије. Из детаљнијег проуча

вања констаната одређује C~ Kapal<Tep те прецесије. Једна~и"а (9) 
даје услов могуhности прецеСИОIlОГ I<ретања у ОВОН паРТИКУДЗРI.JQ}t 

решењу Лагранжевог случаја. 

§ б . 31. Псеудо-регуларна прецесиЈа 

ПО1'ражимо сад решење једначина (3), (4), (5) прецодног 

параграфа под претпоставкама: 

.",ч 
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1. Стална БРЗliна г има велику вредност. 

2. Угао нут(щије q. траЖИ~fQ у облику 

ср = СРО + р.. 
где је ,О константнн угао и р. је мала величина, и TQ таквог реда 

да у приближном рачуну узимамо 

.. :;;:,,; (), гр. = О, г2 р. =F О. 

3. У НQЧ.~'f~У ~Р~Т'Нџ<t тј. з~ ср ~ Ч>.' БРЗI18~ '\1.0' =; О\ 

Под таквим условима из (8) § 6.3 имамо 

(1) '1"'= г .... rц =f(u)=f(uo) +f--~{) . . (k)p.=_~P. , 
е(1- U~) \ еио ~ о SIП <Ро 

јер је по услову Нио) = '1'0'=0; са k смо означили гје. 

После тога из (4) § 6.3 изводимо 

О' = г - k р. cotg СРо , 

а из једначине (5) истог параграфа, после кратког рачуна, добивамо 
једначнну 

р." + k2 Р. = Р, 
. F Е. 

где J~ . = - ~Щ ,о . 
е 

Љ~Qltltе"а јtЩltltЧlща Itt.ta щю опште решење: 

р. = ~+Clcoskt + C2 sinkt, 
k2 

где су С1 Q C~ произвољне KOHCTaH~. Ако претпоставимо )!I.a ва 

to=O велнчИl{З р. има максимал .. у арещщст р.о, КQщ:тцнта С2 ииа 
вредност нулу ff цреМIt томе је 

F 
СI =}10- -; • 

k 

Са том константом дефинитивно решење за }1 имамо у облику 

р.= ~ + (Ј.1о - ~) cos k# 
k2 kl ' 

к{)ји показује мала хармониска отетупања угла нутације за време 

кретања. За одређивање прецеенје према (1) вршимо квадратуt>у, 
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која даје 
t 

Чr = ~ f \-1 dt = -. 1_ [-р_ t + (\-10 - ~) sin ktJ . 
sш СРо sш 190 k k2 

О 

1 
Како -.-- F/k=E/r за велико г има малу вредност, угао пре-

sш 190 
цесије се мења прогресивно врло споро у току времена, али про
порционално времену. 

добивено кретање зове се Uсеудо-рсгуларна Прецесuја. 

Како је у посматраној апроксимацији 6' = г, угао е се мења 
такође пропорционално времену. 

За време кретања свака тачка осе симетрије тела описује на 

сфери полупречника једнаког отстојању те тачке од непокретне 

тачке једну сферну криву сличну циклоиди (растегнутој, спљоште
ној или обичној). 

§ 6·4. Гиро.екоп са више степена слободе 

Анализирали смо кретање гироскопског тела са непомичном 

тачком. Ако та тачка може да се креЬе по некој линији, гироскоп 

има четири степена слободе. Ако ова тачка може да се креЬе по 

некој ПОВрШИНИ, гироскоп има пет степена слободе. Потпуно сло

бодно тело, нарочито кад има велику угаону брзину, може ~ce 

сматрати као гироскоп са шест степена слободе. 

Ради проучавања гироскопа са више степена слободе, наве

шhемо један пример гироскопа са пет степена слободе који проу

чава више писаца. 

Нека је гироскопско тело тешко 

чврсто тело (чигра) са динамичком 

осом симетрије која се завршава тач

ком А, оштрицом на слици, и нека је та 

тачка приморана да се налази на хори

зонталној равни (сл. 11). Такво тело 
има пет степена слободе. Овај при

мер неслободног материјалног систе-

ма је згодан и због тога што је при С4ика 11 
решавању проблема згодно узети 

диференцијалне једначине кретања неслободног материјалног система 

у облику (23) § 3.3,11 за произвољне координате, али кад између 
тих координата постоје и коначне везе. 

\ 
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I 

За координате тела узимамо: координате хс, Уе, Ze, центра 
С маса тела у односу на координатни систем Oxyz са осама Ох 
и Оу у ХОРИЗОНТaJIној равни и са Oz осом вертикално навише, 

Ојлерове углове <р, 1)1, 6, при чему је A~ оса динамичке симетрије 
тела. Ове координате нису све независне. Ако са 1 ознаqимо расто
јање АС, између координате Ze и угла нутације rp постоји незадр
жавајуhа веза 

Ze - 1 COS <р > О. 
Жива сипа тела одређује се из једнаqине 

-2Т = т (xerJ + Yet2 + zet2
) + Је 'Р'2 + (ј, siп= <р + ) COS2 ср) 0/1 + 

+ Ј6'2 + 2 Ј COS rp . 6' 1)1' • 

Функција сиnе је 

и= -mgZе. 

Даље пишемо, према (23) § 3.3,11, диференцијаnне једначине 
кретања 

тХе" = О, тУе" = о, mZe" = - mg + л, 
d дТ дТ . d дТ 
-- - -=лlsшrp, --=0 
dt дЧЈ' д <р dt д1)1' , 

где је А множитељ везе.' 

Пре свега видимо да горњи систем једнаqина има ове оче

видне интеграnе: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

ХС = С1 t + СЈ , 

Ус = С, f + С., 

дТ = (ЈеSiп2tp +}cos2 tp)1)1'+jcos 'Р.6'=С5 , 
до/' 

дТ = Ј (6' +o/'costp) =}г ~ С •. 
д6' 

Сем тога имамо интеграn сиве сиnе 

(5) Т= U+h, 

џе су h, С1 , СЈ , ••• , С., произвољне константе интеграције. 

Покажимо пре свега да је за Довршење решавања овог про

бnема у општем случају довољно изврwити само квадратуре. 



§ 6·4 

~ CT8ap'i. цз јеllI;JIЧI4"~ (а), к'Оју ИQ>ItФ»О ~аП"Q.~l" у Q6лику 

(3*) Ј. t' sinJ. СР + Јг cos rp =; 05' 

МQ>ке~Q. Q.ц~ц"т" '-1!' У ФУlI.кqцј6. Y,rll<\ CjI· 

Узимајуhи даље у обзир да је Zr/ = -1 <р' sin 'f" интеrр,ал (5) 
изражавамо овако 

(5*) т (СI! + С.!!) + (",1' sinz !P1rJe) (ЈЈ'2 + 
+ Је sinZ ср. '112 + )г2 = - 2 mс{ cos 1'+2 ћ; 

из ове једначине можемо зак;qУЧI{ТИ, ЦQсле смене "" из (3*), да 
је <p'Z функција самог угла <р, а то доводи до одговарајуће ква· 

дратуре за одреljивањ~ угла СР у функцији времена. После тога 

једначина (3*) даје квадратуру за одреljивање угла '\" а tедџачина 

(4) за одреljивање угла Э. 

Пошто је наведено решење компликованог карактера, зауста

вимо се рад" КЩЩР~Т"QСТи на јеДНQ~ сш~щф1лн,Q~ ~~ЏJetьy. 

Нека су у почетку кретања за /0 = О дате почетне вредиос,..и 

(Хс')о=О, (Ус')о=О, (Zc')o=O, 

СРо' =0, tq' =0, eo~o, 

које су у сагласности са једначином везе. 

Са таквим почетним условима интеграли (1), (2), (3*), (1), (5*) 
имају облик: . 

(1') хс=С2 , 

(2') у, = (4' 

(3') Је '\" эiп2 ч> = Јг (CpS СРО - cos <р) , 

( 4') Ј (6' + '\" COS <р) = Јг = Ј 60' , 

(5') (m12 sin2 <р + Је) <р'2 + Је sin2 ip •. ""2 = 2,щgl (COS СРо - COS <р). 

Елиминисање '\" из једначина (3') и .(5') доводи до једначине 

(5") Је sin2 <р • (mР sin2 СР + Је) <pf2 = 

= (COS СРо - COS ср) [2mglje sin2 <р - р,2 (COS <Ро - COS ср)] , 

која омогућује квадратуру за одреljивање угла <р. 

Протумачиuо доб"веие резултате. 
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Једначине (}') и (2') тврде да се тачка С увек налази на истој 
вертикали; ову можемо узети за z осу, и тада је 

хс-ус=о. 

Из једначине (5") следује да разлика cos 1'0 - cos ч> не може 
бити негативна; јер кад би она била негативна, цела десна страна 

би такође била негативна, а то је немогуЬе зато што лева страна 

није негативна. Према томе је cos Ч>о - cos ч> > о и значи ч> > ч>о , 
али при томе угао ч> не може бити веhи од 1t, јер за l' =-= 1t десна 
страна једначине (5) поново узима негативну вредност 

- F г2 ( 1 + cos ч>0)2 . 

Одавде следује да се угао q> мења у границама Ч>О<Ч><Ч>1<'It, 

а тачка А се "&лаэ~ иэ~еђу два ~онц~ртричн~ круга полупречника 
sin Ч>о и 1 sin Ч>1' Тачка С осцилује на вертикали између две висине: 
Zo"'" 1 cos То " Zl "'" 1 cos СР1' при чеltlУ је zo:> Zl • 

Из једн!'qllне (3') следуј@ да угао t не може опада1'И. Тај 
yrl10 IЏIи ра(те кад је ч' Ф ,О ндн се зауставља K~Д ТЗIIК8 А ДОЛ8Зн 
р, Мit1ЬИ "руг. Ови f1ОЈ1ожаји таЧl(е А одговарају повратюt .. 
тачка~а Tp4tjeKTopHje те тачке у хорwзotпалној pal:jHif. 



ГЛАВА СЕДМА 

Статика чврстог тела 

§ 7· о. Ивлагање статике чврстог тела 

Статика уопште, па и статика чврстог теJlа, обично се ИЗJlаже 

у почетку механике. Такво ИЗJlагање се изводи, нарочито у вези 

са техничким обрззовањем, УГJlавном из ових практичних раЗJlога: 

1. у тим ИЗJlагањима се статика чврстог теJlа састоји упonа из 

теорије вектора, која се тек у ПОСJlедње време појављује као само

стаJlан претходни предмет који укључује и теорију везаних век

тора, ТОJlИКО важну за статику чврстог тела; 2. претходно ИЗJlа
гање кинематике и динамике захтева знање инфинитезимаJlНОГ 

рачуна ј тог знања читао ци у почетку својих студија могу још 

немати. 3. потреба знања статике се појављује на првим к-орацима 
практичног образовања; статика СJlУЖИ као основа и многих гра

фичких радова, за које је потребно више времена. МеђУТИМ, тамо 

где се механика сматра као теориска ДИСЦИПJlина сви ови раЗJlОЗИ 

губе своју вредност, јер је 1. теорија вектора, потребна и савре
меној анаJlИЗИ и геометрији, постаJlа општим претходним предМетом; 

2. изучавање механике почиње тада кад су веЬ познате основе 

инфинитезимаJlНОГ рачуна; 3. систем студија није оптереhен гра

ф'ИЧКИМ -радовима на бази механике. Према томе, статика се 
може у систему механике. као научне ДИСЦИПJlине, ставити на 

своје природно место, на место специјаJlНОГ СJlучаја динамике. Са 

JlОГИЧКОГ ГJlедишта је ВРJlО важно да појам СИJlе буде први пут 
уведен у динамици, и тада целокупна концепција механике добива 

свој праВИJlНИ JlОГИЧКИ основ и свој. природни раЦИОН8JlНИ развитак., 
При томе се статика, као први део механике, из једног опwирног 

предмета претвара у реJlативно кратке ГJlаве одговарајуhих деJlова 
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механике, механике тачке, система и чврстог тела. Таква узастоп

ност излагања статике највише растереПује излагање последњег 

дела статике, стати ку чврстог тела. 

§ 7 ·1. Услови равнотеже чврстог тела 

Као што смо видели (§ 2'1), закон количине кретања и закон 
момента количина кретања у примени на чврсто тело дају могућ

ност постављања система диференцијалних једначина кретања тог 
тела. Интеграција тог система с обзиром на почетне услове решава 

питање о кретању тела под утицајем датих сила како у случају 
слободног тако и у случају неслободног чврстог тела ако су дате 
везе. Пошто је мировање тела само специјално кинематичко стање 

тела, наведени заКОRИ могу бити база проучавања и статике 

чврстог тела. 

Заиста, из поменута два закона 

• -ф -ф -ф 

к = F + R "'" Ф, 
• -ф -+ -+ 
1 = М+ L - М, 

где су употребљене ознаке из §§ 2.1 и 2.11, а у њима је изостав
љена, ради краткоЬе, ознака непокретног пола за моменте, следују 

два закључка: 

1. Пошто је за све време трајног мировања, кад су брзине 
-+ -ф 

свих тачака тела једнаке нули, К ~O и 1=0, морају у исто време 
бити испуњени услови 

.. -ф -+ 
(1) F + R = Ф = О, 

-+ -+ -ф 

(11) М + L = М = О. 

Према томе су услови (1) и (11) неопходни' за равнотежу 
чврстог тела. 

2. Обратно, ако су испуњени услови (1) и (11), из тих услова 
следује 
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Пошто претпостављамо да за 10 тет мирује и према томе су 

~ -+ 
к о -~ о, 'о = О, 

закључујемо да су и за све време 

Из првог услова CJl~дyje да ако се цеrrтар иmф~је тела у 

tpeHytI<Y to нAlrаЗR у Mlipy, налсазиhесе у миру и 'Ј ТОКУ и.n.уhег 

5p~Me"a. Из .n.pyror у c:1l:on а СЈl'едује да 'te.1IO н~Юi t\'И ј)tl'гаЦИје. 
-+ 

Заиста, вектор [(С) има у односу на главне осе инерције коорди-
--t --t 

пате Ар, Bq, Cr, па зато из yt.IIOlta {(С) "=0 сле.в:ује ytJltiЙQ)(I', q,r)=O. 

Према томе ус.лове (1) и (11) треба сматра'Ги КII0 неопходне и 

довољне за равнотежу чврстог тела. Речима ти услови гласе: 

За време равнотеже чврстог тела главни вектор и главни 

момент у односу на тачку, по жељи изабрану, свих спољашњих 
активних сила и сила реакција треба да буду једнаки нули. 

Да је довољно да силе не -дају момент само у односу на 

једну произвољно изабрану таЧkуйросtора следује из једнакости 

--t 
јер при Ф=О допунски члан има вредност нуле. 

Услови (1) и (11) могу се изразити и 

облику: динамички дивектор спољашњих сила 

Ч'81ЈСТО tMD треба да буде ј'еДН81< нули, тј. 

--t ~ 

{}d (Ф, М) = о. 

у дивекторском 

које дејствују на 

Не би било тешко написати, сходно § 2.4, услов равнотеже 

чврстог тела и у матрично-дивеkторском облику. 

Видимо да у основи Ъ'слова равнотеже чврстог тела леже 

два вектора - главни вектор и главни момент. Према томе с,ва 

она расуђивања и конструкције, које су биле наведене у теорији 

система везаних вектора могу бити примењене и овде. Нема 
потребе да их понављамо. У статици је нарочито важно претва

рање једног система у други, еквивалептан првом, који задово

љава неке унапред постављене услове. При томе се поставља низ 



§ 7 ·Н 

'ј'ЈО'0Ј1@>ма, в'РЬttИf() вsм<ниХ у flРВХСИ, О одређиьању појединих 
йкnmВи~ tиnltМJtи Ре!ЮUljа. 3а реша8зње 'fЯх hроблема угЈЈавном 
се употребљавају две методе - анали'tfti:JК8 и ГРЙфиЧ'КЗ. 

§ 1· Н. АваЛIIТИЧкам.етор,8 у етат.ци 

Условима равнотеже (1) и (11) претходног параграфа одгова

rm'у b~" tКilлаРН4f YCQIOBit: 
п *-

~ Хј + ~ Rjx = О, 
/==1 ј=1 

п k 

(1*) ~ У/ + ~ Rjy = О, 
;=1 ј=1 

п k 

~ Z; + ~ Rjz "'" О, 
/=1 ј=! 

п k 

~ (У; Z; - Zj Уј) + ~ (УЈ Rjz - Z; Rjy) = О, 
~1 ~1 

п k 

(11*) ~ (Z; Х/ - Хј Z;) + ~ (Zj Rjx - Хј Rjz) = О, 
~1 ~1 

п k 

~ (Х; У/-У; Х;) + ~ (xjRjy-УјRјх) = О, 
/=1 ј=1 

где су ознаке очигледне. 

За случај рЗ8КОГ система сила од (1*) се задржавају прва 

два, а од (11*) само треhи услов. 
ЈеДНЗ1lИ'Re(I*) и (11*) могу хорисно ПОСЛУЖИТR З8 решавање 

мВЬгих 'RpоБJreма CTa11lK~ рачупскffМ путем. 

У случају равнотеже неслободног чврстог тела треба да буду 

HAвe~8H и ХОnУВСКII услови о реЗ1(цяјама Koj~ дејс'ГВују на чврсто 

тeno у ПQјединим тачкама. Карактер тих реакција зависи од начина 

повезивања тела са спољашњим масама. Реакција са датом напад

яыlyiiiп(о'м мь:же I'5H~M: 1. произвољн'ог правца) 2. управна на 1(ату 
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линију и 3. управна на дату површину. Она може имати оба смера 
у случају задржавајуhе везе, или само један, одговарајуhи смер у 

случају незадржавајуhе везе. 

За објашњење поступка при решавању статичких задатака 
аналитичким методом навешhемо три примера. 

1. На хоризонталну хомогену греду дужине АВ=1 (сл. 12) и 
тежине Р са крајем А на ваљцима и потпуно утврђеним крајем В 

~ ~ ~ 

дејствују, сем теже Р две вертикалне силе Р1 и Р2 И једна коса Сила 
~ 

Рв са нападним тачкама на растојањима 11' 1%, Iз од тачке А. Сила 
~ ~ ~ 

Рв чини угао ср са хоризонтом. Треба одредити реакције RA и R8 

У тачкама А и В. 

:~ 
I 

I 
I 

:-4,9 
I 

2 Ј: 
А r--r--....,...,.~.,...,--I.. 

2 
I 

3 -Fj 

Сл. 12 

,IIB 

-12 -F, 

Сп. 13 

Ако х осу наперимо од тачке А према В, а осу у поставимо 

вертикално наниже, услови равнотеже у вертикалној равни Ье 

изгледати: 

(1) RBx+F. cos ср=О, 

(2) Rву+RА+F1+F2+Fssiпq>+Р=О, 

(3) IjF1 +I"F2 +I.Fs sincp+ ~ IP+IR8y =-О. 

Из ових једначина одређујемо редом: из (1) пројекцију реак
ције R8x ; из (3) другу пројекцију R8y ; и најзад, из (2) рекцију RA • 

2. На вертикални стуб тежине Р и дужине АВ -1 (сл. 13), 
~ 

утврђен у тачкама А и В дејствују три хоризонталне силе Р1 (ХН У1), 
~ ~ 

Р2 (Х., У.), Р. (Ха, Уа) са координатима у односу на ортогоналне 
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осе Ах и Ау и са нападним тачкама на растојањима Zt, Z2, Za од 

тачке А. Одредити силе реаl<ција у тачкама А и В. 

За овај пример једначине 11*) и (11*), сем последње, која се 

претвара у идентитет, дају: 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Х! +X2 +Xs+RAx + Rbx-О, 

У! + У2 + УЗ + RAy+RBy=O, 

RAz+RBz -р =0; 

-Zl Yt -:-z2 Y2 -Za Ys-IRву=О, 

Zj Xt +Z2 Х2 +гз Хз+l RBx=O. 

Из ових једначина овим редом одређујемо пројекције реакција: 

из (8) RBx, из (7) RBy, после тога из (4) RAx, из (5) RAy' 

За две остале пројекције RAz и RBz имамо само једначину (6) 
и према томе можемо одредити само збир тих пројекција. На тај 
начин је у постављеном облику задаiIiак сiIiаiIiuчкu неодре&ен. Ако 

.... 
изменимо услов задатка у том смислу да у таЧI<И В реакција R в 
може бити само хоризонтална (тачка В стуба се налази, рецимо, у 

вертикалној цеви), пројекција RBz биhе једнака нули и тада зада

так постаје сiIiаiIiuчкu одреljен: вертикални притисаl< прима само 

Сп. 14 

таЧl<а А. На овом при

меру видимо да смање

ње у ограничењу поме

рања тачака тела може 

претворити задатак И3 

стаТИЧI<И неодређеног у 

статички одређен. 

3. Као треhи при· 
мер узмимо чврсто тело 

остварено у облику рав-

ног решеткастог носача 

претстављеног На слици (сл. 14). Нека на ову решетку дејствује 

еамо једна спољашња активна сила са нападном тачком у чвору 
С, који је на правој АВ. Нека је АС=СВ=1 и штап DE паралелан 

.... 
са АВ. Треба одредити реакцију RA у непомичној тачки А и реак-
цију RB управну на праву АВ, а такође найоне у шiIiаЙовuма. 

Под напонима разумемо силе које дејствују на штап кад га 
замишљамо изолованим од остале решетке. Напони могу бити 

9 Динамика чврстог тела 
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найонu uсшезаlt1а (сл. 15, а) и найонu ЙРUШUСllа (сл. 15, Ь). Приме

тимо да ако на нека два суседна чвора К и L решетке дејствују 

силе са смером од једног чвора 

према другом (сл. 15, с), У штапу 
који веже те чворове 6иhе, пре

ма треЬем Њутновом закону, 

напони истезања, у супротном 

случају (сл. 15, d) напони при
тиска. 

Ако Ах осу узмемо у прав
цу АВ, а Ау осу наперимо 

нормално на АВ у означеном 
-+ 

смеру и координате силе F о-
значимо са Х, У, за одређивање 

-+ -+ 
реакција Rл (RAx,RAy), RB (O,RBy) 
имамо ове три једначине: 

~L-. ___ ---'~ а) 

---Јој :J~ Ь ) 

L 
-..е 

+-4~ ______ ~r__~ с) 

К L 
()..(,- ~ 

--+i~ ___ ---'~ d) 

Сп. 15 

(9) 

(10) 

(11) 

RAx+X =-=0, 

RAy + Y+RBy=O, 

1 У +21 Rby=-О. 

Из једначине (9) одређујемо Rлх, из једначине (11) RBy и затим 
из једначине (10) RAy' 

За одређивање напона у штаповима можемо да се послужимо 

са више метода. На нашем једноставном примеру покажимо основе 

тих метода. 

1. Кре.монuна .меШода. Према тој методи одређивање напона 

врши се на основу услова равнотеже сваког појединог чвора 

решетке. Почнимо од чвора А. Пошто за тај чвор знамо већ реак-
-+ 

цију Rл и правце АС и АЕ за две остале силе које дејствују на 

тај чвор, из услова равнотеже тог чвора, као изоловане материјалне 

тачке, можемо одредити алrебарске вредности сила датих праваца. 

То можемо извршити или аналитички или геометриски помоhу кон

струкције троугла са познатом једном страном и правцима две 
-+ -+ 

остале стране. Означимо до6ивене силе са QAC и Q AD. Онда имамо 
-+ -+ -+ 
RA+QAC+ QAD=O. 

Тиме смо одредили и напоне у штаповима А С и АЕ, јер на 
-+ -+ -+ 

крајеве А и С првог штапа дејствују силе QCA'" - Qлс и QAC, а 
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~ ~ ~ 

на крајеве А и D другог силе QOA= - QAO И QAO. Како је 

~ ~ ~ 

RA =( - QAC) + (- QAO)' 

... 
видимо да су напони компоненте реакције RA у правцима АС и AD. 

Пређимо сад на чвор D. На тај чвор дејствује веЬ позната 
-+ -+ ...-+ 

сила QOA=' - QAO И две силе QOE и Qoc чији су правци познати 
и које можемо одредити из услова равнотеже тачке D. За тај чвор 
имамо једначину 

~ ... ~ 

QOA +QOE+QOC=O. 

Тиме су у исто време одређени напони у штаповима DE и DC. 

За чвор С треба поставити једначину 

~ ~ -+ ... ... 
QCA + QCO+ QCE + QC8+ F"",O 

-+ ~ 

и из те једначине одредити алгебарске вредности сила QCE и QC8. 

Поступајуhи тако редом, можемо узастопце одредити напоне 

у свим осталим штаповима наше решетке. За олакшаље таквих 
узастопиих поступака могу се згодно повезати одговарајуhи, било 

рачуна било конструкције, у један систем (Кре.монuн План), који 

игра важну улогу у практичним примена ма статике. 

Решетка ће бити статички одређена, ако увек постоји могуЬ

ност одређиваља наПОhа у два наредна штапа из услова равнотеже 

одговарајуЬег чвора. Нећемо улазити у анализу те могуhности за 

различlftе р'!шетке. 

2. Кул.манова .метода. Према Кулмановој методи, :'\а одређи

ваље напона у штаповима решетке замишља се подела решетке на 

два или више делова помоЬу пресека а затим се сваки тај део 

сматра као засебно тело. Ако при томе пресек пресече више од 
три штапа са непознатим напонима, три услова за равнотежу издво

јеног дела решетке, на који дејствују још и друге, познате силе, 

дају могуЬност да се одреде алгебарске вредности сила у правцима 

пресечених штапова, а према томе и напони у штаповима. При томе, 

ако одређујемо те напоне рачунским путем, треба искористити две 
једначине за главни вектор и једну једначину за главни момент. 

Геометриску методу одређиваља напона наводимо засебно. 
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Ради примера, покажимо поступак за одређивање напона у шта

повима ОЕ, СЕ, СВ (сл. 14) који су пресечени замишљеном кривом а. 
Узмимо у обзир онај д~o решетке који се налази, рецимо, лево од 

-+ 
пресека а. На тај део дејствују ове спољашње силе: RA , која је 

-+ -+ -+ -+ 
већ позната, QDE, QCE и QCB а и дата сила F. Ако ортове штапова 

-+ -+ -+ 
означимо са иОЕ, иСЕ, иса, као услове за равнотежу можемо напи-

сати ове једначине 

-+ -+ -+ -+-+ 
RA+ Q['E иОЕ + QCE иСЕ+ QCB uCB+F =0, 

--+ -+ --+ -+ 
[СА, RA ] + QDE [СО, иОЕ]- О, 

при чему смо за моментну једначину узели пол у тачки с. Напи

сани систем једначина еквивалентан је само са три скаларне једна

чине, јер су у другој једначини оба векторска производа колинеарна. 

Те три скаларне једначине дају могућност одређивања алгебарских 

вредности QDE, QCE, Qca, а према томе и напона у штаповимз. 

Приметимо да се Кулманова метода углавном примењује у 

графичком облику који наво.lf.ИМО у наредном параграфу. 

3. Рuшерова .меШода. У Ритеровој методи исто тако се служимо 
пресеком и одвајањем једног дела решетке, али је ова метода 

карактеристична по томе што се примењују само моиентне једначине 

равнотеже. 

Покажиио да у случају равног система сила из три иоментне 

једначине у односу на три неколинеарна пола А, В, С 

п п п 

~ --+ -+ 
~ [AMj,Fj]=O, 

--+ -+ 
[ВМј , Fj ] - о, 

1=\ 

-+ 
где је Мј нападна тачка сваке поједине силе F;, следује једначина 

-+ 
F;=O. 

Заиста, ако ставимо 

--+ --+ --+ 
BM;=BA+AMi 

У другу од наведених једначина и узмемо у обзир прву једначину, 
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добиhемо 
--+ -+ 
(BA,FJ~O. 

Слично се изводе и још две једначине 

--+ -+ --+ -+ 
[СА, Р]=О [ВС, РЈ=О. 

-+ 
Како вектор F не може бити у исто време колинеаран са три 

-+ 
неколинеарна правца, закључујемо да је р=о. Ова особина момент-
них једначина је разлог што Ритерова метода искоришhава само 

моментне једначине, односно геометриске конструкције заснова

не на моментима. 

Тако у конкретном случају наше решетке можемо за проу

чавање равнотеже дела решетке лево од пресека а узети ова три 

пола: тачку С, за коју две непознате силе не дају моменте, затим 

ван нашег дела тачку Е, за коју исто тако две силе не дају 

моменте, и најзад неку трећу тачку, рецимо тачку А. У нашем 

специјалном случају је искључена тачка пресека правих DE и СВ, 
јер су оне паралелне. За изабране три тачке можемо написати 

ове три једначине: 
-~ .... ---+ -+ 
[СА, RAJ + QDE (CD, ищЈ = О, 

-~ -+ -~ -+ -~ -+ 
[ЕА, RAJ + [ЕС, Р] + QCB [ЕС, ИСВ] = о, 

-~ -+ -~ -+ --+ -+ 
QDE [Ай, UDE] + QCE [АЕ, иСЕ] + [АС, Р] = о. 

Пџшто су сви векторски производи колинеарни, нормални 

на раван решетке, имамо три скаларне једначине за одређивање 

три непознате величине Q DE, Qc В, QCE. 

§ 7 ·12. Графичка .метода у статици 

Наведимо пре свега геометриски поступак за сабирање две и 
више сила, које дејствују на чврсто тело, при чему се зауставимо 

само на случају сабирања сила у равни. На тај случај може бити 

сведен и случај сила у простору, ако употребимо две, у најпро
стијем случају ортогоналне равни, и проучавамо пројекције про
сторног система на те равни. Као помоhно средство ту може да 

послужи нацртна геометрија. 
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Као што је добро познато, за сабирање две силе у равни, 

чије се основе секу, служи основно векторско правило, правило 

йаралелогра.ма: паралелограм у тачки пресека основа и са странама 

од датих сила има дијагоналу једнаку збиру датих сила. Али две 

силе можемо сабрати и на други начин. Поступак тог другог саби

рања је основа графостатике, која се служи цртањем при реша

вањ у статичких проблема. 
Ц) 

Слика 16. 

Нека на чврсто тело Т (сл. 16,a) дејствују у равни слике 
--+ --+ 

две силе Рј и Р2 сматране као два вектора везана за своје основе. 
Ако те векторе сматрамо као слободне векторе, њихов збир, тј. 

главни вектор система, можемо одредити и на страни цртањем 

одговарајућег троугла сила. За то из произвољне тачке Ао (сл. 16,Ь) 
--~ -+ 

цртамо вектор Ао А I = Р1 У произвољној размери и затим на крај 
---+ --+ 

А 1 тог вектора надовезујемо вектор А 1 А2 = F 2 У истој размери. 
-- .... 

Вектор АоА2 , који спаја почетак прве силе са крајем друге одређује 
--+ .... .... .... 

у истој размерирезултанту Р, главни вектор датих сила, тј. F = Р1 +Р •. 
.... .... 

Али како су силе Р1 и Р2 вектори везани за своје основе, то 
и резултанта треба да буде вектор везан за праву. Према тоие 

--+ 
треба одредити за вектор F положај његове основе у равни тела. 
За то се служимо овим поступком. У равни троугла сила узмимо 
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неку тачку Р и из те тачке повуцимо дужи Р А о' Р А 1, Р А2 , које 

Ьемо звати зраци троугла, а у општем случају зраци iiолигона сила. 

-+ -+ 
Сваку силу Р1 и Fз можемо тада раставити у компоненте у 

правцима зракова са оДговарајуhим смеровима, наиме 

-+ ---+ --+ -+ --+ ---+ 
Р1 =Ао Р+РА 1 , РЈ = A 1P+PA t · 

-+ -+ 
То је разлагање вектора Р1 и Р2 као слободних вектора. За 

разлагање истих вектора као везаних вектора у равни тела посту

памо овако. Узмимо' у равни тела произвољну тачку 80 и из те 

тачке повуцимо праву VJ паралелну зраку АоР на слици троугла 
-+ 

сила, па из тачке 81' пресека праве V1 и основе вектора Р1 , 

повуцимо праву V2 паралелну зраку А 1 Р на слици троугла сила 
-+ 

до пресека у тачки 82 те праве и основе силе Р2 ; најзад из тачке 

82 повуцимо праву V. паралелну зраку А 2 Р. Полигон састављен 

од правих V1 , V2 , V., назива се верижни iiолиrон - то је полигон 

у равни тела. Покажимо сад важну особину верижног полигона: 

тачка 8, пресек крајњих страна верижног полигона, лежи на основи 
-+ -+ 

вектора Р као везаног вектора. Заиста, силу Р1 на слици тела са 

нападном тачком 81 можемо раставити у две компоненте са прав

цима VJ и V2 И са алгебарским веnичинама које показује троугао 
-+ --+ 

сила. Дуж праве V: компонента силе Р1 је вектор РА 1 са смером 
-+ 

од Р ка А 1 • Ако сад слично разлагање извршимо са силом Р2 код 

тачке 8:!., добиhемо исто тако једну компоненту у првацу V •• али 
са супротним смером од А 1 ка Р. Према томе две силе на правој 

V2 тела имају исти интензитет, али супротан смер; њихова резул
танта је нула. На тело дејствују само остале две силе са прав

цима правих V1 и V2 • Тачка 8 пресека њихових основа је тачка 
-+ 

основе вектора Р. Сама основа је паралелна правој Ао А 2 • 

Није тешко одредити са слике алгебарску вредност момента 
-+ 

силе F око неке произвољне тачке у равни тела. Алгебарска вред-
-+ 

ност М момента силе Р, Н8Пр., у односу на тачку N једнака је у 
датом случају позитивној вредности производа интензитета силе F. 
и растојаЊ8 h силе од тачке N (сл. 16, а), тј. 

M-P·h, 
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али растојање h је у:исто време и висина троугла BKL, где су К и L 
-+ 

тачке пресек а са V1 и Vs праве паралелне са F која пролази кроз тачку N. 
Основицу KL тог троугла означимо са d. Ту основицу можемо 

сматрати и као вектор са почетком на првој правој V1 и са крајем на 
-+ 

последњој Vз . у датом случају смер вектора d поклапа се са сме-
-+ 

ром силе Р. С друге стране, на слици троугла сила имамо троугао 

А о РА 2 сличан троуглу BKL, јер су им стране паралелне. Ако 

отстојање пола Р од Ао А 2 означи мо са р, из сличности наведених 
троуг лова има: 

F:p=d:h, 
одакле изводимо да је 

pd=Fh=M. 

Пошто је р стално за све положаје тачке N, можемо тврдити 
-+ 

да је момент пропорционалан отсечку праве паралелне са F кроз 

Слика 17 

тачку N између крајњих страна верижног полигона. При ТОМЕ' је 
-+ 

тај момент позитиван ако вектор d има исти смер са 
негативан ако су та два вектора супротног смера. 

имамо на слици за тачку N1 • 

-+ 
силом Р, а 

Тај случај 

Слична геометриска конструкција врши се и кад има више 
сила. Слике (сл. 17, а и Ь) У довољној мери објашњавају поступак 
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конструкције. На слици полигона сила имамо пет сила са резул

тантом и шест зракова. У равни тела имамо верижни полигон 
са шест страна, пет сила одређеног полажаја и нападну тачку 

резултанте. 

Полигон сила се назива затворен, ако се крај последње силе 

поклопи са почетком прве. Главни вектор система сила тада је 

једнак нули. 

Верижни Полигон, према Кулману, сматра се као затворен, 

ако су његова прва и последња страна колинеарне. Приметимо да 

се могу разликовати два могуЬа случаја затворености верижног 
полигона: затвореност йрве врсше са колинеарним странама и 

једнаким одговарајуhим зрацима на слици полигона сила. и затво· 

реност друге BpCi11e са колинеарним странама, али са различитим 

дужинама одговарајуhих зракова на слици полигона сила. У даљем 

излагању наводимо примере таквих верижних полигона. 

Према свима могуhим СЛУlJајевима можемо навести ову таблицу 

резултата графичког сабирања сила у равни. 

Полигон сила Верижни полигон Систем сила 

1. отворен отворен једна сила 
---!-----------------,-------

затворен (11 врсте) 11' једн~_сила 2. отворен 

3. затворен отворен спрег 
I 

затворен 
-з-а-т-во-р-е-Н-(-I-в-р-с··т--е-) ј-н-у-л-а-----

I 

у другом случају верижни полигон може бити затворен, 

али та затвореност може бити само II врсте. 

За 1. случај имали смо слике (сл. 16) и (сл. 17). Остале слу
чајеве објашњава слика (сл. 18, а, Ь, с) са разлиqитим положајем 

-+ -+ -+ 
последње силе Ро : положај Р2' одговара слуqају 2., положај Р5" 

-+ 
слуqају 3. и положај Р6111 СЛУlJај 4. 

Случај затворености полигона сила и верижног полигона служи 
као основа графичког проучавања равнотеже чврстог тела. При 
формулисању основног става графостатике да је за равнотежу чвр-
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стог тела неопходно и довољно да полигон сила и верижни полигон 

буду затворени, треба имати у виду да се овде подразумева затво-

-> 

t; 
с? 

с) 

~ 

V~ \16 

t r У, 
A~ 

\1'5 -Р, 
епика 18 

реност прве врсте. Ова примедба губи свој значај кад је унапре~ 
утврђено да је полигон сила затворен. 
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Не уnазеhи у врло важне и многобројне примене наведених 

графичких конструкција, које угnавном сачињавају Куnманову 

методу, наведимо још неке и са теориског гnедишта важне особине 

полигона сила и вери)Кног поnигона. 

§ 7· 121. Кул.анова права 

На слици поnигона сипа узмимо два пола Р и Р' (сл. 19, Ь) и 
-+ 

из сваког пола конструишимо зрак е за силу Р! тог полигона. У равни 

Ао 

а) 

Ь) 

р 

тела (сп. 19,0) из исте тачке В, 
конструишимо два вери)Кна, по

лигона: један са странама V1, 

V2 , ••• који одговара полу Р и 

други са странама V,', и V2', ••• 

који одговара попу Р'. Стране 

У1 и V1' секу се У тачки Во, а 

тачку пресека V2 и V2' озна

чимо са 82. Дока)Кимо сад ову 
особину изведене конструк

ције: Во 82 је параnеnна правој 

РР', која се назива Права Полова. 

Претпоставимо да права 

ВО 82 није параnелна са правом 
РР' и нека права кроз Во која 

је паралелна са правом РР' сече 

стране V2 и Vз' верижног поли

гона у тачкама К и L. Дока)Кимо 
сад да се тачке К и L покла
пају и према томе се поклапају 

са тачком 82. 
За доказ мо)Кемо искори

-+ 
СЈЈ. 19 стити особину момента силе Р1 

у односу на тачку ВО. Тај мо

мент треба да има исту вредност без обзира на то на које компо
-+ 

ненте је растављена сила F 1 У равни тела. Како при томе компоненте 
ДУ)Ј( V1 и V,' не дају моменте у односу на тачку Во, момент ком

--+ 
понеltте РА1 ду)к V2 треба да буде једнак моменту компоненте 
--+ 
Р'А1 ДУ)К V2'. Ако са h и h' означимо ду)Кине нормала спуштених 
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из тачке Во на стране верижних полигона Vs и V2' једнакост моме
ната се изражава једначином 

(1) 

међутим је 

h = ВОК • sin а, ћ' = BoL . sin а', 

где углови а и а', означени у равни тела, имају вредности једнаке 

вредностима углова означених на слици полигона сила због пара

лелности правих BoL и РР'. Једначину (1) можемо сад написати 

у облику 

(2) 

Према синусној теореми је 

PA 1:sina'=P'A 1:sina или PA\·sina.=P'A 1 ·sina'. 

те једначина (2) доводи до резултата 

ВоЛ' =BoL, 
који смо желели потврдити. 

Ако сад, узимајуhи тачку S2 за полазну тачку конструкције 
-+ 

два верижна полигона, за наредну силу Р2 , поново са половима Р 

и Р', конструишемо наредне стране Vз и Vs' тих полигона, тачка пре
сека Sa тих страна поново Ье бити на правој која пролази кроз тачку 
S2 и паралелна је са правом РР'. Она Ье бити према томе и на правој 
ВО S2. На тај начин све тачке S2' S8' . .. пресека одговарајуhих страна 
верижних полигона, конструисаних за два различита пола, припадају 

истој правој паралелној правој полова. Права Во S2 S., ... назива се 
Кул.м.анова Права. 

Наведимо још ову особину Кулманове праве и праве полова. 

Ако за Кулманову праву узмемо праву АВ кроз две тачке А и В 

на неком верижном полигону, сваки верижни полигон конструисан 

из А за произвољан пол на правој полова паралелној са АВ про

лазиhе кроз тачку В. Заиста, нека један верижни ПO.IIИГон са полом 

Р пролази кроз тачке А и В. Конструишимо тада из тачке А други 

верижни полигон са полом Р'. при чему је права рр' паралелна са 

правом АВ. Тада је Кулманова права за та два верижна полигова 

права АВ и њој припадају све тачке пресека одговарајуhих страна. 

Кроз тачку В, према томе, пролази одговарајућа страна и другог 
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верижног полигона, а то значи и сваког чији је пол на правој пара

лелној са АВ. 

Да покажемо значај Кулманове праве за конструкцнју верижних 

полигона решиhемо два основна теориска задатка. 

З а Д а т а к 1. - За датн систем сила у равни конструисати 

верижНи полигон који пролази кроз две дате тачке. 

Из дате тачке А (Ао) конструишимо за дати систем сила верижни 

полигон V1, V2, Vз , ... према полигону сила и Р А (сл. 20, а и Ь). 

А о -Е, V 
I 

Ь) 

а) 

Слика 20 

Ако је потребно конструисати други верижни полигон тако да он 

прође, сем тачке А, још и кроз таОЈКУ В на страни VЗ ' која 

одговара страни Vз првог полигона, можемо поступити овако. Пову
цимо произвољну праву кроз Р А И њој паралелну Кулманову праву 

кроз Ао. Узмимо затим тачку 88 пресека стране Va са том правом. 

Кроз тачку 88 и таОЈКУ В повуцимо праву која Ье одредити страну 
-+ 

V'a потребног другог полигона. Ако из краја А 2 силе Р2 повучемо 
зрак паралелан са V'з, он Ье сеhи праву полова у тачки Р АВ' Ако 

ту тачку узмемо за нови пол, он омогуЬава конструкцују траженог 

потпуног верижног полигон а који пролази кроз тачке А и В. 

З а Д а т а к III. Конструисати верижни полигон који пролази 
кроз три дате тачке А, В, С У равни система сила. 

Према претходном задатку можемо конструисати два верижна 

полигона: један са полом у тачки Р АВ који пролази кроз тачке 

А и В, и други са полом Р АС који пролази кроз тачке А и С. 

Ако сад кроз пол РАВ повучемо праву РАВ паралелну са АВ, 
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верижни полигон Ье за све полове на тој правој пролазити кроз 

тачке А и В. С друге стране, ако кроз пол Р АС повучемо праву 

РАС паралелну са АС, за све полове на тој правој верижни поли

гон Ье пролазити кроз тачке А и С. Ако за нов пол узмемо тачку 

пресека правих РАВ и РАС, тачку Р Аве, јасно је да Ье она бити 

пол полигона који пролази кроз тачке А, В, С. 

§ 7 . 2. Равнотежа паралелних сила 

у теорији везаних вектора проучили смо (§ 1.8, 111-1) систем 
паралелних везаних вектора. Та теорија се непосредно примењује 

и на систем паралелних сила које дејствују на чврсто тело. НеЬемо 

у детаљима развијати ту примену на случај равнотеже, и ако је 
баш случај паралелних сила најважнији у пракси, где паралелне 

силе теже играју основну улогу. Али желимо да се зауставимо 

на неким специјалним случајевима равнотеже чврстог тела под 

утицајем паралелних сила. 

Ако је систем паралелних вектора са одређеним нападним 

тачкама еквивалентан једном везаном вектору, онда, као што знамо, 

на основи тог вектора постоји нарочита тачка, центар паралелних 

вектора, односно центар сила. Тај центар се одређује за силе 
-+... -t 
Рј = Рј и, где је U орт сталног правца, а Рј алгебарска вредност 

силе у односу на тај орт, из једначине 

... -t 

Г С L Рј = L Гј Р; , 
1 1 

оо) оо) оо) 

где је Гј вектор положаја нападне тачке силе Рј и гс вектор поло-
жаја центра сила. 

у случају равнотеже таквог система сила обично можемо 

раздвојити систем на две групе паралелних сила - на активне 
-t -t 

силе Рј и на реакције Rj. Сваки од тих система нека се своди на 
-t -t 

један вектор: први систем на вектор Р, а други на R; тада у слу-
чају равнотеже имамо 

Та два вектора треба да имају и исту основу. При томе може 
бити два случаја: 1. центар активних сила не поклапа се са цен-
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тром реакција и 2. та два центра се поклапају. У првом случају, 
ако све силе промене свој правац али остану паралелне, нападне 

тачке резултаната активних сила и сила реакција биhе различите. 

Те две резултанте образоваhе спрег сила и неће се одржати у 

равнотежи. У другом случају те две силе са истом нападном 
тачком остају у равнотежи без обзира на промену правца свих 

сила. Таква врста равнотеже назива се аСillаilluчна равноillежа. 

Услови за астатичку равнотежу активних сила и сила реакција 

изражавају се не само тиме што је испуњен услов за главне век
торе, као слободне векторе, 

-+ -+ 
F+R=O, 

веП и у томе што је испуњен и моментни УСЛОВ 

-+ -+ -+ -+ 
L [Г;, Р; u]+ L [Гј, RJ u]~ О, 
i ј 

-+ 
и то за произвољну вредност вектора u. Да тај услов буде задо-
вољен, треба да алгебарске вредности активних сипа и сила реак

ција задовољавају овај геометриски услов астатичке равтотеже 

-+ -+ 
L Р; Гј +L Rj гЈ=О. 
i ј 

I 7 . З. Примена принципа могућих померања на чврсто тело. 
Примери равнотеже неслободног чврстог тела. 

Лагранжев принцип 

(§ 6.3; 11) УСЛОВОМ 
могуhих померања кратко се изражава 

-+ --+ 
(1) L (Ћ, ДSј) s О, 

i 

-+ --+ 
где су Р; активне силе и .1Sj могуЬа померања нападних тачака 

тих сила. За случај само задржавајуhих веза имамо знак једнакости. 

Елементарно померање сваке тачке чврстог тела можемо 

претставити изразом 

--+ --+ -+ -+ 
(2) дS'-дSА +(ЛW, р;Ј, 

--+ -+ 
где је: дsА елементарно померање тачке А изабране за пол, W 

одговарајућа угаона брзина и л - мала величина, тако да вектор 
-+ 

АОО претставља мало обртање око једне осе за мали угао, најзад 
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~ ~ 

р;, као увек, вектор положаја нападне тачке силе Р! У односу на 
тачку А. 

Ако написану вредност (2) ставимо у (1), можемо рачунати 

овако: 

-+ -~ -+ -.... ~ -+ ~ -+ --+ ~ -+ 
}: (Р;, Llsi ) =}: (Р;, .1sA )+}: (Е! [),.ш, р;])=(Р, '::\SA)+()"w, М(А», 
i i i 

где су 
.... ~ 

Р=}:Р" 
i 

Према томе Лагранжев принцип могуhих померања за чврсто 

тело можемо изразити овако: 

(3) 

--+ 
1. За слободно тело, то значи за произвољне векторе LlsA и 

~ 

),.Щ добивамо познате усло~е равнотеже за активне СИ,/Је: 

~ ~ 

Е=О, М(А)=О. 

Покажимо сад на примерима како се може искористити услов 

(3) за неслободно тело, али зауставимо се само на задржавајуhим 

везама. 

2. За пример тела са пет степена слободе узмимо слуqај кад 
се тело може слободно обртати око тачке А, која је приморана 

да се налази на једној површини. 

-+ ~ 

Ако са Т1 и Т2 означимо два орта тангената на дату површину 
--+ 

у тачки А, свако елементарно померање .1s А можемо раставити 

--+ ~ ~ 

.1s А =),.1 Т1 +),.2 Т2 , 

где су ),.1 и ),.2 две произвољне мале величине. Тада из (3) имамо 

~ 

Према томе, због произвољности скалара ),.1 и ),.2 И вектора лw, 

изводимо ове услове равнотеже тела: 
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Ако је, рецимо, тачка А приморана да се налази на поврwини 

'4ИIја је rједначина 

~ 

при чему је оса z вертикална наниже са ортом k, а тело је тешко 

масе m, услови 

~ ~ ~~ 

(Р, Т1) = тс (k, Тј.) = о, 
~ ~ ~~ 

(Р, ТЈ) = тс (k, ТЈ) = О 

захтевају да норма ла на поврwину буде вертикална, тј. за иза-

6рани систем координата 

.!L _ -~= о. 
дХА дУА 

Али сем тога је неопходно да силе теже не дају момента 

()ко тачке А. Како је у овом случају 

~ ~- ~ ~~ ~~ -t-t 

М(А) = L [рј , тј с] = L [тј рј , с/Ј == [трс, сј = [Рс, тс] = о, 
i i 

~ -+ ~ 

вектори рс=АС и С треба да буду колинеарни, тј. тежиште треба 
да се налази на вертикалној нормали на површину у тачки А. 

3. Ако је тачка А тела у претходном случају приморана да 
~ 

<:е~налази на једној кривој са ортом Т1 тангенте у тачки А, имамо 
за могупе померање те тачке 

--t ~ 

ДSА=Л1 Т1 • 

Према томе услов (3) даје 
-t~ -t -t 

Л1 (Р, Т1) + (М(А), ЛОО) = о, 

()дакле имамо 

~ 
М(А) = о. 

-t 
За тешко тело први услов захтева да тангента Т1 треба да 

буде хоризонтална, а други услов, као и у претходном случају, 
--t 

тражи да вектор АС буде вертикалан. 

Како у овом, тако и у претходном случају имамо астатичку 
равнотежу, ако је тачка, која је приморана да се налази на кривој 
односно на поврwини, тежиште тела. 

10 Дииамика чврстог тела 
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Ако је крива линија у односу на триједар са вертикалном z 
осом дата параметарским једначинама 

х=х (и), у = у (и), z=z(u), 

где је и параметар, тај параметар за положај е равнотеже, треба да 

задовољава услов 

dz 
- = z'(u) = О. 
du 

4. За случај тела са три степена слободе узмимо два примера. 

а. Р а в н о к р е т а њ е. Тада је 

-... ... ... ... ... 
LlSA =A1 Т1 + А2 T'I.' АШ = АШn, 

... ... ... 
где је п сталан орт управан на дату раван, а Т1 и Т2 два орта у 

тој равни. Из (3) изводимо три скаларна услова 

... ... 
(М(А), п) = О. 

Ако силе дејствују управно на раван, јасно је да се тело 

налази у равнотежи у сваком положају на тој равни. 

Ь. О б Р т а њ е о к о н е п о м и ч н е т а q к е. У овом слу

чају остаје само један векторски услов 

... 
М(А)= О. 

-... ... 
у случају тешког тела вектори АС и g треба да буду коли-

неарни. 

5. За тело са два степена слободе узмимо оно које се може 
обртати и клизати у односу на исту осу. Тада са тачком А на 

оси имамо 

... 
-... ...... ... 
LlsA = A1 Т, АШ= 1.2 Т, 

где је Т сталан орт означене осе. Услови равнотеже гласе 

... ... ... ... 
(Р, Т)=О, (М(А), Т)=О. 

За тешко тело први услов тражи да оса буде хоризонтална. 

а други да се тежиште тела налази у вертикалној равни која про

лази кроз дату осу. 
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6. Пример тела са једним степеном слободе је тело које се 

обрhе око једне осе. У том случају имамо само један услов 

равнотеже 

Силе које дејствују на тело не смеју да дају момент око 

осе обртања. 

За тешко тело оса обртања може имати произвољан положај, 

али тежиште мора да се налази у вертикалној равни која пролази 

кроз ту осу. 

И на овим примерима видимо да је број п услова, које треба 

да задовољавају активне силе које дејствују на тело, једнак броју 

степена слободе тела. Остали услови 6 - п, које можемо добити 
ако напишемо услове равнотеже тела са реакцијама, служе за 

одређивање реакција. 
у проучавање стабилности равнотеже чврстог тела неЬемо 

специјално улазити, јер је у § 8.4,11 било речи о стабилности 

ровнотеже материјалног система уопште, истина у елементарној 

краткој форми, али та иста елементарна теорија и за случај чврстог 

тела не уноси ништа нарочито новог сем детаља и конкретизације, 

који могу бити од интереса и практичне вредности. 



ГЛАВА ОСМА 

у дар чврстог тела 

§ 8 . 1. 5акон количине кретања и момента количина 
кретања при удару чврстог тела 

у §§ 10.2 и 10.3, 11 извели смо законе количине кретања и 

момента количина кретања у општем случају за материјални систем 

у случају удара. 

Први закон тврди да за целокупно време удара имамо једначину 

(1 )1 
-~ ... ... 

где су: К. и К" количине кретања система пре и после удара, ЈА ... 
главни импулс тренутних активних сила и JR исто за силе реакција; 
-+ 
Ј њихов збир. Тај закон се може изразити и овако: 

-... ....... ... 
(2) mAvc=m (VC2 - vco)= Ј, 

... .... 
где су: т маса система, Vc. и Vc 2 брзине центра маса система 

пре удара и после удара. 

Други закон се формули ше овако: 

....... .... .... .... .... : 
(3) А 1-/2 - 10 = S А + S R = S, 

:.... ... 
где су: ·10 и 12 моменти количина кретања система Iпре и после ... ... 
удара, а SA и SR главни моменти тренутних активних сила и сила 

.... 
реакција и S њихова резултанта. Сви моменти су узети у односу 
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на исти пол. При томе, како смо то раније приметили, закон 

момента важи у истој форми и за непокретни и за покретни пол, 

јер за време удара покретни пол се не премешта. 

у примени на чврсто тело наведена два закона се могу 
спецификовати. Пошто су за чврсто тело 

... .... 
К = gradv А Т, 1-grad(l) Т, 

имамо ове две једначиие: 
.... за УАар 

(4) А grad" А Т = (grad" А Т)2 - (grad" А 1)0 = ј, 
-. 

(5) А gradw Т -(grad(l) Т)2 - (grad(l) Т).::с s. 
Ако узмемо за тачку А центар маса, тачку С, а за осе главне 

централне осе инерције са триједром Cxyz и уведемо ознаке 

.... ... .... .... .... .... 
VC2 - VCo= Vc (VCx, V(y, VCt), W t - w.- w (р, q, г), 

претходне једначине доводе до ових скаларних једначина: 

(4*) mVcx-јх, mVCy-ју, mvcz=Jz, 
(5*) Ap=Sxj, Bq=Sy, Cr=Sz, 

где су А, В, С глаВНИ централни моменти инерције тела. 

Јасно је да оба наведена закона могу бити формулисани у 
дивекторском облику. Заиста, ако са 

......... 
A&k (К, l) 

означимо прираштај кинетичког дивектора за време удара, а са 
........ 

&Ј(ј, S) 

означимо импулсивни дивектор, оба закона се изражавају овом 

АИвекторском једначином 

§ 8 . 11. Специјални случајеви дејства тренутних сила 
на чврсто тело 

1. Слободно тело 

Ако је тело слободно, поново можемо написати 

..... ~ ........ 
mAvc = ј, t:./ = S 

......... ..... ..... 
са претпоставком да је ј=lА, S=SA. 
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Прва једначина једноставно одређује прираштај брзине центра 
-+ 

маса тела, ако је познат вектор }. 

За геометриско тумачење друге једначине конструишимо 

елипсоид инерције 

Ax2+By2+CZ2=k2, 

где је k"J. константа, и конструишимо TaHГ~HTHY раван на елипсоид 
-+ 

са нормалом правца вектор S. Тада није тешко доказати да је 
-+ 

вектор положаја тачке додира паралелан са угаоном брзином оо. 

Пошто смо сличну конструкцију имали у геометриској интерпре

тацији Ојлеровог случаја обртања чврстог тела око непомичне 

тачке, неЬемо овде изводити тај доказ. Приметимо да је за кон

станту е' са вредношhу 

k2 =S//A +Sy2/B +S/'/C 
-+ 

наведени вектор положаја тачке додира једнак прираштају W уга-

оне брзине. 

2. Т е л о с а ј е д н о м н е п о м и ч н о м та ч к о м 

Као што је познато (§ 1.4), ако за осе координата узмемо 

осе триједра A~q~, главне осе инерције за тачку А, жива сила се 

одређује из једначине 

V,,; VAq VA!; 

2 T=m(vA;2+VAq2+VAr,2)+2m р q г +1~A)pl+1~A)q.+J~A)r2, 

ес qc 'f,c 

-+ 
Према томе координате делимичних градијената за V А = О имају 

вредности 

m (q'f,c-rqc), m(r~c-p'f,c), m (pI\c-qес) 

ЛМ Р, 1<:' q, J~A) Г. 

Ако искористимо ове координате 3а једначине (4) и (5) прет
ходног параграфа и узмемо у обзир да су те координате лииеарне 

функције по р, q, г, можемо написати једначине удара овако: 

(1) т (q;c-гqс)=Л, m(r~c-p'f,c)=1q' m (pQc-Qес)=lr" 

(2) Ј(А) S 
q q= Aq. 

(А) S 
ЈЈ; Г= А!;' 
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.......... 
где су р, q, , координате прираштаја Ф=Ф2 - Шј угао не брзине 

за време удара. Импулс Ј (Л, Jq , J~) садржи импулс активних 
-+ -+-+ 

сила ЈА и импулс реакција Јя, а вектор SA је момент само актив-
них тренутних сила, јер тренутна реакција дејствује само у тачки 

А и не даје момент у односу на ту тачку. 

Одређивање кинематичког стања чврстог тела после удара и 

импулсивне реакције врши се на тај начин што, прво, из једна

чина (2), сходно претходном случају З8 слободно тело, одређујемо 
.... 

прираштај d) (р, q, ,) угаоне брзине, а затим се из једнаЧИ8а (1) 
одређује импулс силе реакције у тачки А према векторској јед-

начини 
.... -+ -+ .... 
Јя = -ЈА +m [ш, Рс], 

еквивалентној једначинама (1). 

3. Т е л о с а Д в е н е п о м н ч н е т а ч к е 

Нека су А и А' две непомичне тачке чврстог тела. Осу А!, 

триједра А~ч!, наперимо по правој АА'. Осу Ач узмимо У равни 
теда која пролази Кр03 осу АА' и центар маса теJl8, тачку С 

(сл. 21). 
Ако за овај случај искористимо живу силу И3 једначине 

VA~ VAq VA~ 

2T=m(VA~2+VAq2+VA~2)+2m р q , + 

~e че !,С 
+ Л р2 + Jq qt+ J~ ,2*2 ПIJ!; qr +2 П~~ 'р+2 П~qрq, 

r де су_ моменти и производи 

инерције израчунати за тачку А, 

координате делимичних гради

јената под условима 
-+' 
vA=O, p~q =0 

имају вредности 

-mЈЈс', ~CГ. о; П~г, Пq~ГЈЈr/. 

Тада једначине (4) и (5) 
претходног параграфа доводе 

.дО ових је,дН8'1ииа за одре-.. .. 
Ijивање прираштаја ш! - Ш1 = 
-+ 

A,..,.--____ l:.:..:> 

Слика 21 

{Ј) (р, q, ,) угаоне брзине тела и одговарајуhих тренутних реакција у 
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тачкама А и А': 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

-mqcr-=1A~+lR~ +Јя;', 

т ~c г= JAq +-lRq + JRq', 

0= lAf, + lRf, + lщ,'; 

П~f, r=SA~ -IЈRq', 

Пqf, r=SAq + 11я~', 

lf, Г= SAf,' 

где је 1= АА', а остале ознаке су јасне из претходне теорије. 

Одређивање непознатих врши се овим редом. Из (8) одређује 
се г. Из (7) и (6) одређују се lя~' и lRq', па се потом из (3) и (4) 

одређују Јя~ и JRq. Најзад из једначине (5) можемо одредити, али 
само у облику збира, lщ., + lя{ Задатак постаје потпуно одређен, 
ако, рецимо~ тачка А' не даје реакције у правцу праве АА'. 

И овде анализирајмо случај кад је оса АА', тако реhи, сло

бодна оса удара, тј. ако у тачкама А и А' не дејствују импулсивне ... ... 
реакције тј. lЯ~О, Јя'=О. 

Једначине (3) - (8) тада имају облик 

-mq(f-1A~' 

т ~cг= lАСЈ' 

0= lAf, ; 

П~f, f=S A~' 

Пqf, r=SAq, 

А f=S Af, 

и доводе до услова 

(9) 
JA~ lАЧ lAf, S A~ S AIj S Af, 

- mqc = т ~c = О = П~f, = ПQf, = lf, . 

Може се набројати више случајева кад су задовољени ови 

услови. На пр., ако је оса АА' главна централна оса инерције тела, 

а на тело дејствује само тренутни спрег са осом АА', реакције у 

тачкама А и А' биhе једнаке нули. 

Претпоставимо да на тело дејствује само једиа тренутна сила. 

Проучимо посебице услове кад дејство такве силе не изазива 

тренутне реакције у тачкама А и А'. 
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Како смо изабрали осе тако да је ~c= о, из (9) имамо: 

(1) lАч-1А'f, -о. 

Према томе импулс силе треба да буде паралелан са ~ осом. 

Означимо тачку пресека тог импулса са AI]!; равни са Г и коорди
нате те тачке са (о, IJr, Ьг). Тада имамо 

S А ~ = О, S АЧ = 1 A~ ЬГ' S АЬ = -1 А; I]r • 

Ако те вредности ставимо у једна чине (9), добиhемо вредност 

(10) П~r, ~ -~ т, ~; Ь; ~O, 

а остале услове у облику 

(11) 

Како је 

~ m; ~j=m~c=O, 

услов (1 О) можемо сменити условом 

(12) - ~ тј ~' (Ьс - ЬГ ) = О. 

Даље из (11) следује 

Како је 

закључујемо да је и 

(Ј3) 

ПЧЬ = - ~ тј 1]1 Ь, = - т I]c ЬГ . 

- ~ m; 1]1 ЬГ = - т I]c ЬГ , 

- L mll]i (ы� - ЬГ )=0. 

Из услова (12) и (13) следује да су 

(11) 

где је ГО пројекција тачке Г на осу АА'. То значи да за пол ГО 

оса АА' треба да буде главна оса инерције. 

Најзад из (1I) можемо написати 

(Ш) 

где је р крак инерције тела за осу АА', тј. lь =т р2. Овај последњи 

услов је сличан услову који смо поставили за конјуговане осе 

физичког клатна (§ 3.3). 



§ 8 - 2 Судар два тела 154 
---

Ако су испуњена три услова (1), (11) и (111), онда од у дара ... 
тренутне силе импулса Ј А (ј A~' о, О), чија права пролази кроз тачку 

r (О, 1)г, ~г), на осу АА' у тачкама А и А' неЬе дејствовати 

тре нутне реакције. ~ 

Тачка са r координатама 

~г =0, 
А р2 

ЧГ -..=-- ~ --, 

mСЈс СЈс 
назива се Центар удара. 

§ 8 . 2. Судар два тела 

Судар два или више тела претставља компликовану физичку 
појаву и проучавање те појаве стварно спада у теорију еластично

сти, јер при судару физичких тела основну улогу играју еластичне 

особине тих тела. Међутим при приближном и идеализованом по
сматрању те појаве може се створити о дејству еластичних сила 

таква хипотеза која поставља правила на основу којих можемо 

одредити главни вектор и главни момент оних еластичних сила' које 

дејствују на тело за време удара. Такав идеализован задатак судара 

тела спада у проучавања рацио

налне механике. У овом пара

графу решавамо тако постав

љени задатак судара два тела. 

Нека се у тачки D (сл. 22) 
сударају два тела маса т. и 

m2 са центрима маса С 1 И С 2' 

Нека у тачки О, постоји, рецимо, 

за прво тело, одређена тангент-
... 

на раван, и неко је порт уну-

трашње нормале површине пр

вог тела у тој тачки. 

Са претпоставком да ин- СЛИ". 22 
декс i узима вредност 1 за 

прво тело и 2 за друго тело уведимо ове ознаке: 

... 
Vi 

брзина тачке Сј при почетку судара, 

прираштај брзине тачке Сј за све време судара, 
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-+ -+ -+ 
Vj2 = v'o + Vj 

-+ 
WјО 

Судар два тела 

брзина тачке Сј на крају судара 

угаона брзина i' тог тела у почетку судара 

Calj прираштај угаоне брзине за све време судара, 

~ -+ ~ 

Wј2 = WјО + 001 угаона брзина на крају судара, 

-+ 

§ 8·2 

1/0 (/;01,1;'2,1;0.) момент количина кретања i' тог тела у односу на 
тачку Сј са координатама у односу на главне осе инерције i' тог 
тела и то за почетни тренутак судара, 

~ 

Iј (/11' lј2' Iјз ) одговарајуће величине за прираштај момента 

-+ 
lј2 (li21' lј22' 1;2В) одговарајуће величине момента на крају судара, 

~ 

Гј 

~ 

}; 

вектор положаја тачке D у односу на тачку Сј , 

импулс реакције у тачки D која дејствује на i' то тело, 

момент импулса реакције у тачки D у односу на 

тачку Сј , 

А;, В;, С; главни централни моменти инерције i' ог тела. 

Ако се зауставимо на случају судара без треlbа, импулси реак
-+ 

ција треба да буду у правцу нормале п и супротног смера једна 

према другој. Ставимо 

Како је 

имамо 

-+ ~ -+ -+-+ 
Sl=j[r1, п] Sa=-j[r2,n]. 

Помоhу наведених ознака можемо, прво, изразити закон при

раштаја количине кретања и закон прираштаја момента количина 

кретања Ја свако тело посебице: 

или 

(1) 

(2) 

-+-+ ~-+ 

тј V,=};, I,=S, 

-+ -+ -+ -+ 
тЈ v1 =}n. т! VJ = - Ј п, 
-+ -+-+ -+ -+~ 
IЈ=ј[г1 ,n}, 12--ј[г2,n]. 
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Помоhу написаних израза можемо потврдити да су прираштаји 

количине кретања и момента количина кретања за целокупни сис

тем од два тела једнаки нули. при чему главни момент треба 

израчунати за центар целокупог система. 

За прираwтај количине кретања непосредно имамо 

~ ~ ~ ~ 

т1 V1 + т. VII = Ј п - Ј п = О. 

Ако са С означимо центар маса целокупног система. имамо 

-~~~ -~~~ 

CCl~ГC-Г1J СС'l.=ГС-Г2· 

Према томе за прираштај момента изводимо 

~ ~~ ~ ~~~ ~ 

11 + [гс - Г1 • т 1 v1)+I.+[rc - Г2• т! V.]= 

~~ ~ ~~ ~~ ~ ~~ 

=ј[г1 • n]+ ј[ГС-Гl' n]-][rll • n]-][ГС-Г2'n]=0. 
~ ~ ~ ~ 

На тај начин. за одређивање четири вектора V1• V., 11' [2 И 

једног скалара Ј имамо четири векторске једначине (1) и (2). 

За добиван.е још једне, скаларне једначине, користимо Карноов 

резултат у облику (§ 10.4, 11): 

(3) 

где је Т. жива сила целокупног система у почетку судара, ТЈ -
исто после судара, 6 коефицијент успостављања (§ 12.3, 1), а Т18 
жива сила изгубљених брзина, тј. жива сила кад су брзине тачака 

смењене разликама брзина у почетку кретања и на крају првог 

акта судара. Према томе величина Т18 не може бити негативна. 

За израчунавање резлике ставимо 

2 

Т2 - ~O~ ] (Ti2 - Т;О)· 

После примене обрасца (1) § 1.6 израчуна вамо 
2 

1 ~ ~ ~ ~ ~ 
Т2 -ТО ="2 ~ [тј V,:2+(lЉ(Ј)i2)-т/Viоz -(liо,Wtо)]' 

1-1 

Ако извршимо све показане операције и искористимо једна

чине (1) и (2), добиhемо из (3) ову квадратну једначину по Ј: 

(4) a.r+2bJ+c~0, 
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где су 

Судар два тела 

~ ~ ~ 

2 Ь =(vIO - V.O• п) + /101 аl /А • + 1102 ~1/ ВI + 

+ 1108 Уl/ СI -1201 а./ А 2 - 1.02 f3J В.-/20• у 2/ Cz, 

c=(l-еZ) Т10, 

~ ~ 

§ 8·2 , 

При томе су а,. ~i УI координате вектора [Гј. п] у односу на главне 
осе инерције одговарајуЬег тела. 

Једначива (4) има корене 

(5) 
. ь 1 ,/ 

}= --±- уЬ2 - ас. 
а а 

За потпуно еластични судар је 6= 1, па према томе је с=о, 

а решење (5) узима облик 

1= _!. ±!.. 
. а а 

Како је Ј 1= О, закључујемо да је потребно задржати само знак 
минус и према томе дефинитивно имамо 

(6) 
ь 1 

Ј = - - - - v lJ2 - ас . 
а а 

Корен у претходном изразу треба да буде увек реалан, а 

то даје 
Ь2 ;> ас. 

Тај услов треба да важи за све могуЬе сударе, а то значи 

треба да важи и за највеЬу вредност десне стране. Како је а > О 
и не зависи од Ь, тј. од природе судара, треба ставити 

Ь2 =асmах • 

Пошто је С=Сmах за 8~0 и при томе тај максимум има вред
ност Т10 , закљ учујемо да је Сmах = lJ2/a = Т1 !)' Према томе у општем 
случају је с = (1 - 82) Т10 = (1- е2) Ь2/а, тј. 

ас=(1 - в2) 1J2. 
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На тај начин долазимо из (6) до ове дефинитивне вредности 
импулса 

}= - (1 +€) .!!.. . 
а 

Са том вредношhу импулса можемо према (1) и (2) израчу
нати прираштаје количина кретања и импулса количина кретања, 

а затим и кинематичко стање оба тела на крају судара. 

Зауставимо се на такозваном цеНlПралном судару, кад у почетку 
.... 

судара три тачке С1 , D, С2 леже на нормали са ортом п. Тада су 

1 
а = - (1/т 1 + 1/т2), 

2 
-+ -+ -+ 

2Ь = (V10 -V20 , п), 

1 т1 т2 .... .... .... 
с = - (v10 - V20 , п)2 (1-€2). 

2 тј + т2 

Импулс} узима вредност 

т т ............ 
}= -(1+8) 1 2 (V 10 -V20 , п). 

т1 + т2 

За потпуно еластичан централни судар имамо исте вредности 

за а и Ь, а с=О. Једначина (4) има један корен Ј=О, који је бес

предметан, а други је 

тт -+ -+-+ 
}= -2Ь/а= -2 1 2 (V 10 -V20 , п). 

тј + т2 

За проверавање резултата, у сваком конкретном задатку, од 

користи је и на дефинитивl'IОМ решењу проверити закон прира

штаја количине кретања и закон прираштаја момента количина 

за целокупни систем од два тела. Понекад примена само тих 

закона даје решење проблема о судару. 
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у свом курсу рационалне механике изнео сам у довољној 

мери садржај и методу рационалне механике као дедуктивне 

науке. Дедуктивно стварање савремене рационалне механике 

врwило се постепено. Дедуктивном формирању Је претходио чисто 

нидуктнвни период, период скупљања факата из природе. Тај 

чисто индуктивни период имао је своју врло дугу историју, а про

дуж у је се и данас. На исти начин као што паралелно са дедуктив

ном постоји и индуктивна, па и практична геометрија, тако данас 

паралелно са дедуктивном механиком постоји и физичка и прак

'Гична механика, која проучава конкретне физичке појаве меха

НJlqке природе и служи практичним циљевима. Физичка механика, 

с једне стране, искоришhује схеме рационалне механике, која је 

сад добила назив класuчне механпке, с друге стране даје потстрек 

увођељу нових теориеких ехема, које имају задатак да објасне и 
оне физичке појаве које се не могу протумачити непосредном 

применом ехема класичне механике. 

Из тога што је дедукти~на механика израсла на тлу факата 
и развитка индуктивне механике непосредно следује да у историј" 

целокупне механике пре свега треба говорити о индуктивној меха

ници, и то о њеном почетку од најдавнијих времена. Али то је 

једно специјално питање доисториеке културе, о којем немам 

могуhности овде да говорим. Треба поменути само онај период 

ИНЈ(уктивне механике који је непосредно претходио појави раци

оналне механике. Разуме ее да је немогуЬе 06јекmuвно тачно одре

дити моменат када се појавила рационална механика. За тај моме

нат Ьемо условно сматрати 1687 годину, годину изласка из штампе 
првог издаља Њутнових PhiJosophiae naturaJis рсјпсјрја mathematica, 
кратко Рriпсiрiа, карактерисан овом реченицом у предговору: 

Mechanicam уесо duplicem veteres сопstituеruпt: rationaJem, quae 
per demonstrationes acurate procedit, et practicam. Али разлог за 
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узимање тог момента није у томе што jt! Њутн назвао своју меха
нику рационалном, веЬ у томе што је Њутн заиста први у 

својим Рriпсiрiа формулисао и развио своју механику на бази 

сличној оној на којој је била развијена геометрија Еуклидових 

Елемената, који су и тада';fбили сматрани као узор дедуктивног 
излагања. 

Пређимо на кратак списак Њутнових претходника. 

Сматра се да је, у својим тумачењима различитих механич

ких изума, А р и:с т о т е л (384 - 322 пре и. е.) први споменуо 

I.L1JXOtVtXQ; 'ltpo~).~J.Lat'a. Према томе од Аристотела можемо у неку 

руку рачунати почетак индуктивне механи~е у облику свесног при

купљања механичких факата. 

даље троба навести велико име А р х и м е д а (287 - 212 
пре н. е.) као оснивача индуктивне статике са знатним применама 

теориских, углавном математичких расуђивања. 

Затим треба да прескочимо неколико столеhа ,и наведемо 

Г а л и л е о -Г а л и л е ј а (1564 - 1642), оснивача индуктивне дина

мике. Према томе је формулисање, чак и у индуктивном облику, 

неких динамичких п закона" заостало иза статике више од осамнаест 

столеhа. Улога Галилеја била је нарочито значај на у формирању 

новог научног гледања на свет. Од његових расправа два дела 

nDialogo" и "Discorsi" била су врло популарна; она су однела 

победу нових идеја над старим схолистичким. У n Discorsi" и 

п Scienza meccanica" Г алилеј је проучавао слободни пад тела, тео
рију простих машина, начела теорија еластичности и др. Биогра

фија Галилеја је врло поучна како са научног тако и са политич

ког г ледишта. 

За утврђивање нових научних позиција велику улогу је оди

грао Галилејев савременик, енглески научник Ф р а н с и с Б е к о н 

(1566 -1626) нарочито својим делом "Novum Organum scienciaram". 
Ради карактерисања његовог погледа на стварање науке, навешhу 

само једну реченицу која се у највеЬој мери односи на поделу меха

нике на индуктивну и дедуктивну. 

п Наш пут и наша метода... састоји се у овом: ми, као емпи

ричари, извлачимо не практично из практичног и експеримент из 

експеримента" веЬ узроке и аксиоме из практичног и експериме

ната, а из узрока и аксиома - поново практично и експерименте, 

као верне тумаче Природе". 
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Треба споменути и Д е к а р т а (1596 -1650), који је својим 
научним радовима много допринео формирању и механике у тачну 
математичку дедуктивну науку. 

Тако смо дошли до краја седамнаестог века. Исте 1687 године 
кад су била штампана Њутнова Рriпсiрiа француски математичар 

Рјепе Varignon (1654 -1722) штампао је .. Projet de lа nouvelle 
mecanique- где је поставио статику готово на савремену научну 

основу. Према томе, ако Њутна (1642-1727) сматрамо као првог 
оснивача рационалне механике, што се тиче статике део те заслуге 

треба да припадне Варињону. 

За разумевање даљег тока развитка рационалне механике 

треба навести две специфичне особине Њутнових Principia. 

Пре свега треба узети у обзир епоху у којој је живео и 

радио Њутн у Енглеској. То није била епоха материјалистичког 
посматрања на бази непоколебљиве логике. Научно проучавање 
ннје било још ни тако ИСКРИСТЗJIисано као што је било у време, 

рецимо, П л а т О н а и Е у к л и Д а у класичноЈ Грчкој ... Мистичка 
теорија богослова Ј а к о в а Б е м е, дискусије католичке и англи

каиске цркве, филолошка вежбања са покушај има да се све сведе 
на прајезик-јеврејски, којим су, изгледало је, говорили Адам и 

Ева, - ево, пише С. И. Вавилов, - неких тема из научног ства
ралаштва Кембриџа из доњутновог периода. Утицај ове богослов

ске атмосфере на Њутна до краја његовог ЖИВQта је несумњив. 

Најубедљивији доказ таквог свог духовног стања дао је сам Њутн 

у својим теолощким радовима и специјално у "Тумачењима Апо
калипсе", која је он написао под утицајем књиге научника Медеа 

"Кључ Апокалипсе", у којој је била констатована веза између 

божанског откровења и стварне историје. Према томе као прву 

особину Њутнових Principia можемо навести ово. Огромна, геJiИ
јална интуиција у његовој КЊИЗ,и написаној са толико математичке 

лог.ике ипак је била у некој мери помуЬена атftfосфером оног вре
)Јева. Тосе показује на више места. Еуклид ни на једном месту 

иQје употребио логичку, суштинску дилему. А код Њутна имамо 

.ахiоmаtз" - дедуктивне методе, или .. lеgеs" индуктивне. Тек 

после дугог времена у такозваном неоњутонијанству то је било 

рашчишhено. 

Као другу важну особину Principia треба споменути методу 
И3JIагања. Њутн је у облику теорије флуксија пронашао невероватно 
моhанматематичкн апарат баш за проучавање таквих питања као 

I Ј Двнамика чврстог тела 
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што су питања механике, а баш тај апарат не примењује у својим 

Prinipia, веЬ се у веhини случајева служи само сиttтети'1КОМ reoмe
тријом и алгебром. Оно што је било природно у Еуклидовом изла

гању оtиова геQметрије. иагледаЛQ је гломазно и непотребно при 

излагању дииамике после проналаска инфинитезимадног рачуна. Еу

клидовtf елементи. баш у Енглеској, понекад и данас служе као 

књига одабрана за школе, док Њутиове P(inipia, чак и спецкiаJlКСТИ 
узимају у pYl\e само када се баве i«:TQPtljOM мехаu.ике и математике. 
Књига није била популарна чак ии у Енглеској. Њутиове идеје су 
добиле своју праву научну вредност тек када су биле пренесене на 

континент, и то углавном заслугом Voltaire'a (1694-1178), који је 
написао специјалну расправу под насловом • Elements de 1а рЫ10-

sophie de Newton mis а Ја portee de tout le monde" (Amsterdam, 
1738) и који је препоручио маркизи Д и Ш а т л е (1703-.749) да 
она преведе Principia иа француски језик. Тај превод са примедбама 
К л е р о а штампан је 1159 године, десет година после смрти 

иаркизе. 

Наведимо још имена оних научника који су својнм радовима 

допринели напретку механике пре Њутна. То су: А р х и м е Д 

(287-212 пре н. е.) Л е о и а р Д О Д а В It Н Ч И (1452-1519), К о
пер ник (1413-1543), Галнлео Галилеји (1564-1642), 
Тихо Брахе (1564-1601), Кеплер (l&71-1~O), Торичели 
1608-47), П а с к а л (1623-62), Х а ј г е н с (1629-95). 

Са Њуитом је повезана делатност Г. Л а} 6 н и Ц а (1646-1716), 
чији је цео живот протекао за време ЊУ1'НОDОГ живота. С8има је 

поэнат спор између Њутна и Лајбница () приоритету пронэласка 

инфинитезималног рачуна. Тај спор се ПfЮдужио и после смрти 

проналазача. 

ПређИМО сад на преглед развИ1'К& раnИОНaJlне механике после 

смрти Њутна. Пред нама су два и по CТ()..Ifeba - осамнаесто, девет

наесто и мловина двадесетог. Пошто је изнети, у кратком прегледу, 

оотпунн развитак рационалне мехаИlfке З3 тако велики период, и то 

са тако плодним реэултатима, врло тешко, морамо се ограниqити 

само на приказ главних линија како Ра3витна садржа-ја те научие 

,ll.исциплине, тако и капредовања у начину излагања, при чему иу 

углавном узети у обзир онај део рационалне механике, који се 

односи на оно што сам предавао на универзитету, не y-зимаЈућн у 

обеир ни хкдромеханику, IUI механику иепрекидннх средина уопште. 

Пре cBera треба нагласити да је He~yћe roаоритit о ра:шктку 
ма и јto.IUЮ саeцraјал:и.е rpaнe културе, а А8 се при томе не освр-
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НОО И на општу нсториску платформу ТОГ времена. Ја иу ЧИТЮЦ8 

ПОТСfТИТИ само са неколико речи на главне моменте везане за 

осаинаести век. 

у Француској Луј XIV (1643-1715), па XV (1715-1774), XVJ 
(1774-1792). Почетак реВОJlуције 1789. Република 1793. Наполеон 
први конзул 1799. Културни покрет: Diderot (171 З-8"), Rousseau 
(1112-78), Vort8ire (1694-]778). Ово све карактерише епоху, која 
је у историји добро разрађена, а треба имати на уму н ОНО Ш'rа 
је било у то време у другим земљама. 

Сад можемо навести оне научнике који су се бавили механи
ком, а како је то у тесној вези, и математиком. 

Главна ЛИЧ110СТ осамнаестог века је несумњиtю ЈЈ е о н а р .. 
О ј л е р (1707-1783), који се родио почетком а умро крајем осам
наестог столеИа. Можда није било у историји наука уопште тако 

знаlJ8јне науцне појаве као што је појава Ој.лера. Она се јавља као 
резултат више компонената. Разуме се да је прва компонента гени

јВЛIIОСТ самог Ојлера. Друга кампонента била би стање науке у то 
време. Њутн и његови претходници постаоми су, с једне стране, 

главне основе механике, а с друге - Њутн и Лајбниц показали 

су нови математlot'lКИ апарат, инфннитезимални рачун. Природно је 
било применити тај апарат на ново формулисаrtе проблеме механике, 

па уопште и математике и физике. Ове улоге прихватио се са 

О.llушевљењем ОјлеР08 геније. Али постојала је још и трећа КОИПО
нента - то су услови у којима је Ојлер радио, нарочито у Русији. 
1723 године добtю је, у Базелу, степен магистра математике, -
имао је тада 16 Fодина; у 21 години био је позван у Руску ака

демију "Наука, где је ] 730 године, у 27 -ој години живота постао 

професор и академик. 1741 године позвао ra је Ф р и д р и х 

В е л и к и у Берлинску академију наука, где је био директор мате

матичког одељења, али Ј 766 Године он се поново враћа у Петроград и 
тамо је остао до смрти. Ојлеров положај у Русији био је изванредан; 
њему је била стзв.!Ыиа иа рок:положење група младих способних 

М81'ам&ТН'lара, који су разра1}ивали Ојлерове идеје, више пута пре

писивали његове рукописе, обављали разне рачуне и ВРШИJlИ 

KO~KTYPY· 

Нема ни једне <>6ласtи ни математике ни механике која ае 

би водила своје порекло од Ојлера, разуме се уколико ~ та 
<>бласт била актуелна у Ојлерово вреве. Ојлер вма огроман број 

радова, који још и до данас нису сви штампаии. У Iпdех'у љеr01!nl1X 
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радова штампаиом 1896 године било је иаведено 796 радова, од којих 
су 28 велики и износили су више књига. Од тих великих радова 

механици припадају ова класична дела: Mechanica sive motus scienti<l, 
analytice exposita, две књиге. Petropo1i 1736 г. Theoria motus cor
porum so1idorum 1765. 

у тесној вези са механиком је и његов рад о варијационом 

рачуну: Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprie. 
tate gaudentes 1744. 

Ојлер је био у осамнаестом веку главни носилац теориске 

механике и физике, али није једини. Било је и других великана. У 

те великане пре свега треба убројати Ј е а п L е r о п d d' А I е m· 
Ь е r t'a (1717-1783) са његовим Traite de dynamique, Paris, 1743; 
име d' Alembert'a је нарочито везано за његов принцип, који улази 

данас у сваки и најелементарнији уџбеник рационалне механике. 

Улога даламберова у Француској била је огромна. Заједно са 

О i d е r о t'OM он је руководио издавањем чувене француске енци

клопедије од 33 књиге (1751-80), у којој је написао увод, систе· 

матски преглед наука по Бекону и математичке чланке, који су и 

данас очували своју свежину. 

Истом столеhу припада и научна делатност чланова породице 

В е r п о u 11 ј. То је чувена породица која је дала читав низ про· 

фесора и научника не само у области математике и механике, веЬ 

и у областима других наука. Од математичара најславнији су били 

Ј а k о Ь (1654-1705), Ј о h а п п, Ј а k о Ь'ов брат (1667-1748) и 
О а п i е 1 (1700-1782), Ј о h а п п' ов син. Сви су се они бав.или сем 
математике и механиком и у великој мери користили тада нову 

методу инфинитезималног рачуна. Свега знамо седам В е r п о u 1 ) ј' а 
који су били научници: шесторица су били математичари и меха· 

иичари а један је био археолог. Чланови те породице били су 

професори математике не само у својој отаџбини Швајцарској, веЬ 

и у другим земљама - у Немачкој, Русији, Италији. 

у осамнаестом столеЬу теориска механика није била ни нај· 

мање одељена од математике: сви чувени математичари ТОГ времена 

бавили су се у исто време и теlf<ИМ проблемима механике. Нарочито 
~y били блиски односи између математике и небеске механике. 

О' А 1 е m Ь е r t се бавио теоријом месечева кретања, којим су се 

бавили у исто време Ојлер и Клеро. О' А 1 е m Ь е r t је разрадио 
теорију прецесије (поставио је период од 26 хиљада година) и 

нутације, појаве која је била уочена 1721 године. Он се бавио и 

питањем облика Земље. 
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у оно време Даламберов ривал у проучавању небеске 

механике био је изванредно талентован математичар Клеро. А' е х i s 
С 1 а u d е С 1 а i r а u t (1713-1765), син средњошколског профе

сора математике, претставља заиста једну реткост у врсти Ьото 

sарiепs'а. Већ у деветој години изучавао је курс више математике 

I'Н о s Р i t аl'а (1661-1704). У 13-0ј години пријавио је Француској 
академији рад: .0 четири врсте кривих линија које имају специ

јалне особине. У осамнаестој години постао је академик. 1743 г. 

изашло је његово класично дело: • Theorie de lа figure de lа terre 8 

а 1752 г. друго дело - • Theorie de lа luпе. Он је први поставио 

диференцијалне једначине проблема трију тела. Клеро се нарочито 

прославио својим истраживањем Н 8 11 е у-ове комете. Н 8] 1 е у је 
установио периодичност ове коме те са периодом од око 76 година. 
Требало је да се појави 1758 године; међутим није се појавила. 

Клеро је израqунао да, због Јупитера и Сатурна, период мора да 

буде дужи за једну годину и осам месеци и да се комета мора 
појавити 4. априла 1759 године. Клеро је погрешио само за 22 дана, 
тако да се комета појавила раније; њу је пронашао сељак П а л и ч 

у Саксонији. Ова победа тачне науке имала је огроман утицај на 
сузбијање различитих облика празноверја и на утврђивање мате
ријалистичког погледа на свет. Тим поводом је Волтер написао чак 
и стихове. 

Клерови прорачуни су у великој мери потврдили Њутнов 

систем, али ни сам Њутн и Ојлер нису били још потпуно сигурни 

да се само под утицајем утврђених сила гравитације све дешава у 

нашој васиони. Мислили су ипак да нека ванприрдна сила мора 

понекад да утиче да би довела у склад наш систем, јер би без те 

силе узајамни поремеhаји између планета извели наш сунчани сис
тем из стабилности. Решење питаља стабилности нашег система у 

својој првој, елементарној форми дао је чувени француски матема

тичар, меХ8ничар и астроном Р i е r r е S i m о п L 8 Р 1 а с е (1749-
1827). По својим првим радовима Лаплас припада дореволуционом 
периоду француске науке. Он је радио за време револуције и после 

револуције са Наполеоном, који је волео математику, поштовао 
Лапласа, поставио га је чак за министра, али га је брзо уклонио 
са тог положаја, јер је видео да Лаплас није за тај посао. Лаплас 

је врло много урадио како у области математике тако и механике. 

Он је био нарочити мајстор у примени нове гране инфинитезималног 
рачуна, теорије диференцијалних једначина. У томе је њогова ве
лика заслуга. 
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Са Лапласовим именом је везан принцип таквозваног • меха
JlИЧКОГ .Jlетерминиэма". Најбоље можемо окарактерисати тај прин
цип речима самог Лапласа: "Разумно створење, које би у сваком 
тренутку знало све силе,покретаче у приро.JlИ и имало потпуну 

слику стања, у коме се природа налази, могло би - ако би љегов 

разум био у стању да проучи ове податке, - изразити помоhу 

једне једине једнацине како кретаље највеhих тела васионе, тако 

и Кретање најмзњих атомз. Ништа зз њега не би остало непознато, 

и оно би мОГЈЈО обухватити једним погледом како будуhе тако и 
оно што је прошло". (Из .Essai philosophique sur les probabilites". 
Paris. 1814). 

у поцетку француске револуције (1789), Ојлер је био умро (1783), 
а Лагранж се вратио из Берлина у Париз и Париз је постао свет
ски центар развитка и манифестација математицке културе. делат

ношhу плејаде цувених француских математицара завршава се 

осамнаести век и поциње деветнаести, Тој плејади припадају: 

Laplace, Lagrange (1736-1813). Arago (1786-1853), Monge 
(1746-1818), Poisson (1781-1840), Poinsot (1777-1859), Роп
celet (1788-1867), Lacroix (1765-1843) и др. 

Нарочито важну улогу у механици одиграо је Лагранж сво

јом .Mecanique analytique" 1788 године. Назависно од нових резул
тата који су били објављену у овој књизи, она је постала класицна 

по оној методи на основу које је Лагранж развио своју целокупну 

механику. Он је нарочито нагласио да у том његовом делу нема 

никаквог геометриског елемента, ниједне слике. То није - каприс, 
веЬ је то свесно избегавање сваког интуитивног елемента, који је 

био толико компромитован после критицног прегледа претходних 

не СдМО механицких веЬ и математичких извођења, недовољно ло

гички образложених. 

Ако фиксирамо само најглавније моменте у историји механике 

дО XIX века могу се истаhи само ови мислиоци: А р х и м е д, 

Г а л и л е ј, Њ у т н, О ј л е р, Л а п л а с и Л а г р а н ж. 

у деветнаести век рационална механика је веЬ ступила са 

чврстом основом и сјајним резултатима. 

Сем разрађивања општих принципа и стварања што јасније 
опште концепције, рационална механика је поставила себи два 

основна задатка. 

Први задатак је уствари задатак небеске механике, а у фо

кусу тог задатка се налази проблем трију тела. То је област 



161 

небеске механике, као дела рационалне механике. Она је ст •• ма 
себи као задатак ШТО дубљу примеиу закона гравитације Pa»I 
објашњења свих небеских кретања. Она је чисто теориским путем 

пронзшла прво 1846 године једну нову планету Нептуна (Urbain 
Leverrier, 1811 - 1877), а затим, ако се пренесемо тим поводом у 

наше столеће, 1930 године и другу нову планету - Плуroна 
(Percival Lowell, 1855 -1916). Без обзира нз то што предвиђэlЬ3 

једне и друге нове планете нису била довољно тачна и изазивала 

;>аЗJIичита миmљања о заслугама Leverrier'a u Lowe1l'a, ипак је 

несумљиво да је рационална, дедуктивна механика доказала своју 

рационалност и у тој својој примени ПОklэалз велику сјзјну улогу. 

Теорија такозваних поремеhаја сва се заснива на бззи рационалне 

механике. 

На проблемима небеске механике се радило цело деветнцесто 

столеhе, па се ради и данас у двадесетом веку. Проблем трију 

тела не престаје да буде један од главнијих задатака ове механике 

и подврга!Ја се l\fатематиr~кој анализи са свих 1tfогуhих гледишт!!. 

Још је Лагранж пронашао два специјална случаја кад се решење 

'Гог проблема изводи у коначном, затвореном облику - то је слу

чај праволиниског кретања и случај кретања у облику равностра 

ног ТРОУГЈ:а. Опширни уџбеници рационйJIне механике (напр. 
Е. Т. Whittaker'a) посвећују посебне главе проблему трију тма. 

Обрађивање тог проблема увек је Давало потстрека новим општим 

проучавањима у области рационалне механике, нзрочито у области 

интегрисања диференцијалних је1lначина динамике. Интегрисање 

тих једначина је постало чак посебна грана у математици. 

у теорији тих једначииа у ХIХ столеhу треба нагласити ову 

уззстоПност. Пре свега се само постављање диференцијалних једна
чина све више и 8ише модификовало. Од прве ЊУТН08е форме 

можемо навести три главна правца, три главне • методе за састав
љање диференцијалних једначина механнчких проблема. Прва ме

тода је метода непосредне трансформације једни}! једначина у друге. 
Друга метода је me-rОДа таКОЗ8аних диференцијалних принцмпа. Ту 
спада d' А I а m Ь е r t'08 приtщип, L а g r э п g е'ев принцип, О а u s 8'08 
принцип (К. F. Oauss - 1777-1855) и др. Трећа метада ~ 1'Вко 
'звани интегрални принципи: М о п е р т и ј и ~ Л а г р а н Ж е в, Н а
milton'oB, Херцов ПРИИltип идр. [Morea'u de Maupertuis, 
16')8-]759; William Rawan Hamilton, 1805--1865; Heinrich 
Н е r t z, 1857-94]. Наведимо да је Херц, чувени пронзлззач елек

тричних таласа, написао књигу о принципима механике, у којој је 
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развио дедуктивну механику на другој основи, разлицитој од Њут

нове; такво излагање је добило и специјалан назив Херцове меха

нике. Херц је умро у 37 години свог живота. У предговору Хер
цове механике, која је била штампана после ауторове смрти, Н е [
т а п п V. Н е 1 т h о 1 t z (1821-1894), написао: ..... , er sei dem 
Neide der Gбttеr zum Opfer gefallen", тј. да је он пао као жртва 

зависти богова. 

Забележимо да формулисање различитих механицких принципа, 

диференцијалних и интегралних, није ишло тако једноставно како 

би се о томе могло мислити на основу излагања тих принципа у 

савременој литератури. Увек су се са тим принципима мешале неке 

опште идеје о законима природе, па цак и опште филозофске идеје 

цисто метафизицког карактера. Оно што ми данас сматрамо за 

теореме, за закљуцке, мешало се са принципима. Индуктивни, при

родни део механике, није се разликовао од логицког, дедуктив

ног дела. Теореме и принципи механике су без довољно обазривости 

и критике преношени у друге области, у физику, у хемију, у био
лошке науке; ако што није било добро, оптуживана је механика. 

Читав низ механицких појмова преносио се у друге дисциплине, 

напр. у политичку економију, где чак не и основни појмови нису 

добили тачан, строго ограничен садржај. Такав положај механике био 

је штетан пре свега по саму механику. Механицки детерминизам је 

умесан у цисто механичком проблему, али је опасан кад са таквом 

схемом зажелимо да решавамо све проблеме органског и неорганског 

света. Ј1апласов механицки детерминизам класицне механике искљу

цивао би схеме савремене некласицне механике. Метафизицки еле
мент у механици много је сметао нормалном, логицком развитку 

те дисциплине. Погледајмо шта је било у математици: Еуклид је 
написао своје Елементе без икакве везе са природним мерењима 

и као резултат његова геометрија је задржала своју истинитост .. 
више од хиљаду година. 

Различитим путевима, али у сваком случају у XIX веку, основи 
механике били су довољно рашчишhени и механичари са математи

чарима почели су концентрисати своје снаге на много тежем делу 

механике и математике, на интегрисању диференцијалних једнацина 

динамике. После релативно једноставних задатака, које је готово 
све решио још Ојлер, приступило се стварању различитих општи х 

теорија интегрисања. 

Пре свега сама механика има могуЬност да помогне математи

чару при интегрисању помоhу такозваних општих теорема механике 
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и закључака из ТИХ теорема, који под извесним условима доводе 

до непосредног писања интеграла проблема. Та страна интегрисања 

у данашње време готово је завршена. Интеграли количине кретања, 

момента количина кретања и живе силе могу се написати из чисто 

механичких посматраља. Теорија тих интеграла била је разрађена 

јоы код Лапласа у његовом капиталном делу од пет великих књига: 

Traite de mecanique celeste. Paris. 1843-1846. Ова теорија је била 
допуњена теоријом специјалних координата, рецимо, цикличних 

координата, чије увођење или олакmава интегрисање или чак непо

средно доводи до одговарајуhих интеграла. У том правцу интегри

сању су помогли радови еиглеских математичара. 

Затим се појавио нов задатак: искористити добијене интеграле 

и помоЬу њих снизити ред система диференцијалних једначина, при 

чему је пожељно да нов систем буде у што једноставнијем и по

годнијем облику. Такав погодан облик био је облик каноничних 

једначина, чију је главну теорију поставио Хамилтон. довођење 

новог система једначина на канонични облик, нарочито у пробле

мима небеске механике и специјално у проблему трију тела, био 

је једно време врло актуелан задатак, али у току времена се пока
зало, нарочито у небеској механици, да ово свођење не доводи 

до важних н практички употребљивих резултата. 

Тако се развијао такозвани формални период иитегрисања 
једначина динамике. Важно место у том периоду заузимају радови 

К. О. Ј. Ј а с о Ь ј'з (1804-1851), који је створио и нарочиту теорију 
решавања проблема механике помоЬу интегрисања парцијалне дифе

ренцијалне једнаqине. ОН је развио, у својим предавањима: "Vorle
sungen iiber Dynamik", која је штампао после ЈасоЫ'еЬе смрти 

математичар R. Р. А. С 1 е Ь s с h ()833 -1872) 1866 године, ту 

теорију и решио неке нове механичке и геометриске задатке који 

до тог времена нису били решени. Ј а с о Ь i је био професор Бер
линског универзитета и члан Берлинске академије наука. Постигао 

је велике резултате у теорији елиптичких функција, у теорији бро

јева, у теорији парцијалних диференцијалних једначина, а у вези 
са тим и у механици. 

Формалном теоријом интеграције днференцијалних једначина 

динамике бавио се још читав НИ1 математичара, али немамо могуЬ

н~Iи да набрајамо њихове резултате. 

у последњој четврти деветнаестог века појављују се и раз
вијају још два нова начина третирања диференцијалних једначина 

динамике нарочито небеске механике. 
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Један начин бно је интеграција једначина механике помоhу редова. 

Та метода постојала и раније (Ојлер, Лаплас и др.); но ту ЊИХ08Ј 

методу могли бисмо назвати наивном због тога што се није обраhала 
довољна пажња на конвергентност одговарајуhих редова, а нарочито 

на област конвергентности. Нарочито важне резултате у тој методи 

показао је Н е п r i Р о i п с а r е (1854-1912) и његова школа. Слу
жеhи се том методом, 1912 године фински математичар К. F. Sun
dman (1873-1949) дао је решење проблема трију тела, под извесним 
условима, помоhу редова у којима су КООРЈЈ.инате и време били 

развијени у редове помоhне променљиве. 

Изгубивши наду на решење проблема, рецимо, трију тела у 

коначном облику математичари-астрономи, да би имали могуhности 

да виде неке категорије решења тог проблема, приступили су 

Сизифовом послу - приближном· решавању тог проблема и цртању 
одговарајуhих породица трајекторија. 

Друга метода, којом се такође углавном исто тако бавио 
Н. Poincare, метода је одређивања трајекторија неког нарочитог, 

типа, иапр. периодичних или асимптотичних. Проучавање периодич

них решења постало је нарочита грана како небеске механике тако 

и других грана механике. 

у вези са овим питањем је и питање стабилности како трајек

торија одређеног типа, тако и уопште кретања односно равнотеже. 

Теорију стабилности разрађивали су прво енглески математичари 

W. Thomson, Р. О. Tait, Е. Ј. Routh, О. Н. Darwin, 
па затим Н. Р о i п с а r е и А. М. Л я п у н о в, који је нарочито 

дубоко ушао како у општу теорију стабилности система, тако и у 

стабилности нашег Сунчевог система, а при томе и у стабилност 

неких облика течних тела, која се обрhу око сталне осе у простору. 

Све је то врло тешка али врло важна проблематика која спада у 

рационалну механику и којом се много баве и сад. 

у двадесетом веку интерес за, тако реhи, квалитативна решења 

механичких питања у вези са радовима О. D. В i r k Ьо ff'a (1884-1944) 
прешао је и у Америку и тамо се сада развија. 

Тиме би могли да завршимо преглед оног материјала који је 

у вези са првим основним задатком рационалне механике, задатком 

о кретању три и више тела. 

Други важан задатак рационалне механике је проучавање 

кретања чврстог тела. Тај проблем се односи пре свега на кретања 

наше Земље, сматране у првом приближном посматрању као чврсто 

тело. 
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ОјЈЈер је први у већ споменутом капиталном делу • Tbeorfa 
motus corporum soIidorum (1765) развио до детаља кинематнку и 

динамику чврстог тма и саставио класичне диференцијалне једна

чине кретања тог тела. Интересантно је навести да су многа Ојле

рова проучавања, нарочито из области кинематике чврстог тела, 

била заборављена и тек данас, кад је тај одељак рационалне меха
.нике привукао на себе посебну пажњу, поново се вратило на 

Ојлерова проучавања. 

у току XIX века механика чврстог тела била је увек она 
област на којој су механичари непрекидно радили, како у теори

ском тако и у практичном смислу. 

Централно теориско питање које би одговарало проблему 

трију тела био је проблем обртања iIiеш/{ог чврстог тела око непо

мичне тачке. Била су пронађена три решења тог проблема у коначном 

облику за специјалне распореде маса чврстог тела, али за произ

вољне почетне услове. То су случајеви кретања: О ј л е р а - случај 

кретања по ине'рцији кад се центар маса поклапа са непомичном 

тачком, Лагранжа - симетрични гироскоп и С. В. Ковалевске 

- са нзрочитим обртним елипсоидом инерције и са специјалним 

положајем центра маса. Као што је теоремом Н. В r u п s'a завршена 
једна фаза покушаја да се нађе сем постојеhих још један алгебар

ски интеграл проблема трију тела, јер је Н. В r u п s доказао да 

таКаВ интеграл не постоји, тако исто је било доказано да сем на

ведена три случаја више нема случај ева кад би се могао наПИСати 
још један алгебарски интегрэл под условом ПРОИЗВОЈЬног почетног 

кинематичког стања, Према томе и за овај класични проблем меха

нике остају само путеве бесконачних процеса, приближних решења 

и квалитативних оцењивања. 

Механика чврстог тела има огромне примене. Понеке области 

тих примена постале су самосталне научне дисциплине. Такву улогу 

игра, напр. балистика. Лрактична важност ове дисциплине била је 

разлог што је та област разрађивана до таквих детаља и довела 

до таквих резултата који нису били уобичајени у другим дисци

ллинама; при томе су се ти резултати разраljивали до најt'.лемнетар

нијих облика (табулирање и др.) да би били приступачни свакоме 
артиљерцу. Балистика, спољашња и унутрашња, има и у своју по

себну историју. Данас се њен задатак проширује све више, јер се 

гађање врши не само са непокретног места, веЬ и са брода или аеро

ПЈЈана, што изазива нове проблеме, нарочито при великим брзинама. 
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Решење свих тих проблема захтева добро познавање и механике и 
и математике. 

Као основни елемент механика чврстог тела улази и у савре

мену геофизику, која проучава и сва отступања у понашању наше 

планете у поређењу са понашањем чврстог тела. Тај геофизички 

елемент опширно улази, па пример, у дело F. К I е i п'а (1849-1925) 
и А. S о m m е r f е 1 d'a (1864-1951) Ober die Theorie des Kreisels. 
Прво издање. Leipzig, 1910. 

Што се тиче многобројних и практичних примена механике 

чврстог тела - ни број им се не би могао лако одредити. Обична, 

железничка и свака кола уопште конструишу се у сагласности са 

механиком чврстог тела. И за сваки објект - бицикл, аутомобил, 

аероплан - постоји читав низ и теориских расправа; један део 

тих расправа припада историји механике, други пак чине савремену 

нову литературу. 

После историског прегледа материјала, садржаја рационалне 

механике, извршимо и кратак преглед оних метода које је кори

стила и користи рационална механика. 

Како смо навели, Њутново излагање је имало углавном гео

метриски карактер са учешhем алгебре тог времана и са врло 

незнатним извођењима функционалног карактера, а нарочито еле

мената инфинитезималног рачуна. Са Ојлером, Лагранжем и др. 

рационална механика постаје математичко-аналитичка дисциплина. 

Статика са одваја и иде сасвим другим путем, па издваја и свој 

нарочити метод - графичку статику. У рационалној механици 

аналитичка метода се одржава готово цело деветнаесто столеhе, и 

то као потпуни монополиста. 

Али средином XIX столеhа појављује се, углавном на геоме

триској основи, нова дисциплина, прво чисто геометриског карактера, 

- теорија вектора, за чије осниваче треба сматрати, с једне стране, 

Н. Grassmann'a (1809-1877), а са друге W. R. Hamlton'a 
(1805-1865). Први је дао својој теорији формално-геометриски 

карактер (Die Wissenschaft extensiven Gгбssеп oder die Ausdehnungs
lehre, Leipzig, 1844), други формално-алгебарски карактер у облику 
такозване теорије кватерниона (Lectures оп quaternions, 1853). 
Прво време теорија вектора било у једном било у другом облику 

- није била примљена као нов иатематички апарат. То се да 

објаснити тиме што су једна и друга теорија имале и сувише фор

малистички карактер. Тек кад је енглески физичар Ј. W. Gibbs 
(1839-1903) отстранио из те теорије све сувишно, дао јој једно-

I 
:1 I 
, I 
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става н облик и показао њену вредност у применама на геометрију. 

механику и физику. тек тада је векторски рачун добио законско 

право као један погодан математички апарат. У прво време је век

торски рачун улазио у механику врло лагано. Чак и они писци 
који су владали тим рачуном нису се усуђивали да пишу векторски. 

специјално уџбенике; говорили су: "НеЬе да читају". Тек после 

уџбеника самог Gibbs'a, па после радова Ј. М а х w е 11'8 (1831-
]879). О. Heaviside'a (HS50-1925), А. Fбрр1'а и других, па 

нових уџбеника R. Marcolongo (Meccanica Rаziопаlе, ]905), П. О. 
Сомова (Векторiалъный анализ и его приложенiя, ] 907) и читавог 
низа веЬ доста популарних књига посвеhених углавном векторском 

рачуну за физичаре, вектор је ушао као суверени господар у из

лагање рационалне механике, тако да су се појавиле чак и књиге 

које су веЬ у својим насловима наглашавале векторско излагање. 

Али у вези са проширењем области примене схема рационалне 
механике, са другом аксиоматиком, нарочитЬ у вези са теоријом 

релативности, појавили су се у тим областима нови математички апа

рати -- теНЗ0РСКИ и матрични рачун. НЬихове главне примене су 

ван области класичне рационалне механике; зато о тим рачунима 

нећу наводити историске податке, који су врло интересантни. Ипак 

треба навести да се прва, елементарна форма и тензорског и матричног. 

рачуна може применити како је то видео читалац ове и прет

ходних мојих књига, и у области елементарне класичне рационалне 

механике. 
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