UNIVERZITET U BEOGRADU

PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

MILUTIN DOSTANIC

. POTPUNOST, MINIMALNOST I BAZISNOST

SVOJSTVENIH FUNKCIJA
PRAMENOVA DIFERENCIJALNIH OPERATORA

-~ doktorska disertacija -

y

N A A A ML) L
s N R R 6
T T Y R L :

a3 =i £ 1 ?] L .L'.u._,..»u.:l

coop: Dotk AS(]r
naTy“;_______"AQ' ,{%

BEOGRAD
1984.



UVOD + &« ® 8 & & e ® » s = 2 & & & = & & & =

I NEKXKE CINJENICE TEORIJE ANALITICKIH FUNKCIJA

31, Cele funkcije . . ¢« ¢« ¢« « « o o« o o . .

52. Neka svoijstva konformnih preslikavanja 1
teorema Margeljana . . « « «+ « + +» o -

II NEKI REZULTATI TEORIJE NESAMOKONJUGOVANIH OPERATORA

51. Svojstvene vrednosti i svojstvene funkcije

(vektori) granidnih zadataka (pramenova operatora) .

2. Kvadratni pramen . . . + + & « « =+ « =« o =

§3. Teorema Barri . « « o« « « o o o o o =+ «

III ISPITIVANJE SVOJSTAVA POTPUNOSTI, MINIMALNOSTI I
BAZISNOSTI NEKIH SISTEMA FUNKCIJA ANALITICKIM

METODOM . & « o« &« « o o o o a s o & » s = =

51. Uop3tenje nekih teorema M.G. Gasimova .

§2°. Po dvostrukoj potpunosti i minimalnosti nékih

sistema funkcija . . . . . . . . .
§3. Jedan uslov da sistem (e **n*gin Anx
. . n=1]
: nlje baza u L2 (Or TT) » - » - - - » - -

54. O zbirljivosti Furijeovog reda nekih funkcija

ilnx1m

Jn=l |1 LZ(""TT,TT) . -

pO sistemu{e

5. O potpunosti dela sistema svojstvenih funkcija

jednog granic¢nog zadatka . . . . .

IV ISPITIVANJE SVOJSTAVA SVOJSTVENIH ELEMENATA

NEKIH OPERATORA ANALITICKO FUNKCIONALNOM METODOM

51. O bazisnosti Risa sistema svojstvenih funkcija

jednog granicnog zadatka . . . .

52. O dvostruko] potpunosti sistema svojstvenih
i prisajedinjenih funkcija jednog granicnog
zadatka . . . . i e e e s e e e e e e e

53. O pitanju zbirljivosti po Abelu redova Furije

=Qnx

nekih funkcija po sistemu { e sinnx }

= |
54. Neki nereSeni zadaci . . +« + « ¢ « o o

LITERATURA

15

17

17
20
23

26

26

41

4 4

60

60

Al

76
80



Uuvopb

runkcionalna analiza je poslednjih decenija dozZivela
veoma buran razvoj, tako da su njene metode poCele da se prime-
njuju u skoro svim oblastima matematike. Ali u okviru funkcio-
nalne analize ima nekoliko pravaca koji u znacCajnom stepenu defi-
ni%u njen predmet. Jedan od tih krupnih pravaca je teorija line-
arnih operatora, specijalno spektralna teorija linearnih operato-
ra. Praktiéno najvazZniji delovi te teorije dugo vremena su bili
rezultati D. Hilberta i F. Risa, koji su se odnosili na integral-
ne jednacine tipé Fredholma. Bila su izucena svojstva kompaktnih
operatora i za njih dokazana spektralna razlaganja. Kasnije su

dokazane spektralne teoreme koje se odnose na proizvoljne ograni-

dene ili neogranicene samokonj. operatore na Hilbertovom prostoru.

Tako se naporom niza matematicara spektralna teorija
samokonjugovanih operatora veoma razvila.

Za razliku od spektralne teorije samokonjugovanih ope-
ratora, koja je bila razvijena i u kojoj su, kao sto je receno
ved, pronadijena spektralna razlaganja, teorij:«r nesamokonjugovanih
operatora je bila veoma nerazvijena. U njoj nije bilo nikakvin
spektralnih razlaganja niti kakvih krupnijih rezultata.

Poletkom Sezdesetih godina napravljen je prvi velikil
korak u apstraktnoj teoriji nesamokonjugcvanih operatora. Godine
1951. u DANSSSR pojavio se rad [}5] M.V. Keldisa, u kome je on
formulisao (a 1971. geod. u radu [ﬁéj dao dokaze) teoreme o potpu-
nosti svojstvenih i prisajedinjenih vektora i teoreme o asimptots-
kim svcjstvima svojstvenih vrednosti za Siroku klasu polinomijal-
nih pramenova nesamokonjugovanih operatora.

Potreba za izucdavanjem takvih pramenova ukazala se kod
razmatranja nekih pitanja gasne dinamike, koja se svode na parci-
Jalne diferencijalne jednacdine koje ne Cuvaju svoj tip u razmatra-
noj oblasti i na njencj granici.

Ovaj rad M.V. Keldisa stimulisao je mnoge matematicare

da se bave sli&nim problemima. Tih godina M.S. Livisic i grupa
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njegovih saradnika dolazi do novih rezultata u teoriji nesamoko-
njugovanih operatora. Tom prilikom je dokazana teorema O potpu-
nosti sistema radikalnih vektora disipativnih operatora sa nuk-
learncm imaginarnom komponentom. Problemima potpunosti sistema
radikalnih vektora nekih klasa operatora bavili su se M.G. Krejn,
v.1. Macaev, A.S. Markus, v.B. Lidskij i drugi. Njihovi osnovni
rezultati do polovine sedandesetih godina u3li su u monografiju
Ef} 1.C. Gonberga i M.G. Krejna.

Godine 1962. pojavio se vazan rad [?{1 V.B. Lidskog
posveden pitanjima zbirljivosti redova po radikalnim vektorima ne-
samokonjugovanih kompaktnih operatora. Dokaz osnovne tegreme zas-
novan je na sloZenom ispitivanju rasta rezolvente operatora.

Rad Lidskog je inspirisao A.G. KostjucCenka 1 G.V. Rad-
znevskog da ustanove teoreme koje se odnose na zbirljivost po
Abelu n-tostrukih razlaganja.

Godine 1978. A.G. Kostjudenko i A.A. Skalikov [19] su
dokazali teoreme koje se odnose na zbirljivost razvoja po svojst-
venim funkcijama nekih klasa diferencijalnih operatora i operato-
ra konvolucije. Razmatranja tih pitanja i u apstraktnom slucaju i
kada se radi o diferencijalnim operatorima, u osnovi pocCiva na
sloZenom ispitivanju rasta rezolvente odnosno funkcije Grina.

Ali pri proudavanju nekih sistema funkcija nemamo na
raspolaganju rezolventu i odgovoriti na pitanje zbirljivosti, pot-
punosti, bazisnosti je veoma tesSko cak 1 u 'slu¢aju najprostijih
sistema.

Posle pojave rada M.V. Keldisa, 1951. godine, M.G. Krejn
i G.K. Langer pristupaju prouavanju kvadratnih operatornih prame-
nova, tj. operatora oblika L(A) = I + 2Z)F + A2C (A spektralni pa-
rametar). Za operator F se pretpostavlja da je samokonjugovan 1
ogranifen a operator C je kompaktan i pozitivan. Onl utvrdjuju eg-

zistenciju operatornog korena Z koji ima odredjena svojstva 1 za-

dovoljava uslov
72 + 2FZ + C = 0

Pri proudavanju kvadratnih pramenova gornjeg oblika oni
su se sluzili Cinjenicama teorije operatora u prostorima sa inde-
finitnom metrikom. OQvakav pristup problematici bio je principijel-
no nov i sa rezultatima M.V. KeldiZa &ini osnovu pri proucavanju

polinomijalnih pramenova. Osnovna tvrdjenja koja su u vezl s tim
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nalaze se u raau L?il'
rezultati Krejna i Langera omoguéili su da se ustanovi

potpunost dela sistema svojstvenih 1 prisajedinjenih vektora kvad-

ratnog pramena.

M.B. OrazovVv [17:[ -
ovakvim pitanjima bavili su se i bave se uglavnom mate-

Njihove rezultate su prosirill A.G. Kostjucenko 1

matidari u SSSR.
Sa razvojem teorije nesamokonjugovanih operatora, doslo

je do sve veceg korisdenja aparata teorije analitickih funkcija.

Mnoga tvrdjenja teorije funkcija su dobijena bas prilikom izucava-
nja samilh operatora. U dana3nije vreme, metode teorije funkcija su
postale osnovni aparat pri proufavanju spektralnih svojstava nesa-

mokonjugovanih operatora.
Diferencijalni operator generisan diferencijalnim 1zra-

zom
1(v) = y(n)+ pltx,l)y(n_”+...+ pn(x,l)y, Jgx g1
a granilnim uslovima
n-1
u.{y) = } l(a, y(k)(O) + B, y(k)(l)) L iE L;2«m. M
I el i k i k

zvademo diferencijalnim pramenom. Ukoliko koeficijentl aejp 1 Bjk
zavise od parametra A imademo na raspolaganju jedan granic¢ni za-
datak. y

Mi demo povremeno raditi sa pramenovima gornjeg oblika
gde je p,(x,x) = ayrV.

pramenovi diferencijalnih operatora dovode nas do potre-
be ispitivanja svojstava raznih sistema analitickih funkcija (u
smislu potpunosti, miniralnosti i bazisnosti) u raznim prostorima.
To je ozbiljan zadatak, ali u mnogim sludajevima on se uspesno re-
Sava metodama slidnim metodu Keldisa. Pri tome se bitno koriste
analiticka svojstva funkcije Grina.

Ali problem ispitivanja potpunosti, minimalnosti, a po-
gotovu bazisnosti nekih sistema Cisto analitickim aparatom tezak
je. Metode za to nisu razvijene, ali postoje neki parcijalni re-

zultati :3%1, koji se mogu lepo primenjivati u nekim prilikama.

Osnovna tedkoda u radu sa nekim op$tim sistemima koJi
ne poti&u od nekog unapred zadanog diferencijalnog pramena (111

granitnog zadatka) se sastoji u Cinjenici da nam na raspolaganju
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ne stoji funkcija Grina 1 moguénost njene ocene.

Ova disertacija je posvecena proufavanju nekih sistema
koji su uopitenja sistema svojstvenih funkcija pramenova diferen-
cijalnih operatora sa stanovista potpunosti 1 minimalnosti. Tako-
dje ce biti proudavani sistemi svojstvenih funkcija nekih konkret-
nih graniénih zadataka. Metode koje de biti koriscene su analitic-
ko funkcionalne prirode.

Disertacija je podeljena u Cetiri poglavlja.

U prva dva poglavlja navode se poznata tvrdjenja 1z teo-
rije analitidkih funkcija i funkcionalne analize koja su prilago-
djena potrebama trece i Cetvrte glave. Tvrdjenja su skoro po pra-
vilu navodjena béz dokaza.

Teoreme i razni pojmovi koji se odnose na teoriju anali-
r1%kih funkcija uzimani su iz knjiga [5], [12], [24], [25], 28],
[33] i [34].

Pri pisanju druge glave koja se odnosi na teoriju nesamo-
konjugovanih operatora kori¥dene su knjige [1], [2], [3], [71, [8],
r21], [22] kao i radovi [15], [ie] i [17].

Rezultati disertacije nalaze se u tredoj i Cetvrtoj glavi.

Treda glava ima 5 paragrafa.

U §1 bide dokazane teoreme koje predstavljaju uopsStenja
teoreme M.G. Gasimova o n-tostrukoj potpunosti nekih sistema funk-
cija u prostoru L, (0,1). Tvrdjenja se rlokazuju Cisto analitickim
sredstvima. Navedena je primena tih rezultata na neke diferencijal-
ne pramenove.

U §2 bife razmatrani sistemi oblika { ¢ (x,r )}

n=|
$(x,\) = a,edw(+ b;er?®2 ixp su nule cele funkcije G(A) = ae*w 1+ berw:

, gde Jje

7Za takav sistem, moZe se primetiti da se ne moZe primeni-
ti metod M.G. Gasimova iz rada [}1 niti metod koiji je posluzio za
wopsStenje teoreme Gasimova.

S druge strane taj sistem predstavlja uopStenje sistema

svojstvenih funkcija pramena

y" + aixy’ + Ay = 0

v(0) = y(n) = 0O R BT

koji se pojavio pri izu&avanju nekih pitanja hidrodinamike.
Za taj sistem ustanovljena je, pod nekim uslovima, dvo-

struka potpunost i minimalnost u prostoru L;{(0,1).
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g 53 dokazana je teorema koja daje jedan dovoljan us-

"Gs\nx : oa
lov da sistem { e 51n1n3}n=1

G §4 biée dokazana teorema koja se odnosi na problem

nije baza prostora L, (0,w).

zbirljivosti poO Abelu reda Furiije nekih funkcija po sistemu

{Eilnx}'] _ pokaz je &isto analiticki.

rem

Bide ispitivana svojstva bazisnosti (na kompaktima) sre-
dina Risa za sisteﬂl{ell”x};ir Pri tom e bitno biti iskorisScen

rezultat V.A. Iljina koji se odnosi na ispitivanje svojstva bazis-
nosti sredina Risa spektralnih razlaganja dif. operatora.

Na kraju u §5 bicde dokazana teorema o potpunosti sistema

(eu(”+a)“sin(n+a)Xh;;] (--%< a{-%) u prostoru L, (0,m). To pred-

stavlja uopstenje rezultata B. Levina[?il iz 1971, godine.
Cetvrta glava ima Cetiri paragrafa.
U §1 se razmatra pitanje bazisnosti po Risu sistema

svojstvenih funkcija graniénog zadatka

y" + 2%y + ¢(y) = 0
y(0) = y(r}) = 0,

gde je ¢ ograniéeni linearni funkcional na L, (0,w).
Dokazano je da ako funkcional ¢ zadovoljava neke uslove
tada se “"skoro" samo od sistema svojstvenih funkcija, gornjeg za-

datka, koje odgovaraju realnim svojstvenim vrednostima, moZe sas-
?' '

taviti Risova baza.

U §2 se dokazuje dvostruka potpunost sistema svojstvenih
1 prisajedinjenih vektora jednog kvadratnog pramena (koji je dosta

izuéavan}) koji je "poremeden' linearnim funkcionalom f&(x)dx.
0
U 83 dckazademo zbirljivost po Abelu (odredjencog poretka)
~NX @
sin nxhhﬂ
Pri tome ¢e bitno biti iskoriscene teoreme M.G. Krejna, G.K. Lange-

ra E211 i v.B. Lidskog [26].

Na kraju, u §4 navedeno je pet zadataka koji nisu reseni,

reda Furje nekih funkcija iz L, (0,7) po sistemu {e

Za neke od njih se pretpostavlija da bi prethodno trebalo formuli-
sati i dokazati neke teoreme jedinosti (novog tipa) analitickih
funkcija, pa ih iskoristiti u teoriji operatora (A.G. Kostjucenko}.

Sva tvrdjenja u disertaciji koja nisu snabdevena oznakom

za literaturu smatram svojim.

Rezultati disertacije predati su u Stampu u okviru rado-



va (91, (1ol & [aif.

Na kraju, Zeleo bih da se na ovom mestu zahvalim profe-
coru Moskovskog Univerziteta, doktoru A.G. Kostjucenku, za postav-

ky zadataka 1 stalni interes za mo]j rad, za vreme mog boravka u

MoskVvi.
Takodje, dugujem veliku zanvalnost dr Branislavu Mirko-

vide, koji je dao korisne sugestije i doprineo da disertacija bu-

de preciznije 1 jasnije napisana.



GLAVA 1

NEKE CINJENICE TEORIJE ANALITICKIH FUNKCIJA

51. Cele funkcije

U ovom paragrafu bide navedene osnovne cinjenice teorije
celih funkcija koje su neophodne za dalji rad.

Funkcija f(z) analiticka u celo] kompleksnoj ravni nazi-
va se celom funkcijom. Radijus konvergencije njenog stepenog reda
je =. Klasa celih funkcija raspolaZe svojstvima koja su najvise
bliska svojstvima polinoma. Za polinome znamo prostu teoremu je-
dinstvenosti: ako polinom stepena n ima vise od n nula, to je on
identidki jednak nuli. Analogno tvrdjenje vazi i za cele funkcije:
cela funkcija kojoj su nule rasporedjene "vrlo gusto" i koja ne
raste "veoma brzo" identicki je jednaka nuli [?51. Razne teoreme
toga tipa nalaze primene u teoriji diferencijalnih operatora.

Prilikom proudavanja celih ipnkcija ukazuje se potreba

njihove klasifikacije prema brzini rasta njihovog modula.

Neka je f(z) neka cela funkcija. Oznacimo sa

max|f(z)].

H

M(r)

lzl =r

Poznato je da moduo analiticke funkcije ne moze dostici

svoj maksimum unutar kruga. Prema tome funkcija M(r) je rastuca.

Def. 1.1. Poretkom cele funkcije f(z) naziva se
h ) B -i——' lnlnM(r)
roj p = lim o ‘
X o

Ta®niju karakteristiku rasta funkcije datog poretka daje

tip funkcije.

Def. 1.2. Tipom ¢ cele funkcije £(z) poretka p naziva se

broj g = lim EM(I}




1z definicije 1.1. sledi da 3Jje

— o+
erﬂ < M(y) ¢ er” ~

a nejednakcst ispunjena za svako r koje je dovoljno

(¢ proizvoljan poz. broj)

pri <emu desn

veliko, Aa lev

vergira Ka +=
1z definicije 1.2. sledi da jJe

a nejednakost je ispunjena za neki niz { rn} koji kon-

(a=e)rb M(r)< e(a+e)rﬂ (¢ je proizvoljan poz. broj)
pri ¢emu je desna nejednakost ispunjena za svako r koje je dovolj-
ano veliko, a leva nejednakost Je ispunjena za neki niz { rn!} vred-
nosti r, koji konvergira +=.

Ako je o = 0, kaZe se da funkcija £(z) ima minimalni tip
a ako je o = «» maksimalni.

Funkcije prvog poretka i normalnog tipa (tj. O<o<») na-

zivaju se funkcije eksponencijalnog tipa.

7a karakterizaciju zavisnosti rasta funkcije konacnog
poretka p, analiticke unutar ugla 8 ¢ argz < 9, od pravca po
kojem tadka z teZi beskonacnosti Fragmen i Lindelef su uveli funk-

ciju

ST 16
h(g) = lim l'il—i;r% ) (6, & 6 82)

X

koju nazivaju indikatorom funkcije £(z).

MoZe se dokazati da je tip c funkcije f£(z) jednak

max h{6)
Q{ﬁ{Zﬂ

Prilikom razmatranja pitanja potpunosti nekih sistema

(124]) -

funkcija koristidemo se uopStenjem principa maksimuma modula (kada
se radi o beskonadnim oblastima). U tom smislu navedimo teorenu

kcja le?i u osnovi principa Fragmena 1 Lincdelefa.

Teorema 1.1. [?41. Neka je funkcija f£(z) analiticka u nekoj oblas-
ti G i neka postoji funkecija w(z) analitifka u toj oblasti, pri cCe-
mu f(z)[};(z)'l5 ima pri svakom &>0 granicnu vrednost u svim tackama
granice G (ukljudujuéi i beskonalno daleku tadku ako je ona granic-

na) i na celoj granici 3G je ispunjeno
£(z) | [e(2)]°® ¢ M

pri ¢emu M ne zavisi od §.
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Tada je |f(z)|< M na svoj oblasti G.

Dokaz: 12 principa maksimuma modula sledi da ispunjenost uslova
!f(;);{;(sz*ﬂ M na granici 3G povlaci ispunjenje te nejednakostl
svuda unutar +e oblasti*). Neka tacka zo pripada oblasti G u

o (zo) #0. Tada pri svakom §>0 Je
lf(zc,)],_ﬁ M :L;;(ZO);"E’

1z poslednjeg dobijamo (kada §-0): flzg) i g M.
Koreni funkcije w(z) su izolovane tacke 1 po principu
aksimuma modula nejednakost |£(z)|{g M je ispunjena i u tim tadka-

ma, tj. u celoj oblasti G.

Teorema 1.2, E}%]. Neka je f(z) cela funkcija poretka p takva da
je na kracima ugla $iji je otvor manji od w/p ogranicCena konstan-

tom M. Tada je | f(z)|& M za svako z koje pripada uglu.

Dokaz: Ne narufavajuéi opdtost moZemo razmatrati ugao {2z:|largz|<B}.
(B < w/2p)
Al ; .
Stavimo w(z) = e 2 (|argzL58), gde je p<y<m/28.

Tada unutar ugla {z:|argzigB}  vazi:

14

-SrYcosy¢ T s> 0)

1£(z) [w(z)]%] = [£(2)]e

4

Odatle se dobija da pri p<pi<y vazi:

P,—srY
|f(Z)llm(Z)[6 ¢ af 170F cCOsYd
Odatle sledi da funkcija f(z)[@(zi}d ravnomerno konver-
rira ka nuli unutar ugla { z:|argzlg g} kada |z |-
Osim toga modul funkcije je ogranicen brojem M na stra-

nama ugla pa prema opStem principu Fragmena LLindelofa vaZi
1 £(2) | g M.

U sludaju da je otvor ugla bas jednak r/2p vazi sledeca

teorema:

i * Ako funkcija w({z) ima korene u oblasti G, to f(Z)[;(Zilﬁ”ije analiticka u G,

no modul te viZeznaéne funkcije je jednoznacan u G. Princip maksimuma modula
se prenosi na taj slufaj bez bitnih i1zmena u dokazu.
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cela funkcija poretka p 1 tipa
zadovoljava nejednakost

reorema 1.3. [24). Ako je £{(2z)
5>0 koja na kracima ugla { z:,argzig7/285

Ef(ret“/za:lﬂ.s M, tada unutar ugla vazi nejednakost:
: D y i
if(rel;)li M et CoseR ({5 & Bn/28)

.
— . + : o
DoOKazZ: FunkCijacPE(Z) - o~ {9*€)Z% ;) 4e ogranidena na stranama ug-

14 {z:iargz) < /202
1 tu funkciju teoremu 1.2. unutar svakog od uglova
zakljudujemo da jJe

i osim toga je ogranicena na polucsi (0,=).

primenjujuci n
0g argz & a/20} 1 {z: -n/2p & argzg 0}

! N
Prema posledici opsteg

sz} ograniéena unutar svakog od njin.
gmena Lindelofa zakljudujemo da vazi

t4

principa Fra

be(Z)g M,

P
111 £ (z) M elOFEITCOSPY (lolg 7/20)

Na kraju zbog proizvoljnosti € dobijamo

‘f(Z) I-E M eﬂrpCGSﬂfb

Ako je cela funkcija £(z) ne vi%e nego prvog poretka

tipa i njen modul ograni&en na bilo kojoj pravoj kKroz

Posledica:
i minimalnog
kordinatni po&etak, tada je ona konstanta.

Dokaz: Pod gornjim pretpostavkama | £(z)| je ogranicCena funkcija

u svakoj od poluravnl na koje ta prava deli ravan, tj. |f(z)i je

cgranidena u celoj ravni, pa premna teoremi Liuvila f(z) je kons-

tanta.
Sledede tvrdjenje se analogno dokazuje kao prethodno.

Teorema 1.4. [24]. Neka je f(z) funkcija analiticka u trTci

{z:{0mz| ¢ vy} pri Zemu je £ (x+iy) g M 1 |E(x+iy) {g N e® " (M,>0)

1 0g k<« 7/2v.
Tada je |£(z)]g¢ M u celo] tracil.

Primedba 1.1. Prethodne teoreme prenose 5S¢ i na apstraktne anall-

ticke funkcije, tj. funkcije Cije vrednosti pripadaju nekom Bana-

hovom prostoru.
7a na3a dalja razmatranja vaZan je pojam funkcije oslon-

ca zatvorenog konveksnog skupa u C.
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Neka je G zatvoren konveksan skup u C. Funkcijom oslonca
wonveksne cblasti G nazivamo funkciju

k(4) = sup Re (ze_i¢) ( = sup {(xXcCos¢ + vsing)
zeG Xx+iyeG

ienosti 1 zatvorenostl oblasti G sledi da se suprenull do-

stize U nekoj tacki oblasti G. Pravu
XCOSy + ysine - k() = O oznacavamo sa 24

Prave 24 nazivamo pravama oslonca oblasti G. Geometrijs-—
ki smisao funkcije oslonca je jasan. Ona Je jednaka rastojanju
orave oslonca od kordinatnog podetka. Na primer, funkcija oslonca
tactke z2g = Qei¢0 ima oblik k(¢) = pcos (4-dg). Odavde se neposredno
dobija da jJje funkcija oslonca konveksnog polinoma cija su temena

tacke Z, = puel¢“ (v= 1,2...n) sledeca:

k(s) = max p,Cos{¢=¢y)

lgvgn

Ranije uvedeni indikator analitidke funkcije ima sledece

53v0]stvo.
Teorema 1.5. [24]. Indikator h(¢) funkcije f(z) analiticke i po-
retka p unutar ugla { 2:¢1 S argzg& ¢ et $d3=9 1€ t/p zadovoljava uslov
hf¢1)sin0(¢z-¢3)+h(¢2)sinp(¢3-¢1)+h(¢3)sinp(¢1-¢2)§ 0
pri b1 < ¢2 < $3

Prethodnu jednakost nazivamo osnovnim svojstvom indika-

tora.
s druge strane sledeca teorema daje karakteristiZno svoj-

stvo funkcije oslonca konveksne oblasti.

Teorema 1.6. [}41. Da bi funkcija k(¢) bila funkcija oslonca og-

ranidene konveksne oblasti neophodno je i dovoljno da su ispunjeni

uslovi
a) k(s+27) = k(¢)

B) k(¢1)sin(¢2—¢3)+k(¢2)5in(¢3—¢1)+k(¢3)sin(¢l-¢2){ 0 pri svim

$1<¢2<9 3, by=pa< T, bo=¢1<T.
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1z teorema 1.5. 1 1.6. sledl da je indikator rasta pro-

jzvoljne cele funkcije eksponencijalnog tipa, funkcija oslonca ne-

ke ogranicene ronveksne oblasti. Ta konveksna oblast se naziva

indikatornim dijagramom date cele funkcije.

nef. 1.3. Cela funkcija f(z) je konadnog stepena o, ako je ne V1-

se nego prvog poretka 1 normalnog tipa. Pri tome stepeéen funkciie
£(z) je velicina
— 1nM(x)

g = lim
g -

Funkcije konadnog stepena se Cesto sredu u raznim prime-

nama, specijalno u graniénim zadacima teorije diferencijalnih jed-

nadina.
svakoj celoj funkciji konacnog stepena

£(z) =z - Z I}

moZzemo pridruziti funkciju

(2) =
n

nr-1g

Ozn+1 (1] sed i)

koja se naziva funkcija asocirana po Borelu funkciji £(z).

Ako je o stepen funkcijf £(z), to je

N
g = lim /ﬁan[ i red (1.1.) predstavlja analiticku
n->eo
funkciju u oblasti { z: |z|>o}l.

(Pri tome se sluZimo dinjenicom: Ako je cela funkcija g(z) izraze-

na potencijalnim redom

g(Z) = E ann
n=1|

i ima poredak ¢ i tip o, tada Je
——— nlnn

= lim -
19 1

lnTEHT

- n
i (cem) ? = Tim (n!/® e, [24] 111 [283. )
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Mote se desiti da se funkcijatﬁ(z) moZe analiticki pro-

dusiti i unutar kruga Zz: lzlgol.

pef. 1.4. Najmanja ronveksna oblast I koja sadrii sve singulari-
tete funkcije!#(z) naziva se konjugovan dijagram funkoisge & @) .
Drugim recima konjugovani dijagram funkcije f£(z)je naj-

]

manja konvexsna oblast I na ¢iji komplement se moZe analiticki
produiiti funkcija asocirana po Borelu funkciji f£(z).

O%evidno da je konjugovani dijagram sadrZan u krugu

(z: jzlgol. |
Slededa znamenita teorema, koju <emo kasnije koristiti,

pripada Poliju.

Teorema l.7. [}47. Konjugovani dijagram proizvoljne cele funkcije
konadnog stepena se dobija 1z njenog indikatornog dijagrama simet-
riénim preslikavanjem u odnosu na realnu osu.

Neka je k(¢) funkcija oslonca konjugovanog dijagrama I
cele funkcije £(z) konacnog stepena. Tada se sadrzZaj prethodne

teoreme kratko moZe zapisati

h(e) = k(—9¢). (h(4) je indikator funkcije f).
i Ak2
Primer: ako je f£(z) = Z ake k , to je funkcija asocirana po
k=1
4
4 ak . . D . . .
Borelu ¢(z) = } >y L konjugovani dijagram je najmanja kon-

k=1

veksna oblast (u ovom slucaju poligon), koja sadrZi sve tacCke \k.
Cele funkcije konalnog stepena koje na realnoj ©si pripa-
daju prostoru L, (R) imaju pogodne reprezentacije. O tome govori

slededa teorema Peli Vinera.

Teorema 1.8. [?{1. Da bi funkcija f({x) (-«<x<=) dopustala repre-

zentaciju !
£(x) = f e * y(n)an (peL2(a,b))
4

neophodno je i dovoljno, da funkcija f(x) ima integrabil-
lan kvadrat modula na R i da se moZe analiticki produziti na ravan
kao cela funkcija kona&nog stepena. Pri tom, ako se interval (a,b)

ne mo¥e zameniti manjim intervalom onda se odsecak (ia,ib) imagi-



~oklapa sa konjugovanim dijagramom funkcije f£(z).

prethodnu teoremu demo koristiti pri ispitivanju dvos-

inimalnosti nekih sistema funkcija.
prilikom razmatranja zbirljivosti reda Furje nekin

L
’
L4
|

truke m
funkcija koristidemo se teoremom O oceni modula analiticdke funxci-
je odozdo.

reorema 1.9. [?{I. Neka je funkcija f(z) analiticka u krugu

¢ z: lzlg2eR} (R>0), £(0) = 1 i n proizvoljan pozitivan broj koji
ne prevazilazl 3e/2. Tada, unutar kruga { z: lzlk R} ali van neklh

krugova (¢iji su centri nule funkcije f(z))sa ukupnom sumom radi-

jusa manjom od 4nR vaZi ocena
1n|f(z)|>~H(n) lnM(2eR)

3e

E gde je H(g) = 2 + 1n 5— . (Ovde M(r) kao 1 ranije
: N
znali max|£f(z)|).
|z |=r

Neposredna posledica prethodnog tvrdjenja, kojom cemo se
vide puta koristiti, odnosi se na opisivanje poretka 1 tipa proliz-

voda dve cele funkcije.

Teorema 1.10. [?{]. a) Poredak proizvoda dve cele funkcije raz-
liditog poretka jednak Je vedem od poredaka faktora a tip prolzvo-

da jednak tipu one funkcije koja ima vedi poredak.
b) Poredak proizvoda dve cele funkcije 1Stog

poretka p od kojih je jedna normalnog tipa o, a druga minimalnog

tipa je cela funkcija poretka p 1 tipa o.
ved smo se susreli ranije sa pojmom indikatora cele

funkcije. Postavlja se pitanje kakav je indikator proizvoda dve

cele funkcije koje su 1stog poretka. Pri tome se uvodi pojam funx-

cije potpuno regularnog rasta [?HI.

Def. 1.5. Relativnom merom skupa E pozitivnih brojeva naziva se

granica
m(En (0,r))

lim
Y o0 I
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1.6. Cela funkcija f(z) poretka ; jeste cela funkcija pot-

Def.
puno regularnog rasta ako

s 1oyt
.i&LEéE? ) | +~ Nh(¢) kada r » =
r |

s . . - " : : Moy
uzimajucli sve pozitivne vrednosti,eventualno osim tadaka nekog
skupa Ep nulte relativne mere.

KoristeCi se teoremom V. Bernstajna [?Qi ustanovlijuje se

slededi vaZan rezultat

Teorema 1.11. [}4}. Ako su f(z) i (z) dve cele funkcije istog
poretka od kojih je jedna potpunc regularnog rasta, tada je indi-

kator njihovog proizvoda jednak sumi indikatora faktora.

Primedba 1.2. MoZe se dokazati da sy funkcije oblika

N
f(z) =) Pk(z)ewkz, gde su Py (z) polinomi, potpuno
k=1

regularnog rasta.

id. Neka svojstva konformnih preslikavanja i teorema Margeljana

U ovom odeljku nave3demo dve teoreme koje se odnose na
Ponasanje na granici oblasti funkcija koje realizuju konformno
preslikavanje jedne oblasti na drugu.

lTeorema 1.12. (Karateodori). Neka su oblasti D i D* ogranicene

tordanovim krivim 3D i 3D*; tada se konformno preslikavanje f:D-D*

"0ze produ?iti na granicu D do homeomorfizma zatvorenih oblasti D
i D*,

Teorema 1.13. (F. i M. Ris, I.I. Privalov). Ako su 3D i aD* rek-
tificibilne %ordanove krive i f konformno preslikava D-D* tada se

e

t produZava na 3D, kao apsolutno neprekidna funkcija duZine 1luka.
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rgorema 1.14. Neka je K kompaktan skup sa povezanim komplementom

Tada svaka funkcija,

calkama skupa K dopust
Dokaz prethodne teoreme moze se nadédi u [i] I rzii
L .

neprekidna na K i analiticka u unutrasnjim

a ravnomernu aproksimaciju na K polinomima.

et pr vkl



GLAVA II

NEKI REZULTATI TEORIJE NESAMOKONJUGOVANIH OPERATORA

;1. Svoijstvene vrednosti i svojstvene funkcije (vektori)

granidnih zadataka (pramenova operatora)

Razmotrimo granidni zadatak generisan diferencijalnim iz-

razom 1l(y) = y(n)+ pltx,l)y(n_l)+...+ Pprlx,2)y O¢ xg1

i graniénim uslovima U, (y) (A)y(i)(O)%-Biv(l)y(i)(li]

I
[~y

e RV

v = 1,2...n

Pretpostavimo da su koeficijenti pj{x,)) diferencijalnog
izraza l(y) kao i koeficijenti u linearnim formama U, (y) analitic-

xe funkcije parametra A.
Ka%e se da je A=1g svojstvena vrednost prethodnog granic-

nog zadatka ako postoji funkcija 505Cn[b,il (6£0) takva da je

1(¢g9) = O
Uy (99) = 0 (kada je x=ig) Y = Lydsw R

Funkcija ¢ (x) se naziva svojstvena funkcija koja odgova-
ra svojstvenoj vrednosti i=lg.

Sistem funkciija ¢1{(x), $2(x),... ¢r(x) se naziva lancen
prisajedinjenih funkcija svojstveno] funkciji ¢4 ako 49, ¢1,... 2k
zadovoljavaju pri i=ij

diferencijalne jednacine

1 ol 1 3491
+ll--l+ - - - & & -
l(¢q) g iT 3% (¢q-1) a7 339 (¢q) O q 0,1 K
1 graniéne uslove

Uu(¢q) +

I
fomd
™
J
»
o

1T 3% (¢q_1) iy 5 i h 37 ;9 (¢49) = O S
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Detalijnije o svojstvenim 1 prisajedinjenim funkcijama

mo*e se nacdi u [?3;
Razmotrimo sada apstraktni polinomijalni pramen Li(x) =

= I-Az;-\A;~-...-A"Ap na separabilnom Hilbertovom prostoru

Pretpostavlija se da su Ay, Ay, A,...An neki operatoril

iz J, (kompaktni).
Takvi pramenovi se dobijaju pri re$avanju operatorne di-

ferencijalne jedna&ine oblika

Il
(I-Bg-A; =& =..-- Ap é%EJ x(t) = 0 (2.1.)

pr imenom Furijeove metode. (Ovde je x=x(t) funkcija sa vrednostima

u Hilbertovom prostorufi ) .
Ako traZzimo resenje jednacine (2.1.) u obliku

x(t) - el Ut¢

gde je ¢ neki wvektor 1iz ﬁ.(koji ne zavisi od t) dolazimo do Jedna-

cine

L(lﬂ)d} = 0

Broj Ag naziva se svojstvenom vrednosScéu pramena L{}) ako
jednadina L(rg)e¢ = 0 ima netrivijalno reSenje ¢o5. TO resenje se

naziva svojstveni vektor pramena L(X) koji odgovara svojstveno]

vrednosti Ag.
Razmotrimo neku funkciju oblika

k k-1
t t t
x(t) = eh 0t (k' ¢0+(k 1)1 d1 t.e..t T Pk -17 d1c ) t2s:2:)

gde su ¢je§1(j=0,1,2...k, bg # 0).

Ako je funkcija (2.2.) resenje jednacine (2.1.), tada se
moze dokazati da je 45 svojstveni vektor (koji odgovara svoj)stve-

noj vrednosti i) 1 da vaZi:

3L {Xqg) 1 3PL ()
L — ...+ — = 2:8,
(Ag) ¢pt v dp-1 = gﬂﬂ $9=0  (2.3.)

Vazi i obrnuto: ako je za neke vektore ¢g, ¢d1,.-. ¢k
ispunjeno (2.3.) tada funkcija (2.2.) zadovoljava jednacinu (2.1.)

Vektori ¢;, ¢2,... ¢, nazivaju se prisajedinjenim vekto-

rima k svojstvenom vektoru ¢,.
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jstvenoj vrednostl Ay pramena L{x) 1

em 54, t1r $2.-+ %k sastavlijenom od

rd glededi nacin:

(0} =

23 3p
- ;s P |
4y _ 43 _vot (o) 4 o(0) B4+ £ 5180
¢PJ dtj < (bp l;}]E_:}—]. 1! p! ? )1t=0
(ovde je o4%)=0p) (5=1,2...n-1, p=0,1,2...k).

prema M.V. Keldidu (15! sistem svih svojstvenih i prisa-
jcdinjenih vektora promena L(X}) Je n-tostruko potpun u R.ako

unija svin sistema oblika

5 (0) p (1), ., ¢in=l) =0,1...k
(i’.? ’ ‘PP ’ ¢’P / (P )
obrazuje potpun sistem u prostoru ﬁ,@?\.@ﬁ. .@FL

n-puta

Tz prethodnog se neposredno dobija da ako se radi o poli-

nomijalnom pramenu Xome je X = Ay svoJstvena vrednost a ¢g njoj od-

el gt g e I N - e b

qovarajudéi svojstveni vektor 1 ako nema prisajedinjenih vektora,

tada je sistem svojstvenih vektora n-tostruko potpun ako je unija

svih vektora oblika ’

(dq ., lo¢gr---lgn_l¢g) potpun sistem u

RORGH. . .FDh.
n-puta
Neka je ir=ig svojstvena vrednost operatora A. Vektor o
(+#£0) naziva se radikalnim vektorom koji odgovara svojstveno]j vred-
nosti =iy ako postoji prirodan broj n tako da je ispunjenc

(A=agI) e = 0.

Teorema 2.1. (M.V. Keldis) [?1. Neka je A = H(I+S), gde Je H sa-

mokonjugovani operator (na ﬁ,) konadnog poretka*), a S kompaktni

* Kaze se da je operator HEOw konacnog poretka ako postoji p<» tako da je

ZSE(H){ =, gde je SH(H) = )tn((H*H)VZ) (s, su singularni brojevi operatora 3

n=1

TADA Pifemo HeGp .
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operator Ako se pri tom operator A anulira samo u nuli to je sis-

njegovih radikalnih vektora potpun u

tem

Za proizvoljno malo c(>0) sve svcjstvene vrednosti ope-
ratora A osim ma*da konadno njih leZze u uglovima

-c < argi< ¢, T—g < Argi< n+e,

Poznato je da za svaki ograniden operator A na Hilberto-
vom prostoru skup Wap = { (Af,f):||£1i=1} je konveksan. (Teorema
grouna - Hausdorfa [31, [321) .

O%evidno da zatvorenje %A skupa svih vrednosti (Af,f)
(f&fi) se sastoji iz talaka oblika £t, gde je £€Wp, <k t<w. Iz kon-
veksnosti W sledi da je Wp neki ugao sa vrhom u kordinatnom pcéet-

ku sa otvorom @ps 7 ili Je ﬁg cela kompleksna ravan.

FormuliZimo sada jo$% jedno tvrdjenje koje se odnosi na

problem potpunosti radikalnih vektora kompaktnog operatora.

reorema 2.2. (M.V. Keldi%, V.B. Lidskij) [7]. Neka je A€ow i za-

dovoljava sledeca dva uslova:

1. GA = g‘ (P}l)

2. s, (a) =0(n ) (n+)

Tada je sistem svih radikalnih vektora operatora A potpun u
Prethodnu teoremu je uopstio V.I. Macaev, M.G. Krejn 1
I1.C. Gohberg. Teorema 2.2.) se koristi pri dokazu dvostruke potpu-

nosti sistema svojstvenih i prisajedinjenih vektora nekih kvadrat-

nih pramenova.

§2. Kvadratnl pramen

Poéto demo se kasnije susretati sa kvadratnim pramenovima
naveiXemo neka njihova svojstva. Taénije, navescdemo svo)stva nekih

pramenova specijalnog oblika.

Razmotrimo pramen:

B*, Cetow

{

L(x) = I + AB + A2C gde je C»> 0, B

Takvi pramenovi se susrecu prilikom ijzudavanja malih os-
cilacija kontinuma sa beskonaéno stepena slobode. Za njih je vazno
ispitati pitanje dvostruke potpunosti svojstvenih i prisajedinjenih

vektora.
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ceorema 2.3 '71 Neka je B=B* 1 pri nekomr X{(0< X< 2} je ispu-
- - 1.k .

njen uslov B-< x2¢c, Tada spektar s{L)*) leZzi u vertikalnim uglovi-

ma .
| T
arg\ * x| < G
X T
gdﬂ jE;!' sin91 = 5 (0< el‘: "‘?") o
2 ,
. . . - 28 .
Ako je 0< x< 1 i osim toga Ap (C) = O(n ) gde je
aing = X (0< O x/2) onda Jje sistem svojstvenih 1 prisajedinjenin

vektora pramena L dvostruko potpun u
Dokaz prethodne teoreme podiva na teoremi 2.2..

Navedimo sada jos jednu teoremu na koju dcemo se kasnije
pozvati.
reorema 2.4. (M.B. Orazov) 31]. Neka je dat pramen

L()) = A2A + 2XB + I-w?T,

gde je B =RB* T =7T* A€ow, A>0, w? >0 1
(T£,f) < B(AE,E), B8>0, £
(Bf,£)2 < X2(Af,f)(f,£) 0<x?<1, f¢ .

Ako za takav pramen postoji broj g>0 takav da Jje

T r
1im n29a,(A) = 0 i X< sin —i-

>

gde je g’ = min(g,1)}, tada je sistem svojstvenih i prisajedinjenih

vektora dvostruko potpun u
Teorema 2.4. se dokazuje transformacijama pramena koji se

u njoj spominje na oblik pogodan za primenu teoreme 2.3. 1 primenom
teoreme 2.3. .
Prilikom ispitivanja zbirljivosti po Abelu Furijeovog re-
da nekih funkcija po sistemu~[e_anxsin1u{};_l koristic¢emo se teore-
mom o egzistenciji operatornog korena kvadratnog pramena. Kao sSto
smo u uvodu napomenuli, godine 1965. publikovan je rad [?{I Krejna

i Langera u kome se na principijelno nov nacin pristupa izucavanju

iy

kvadratnih pramenova.

* Talka ) je regularna tacka pramena L{x), ako je[}(lz]_l ograniCen operator.
Skup svih regularnih talaka obelezavamo sa o (L) .
Spektar pramena L je komplement skupa »(L). Spektar se oznalava sa o(L).
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il

S A , L
Uvedimo u ortogonalnu sumu L = N+ Mo dvaju kopija Hil-

~ _ _ _ ﬁ
rertovog prostora ~ indefinitni skalarni proizvod.

-l

r-‘ o 25 B :.r d.r o F‘l’
x,yl = (Ix,y), X, ¥YE T

l."'"'i
3o je J =Py - P_; Py, P~ 5u ortoprojektori na F1+,T1_.

G =
vektor % € . naziva se J pozitivnim (J->0), ako 3je

- Ty P~ D .
* >0 1 J neutralnim ako L3,31=0. PodprostorL & # naziva seckfne—
Lﬁ

negativaim (J-20), ako je [i,ij;o za sve Xxe€cl , 1 maksimalnim J-20
pcdprostorom ako se on ne sadr?i ni u kakvom drugom J-x0 podprosto-
I

Operator K: N+ - /. naziva se uglovnim operatorom (ope-

% .
ratorom nagiba prema prostoru 4+) za ;i ako je
. ("
élf = { X: X = X4 €2 KXy, X+ & n_+]'

MoZe se dokazati sledece tvrdjenje [?Q]:
prostor LC R je maksimalan J-20 ako je ispunjen jedan od slede-

&ih uslova:
19 P+az;-ﬁQ. je homeomorfilizam

2 Za podprostor ;i postoji operator nagiba (kaﬁ;} K sa 0so-

binom |[|K|l¢ 1.
Razmotrimo pramen

L{x) = I+2XF + 14C (F=F*, C>0, C€ow)
, |
Dokazuje se da se nerealni deo spektra pramena L(}x) sastoji od

svojstvenih vrednosti. Nerealni deo spektra pramena L(A) obeleZimo

sa cg{L).

Neka je g (L)} = rUr, ' N T = ¢ proizvoljno razbijanje
na simetridne delove skupa o4 (L). Tada vazi tvrdjenje o egzistencl-

ji operatornog korena.

Teorema 2.5. [}fl (M.G. Krejna, G.K. Langera). Neka jJe F = F* (og-

raniden operator), C € dgs,, C>0 1 og(L) = rv ol ranije navedeno razbi-
janje nerealnog dela spektra oo (L) pramena L()\) = I+2AT+xr4C.

Tada jedna&ina L(Z) = 22+ 2FZ + C = 0 ima koren Zr€ o=
oblika Zp = KPCLQ koji ima sledec¢a svojstva:
12 Zr2p< C
2° skup nerealnih svojstvenih vrednostl operatora Zp Je

)1
{I /X E T}



w8 Ges

7a svako Ag€& I pramenovi z{x) = I-x2r 1 L(x) imaju 1ste

lance svojstvenih 1 prisajedinjenih vektora. Osim toga,

'lf- . -
Kr je operator nagiba (kall+) nekog maksimalnog J-30 poc-

prastora zr

.3, Teorema Barril

§
:
{
:

m L
Niz wvektora {¢j}j_1Banahovog prostora se naziva bazom
tog prostora ako se svaki vektor X razla’e na jedinstven nacin

;U red -

| x = ) Cj¢j koji konvergira po normi prostora.
j=1

;

1

Koeficijenti C4 su linearni funkcionali elementa x tJ.

'C-=wj(X) (§ = 1,2,3...)
Stavise wj su neprekidni linearni funkcionali i vazi

ool sl il Collegll (C, ne zavisi od 3)

Ako je Banahov prostor u stvari Hilbertov prostor

tada je prema teoremi Risa

P T [ T RRT AT e B

vy (%) = (x,9;) j = 1,2,...

Ako u prethbdnu jednakost stavimo X = ¢4, dobijamo

(b5 +9k) = ¢

Za dva niza {¢j}T=], {gj};ﬂ kaZemo da su bicrtogonalni

ako je ispunjeno (4;, gy ) = 5jk (4,k = 1,2,3... )

Sistem {¢j}T=1 je ortonormirana baza Hilbertovog prosto-
ra , ako je baza i ako Je (¢i,¢j) = 5ij'
Baza[gjﬁi] Hilbertovog nrostora dobijena iz ortonor-

mirane baze {¢j} pomodu ogranicenog invertibilnog operatora A na
sledec¢i nacin: ¥; = Adj naziva se (prema terminclogiji N.K. Barri)

Risovom bazom.

o0

Sistem {wj}j=] je skoro normiran ako je

inf H‘JJJ i >0 i SL]}PH‘JJ_; | < o
dJ
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Dva niza vektora ﬁ%iiﬂ i {§3%=1 se nazivaju kvadratno

‘J1T4 se naziva w linearno nezavisnim,

o

nemoguda pri uslovu O *_E iCj135hﬁi‘
j=1

Ako Je niz {gj };I skoro normiran, prethodni uslov je ek-

vivalentan sledeem:

reorema 2.6. (N.K. Bari) [2],[7]. Svaki w linearno nezavisan

niz vektora {€U§=1 kvadratno blizak bazl Risa {zpj}m

j=1 je 1 sam ba-

-2 Risa.

bokaz: Neka je A linearni ogranideni invertibilni operator koj1i

preslikava neku ortonormiranu bazu {¢j}

j1 prostcra u bazu{yﬁ _

Adj = ¥ (§ =1,2... )

. . v 4 ‘ . e
Definifemo” overator T stavljajucl

£

T( ) Cidi) Z Ci - J) ( ) |Cj|2 < ®,
j=1 J=1 j=1

Operator T je kompaktan jer je (neposredno se proverava)

ravniomerna granica niza Tp kompaktnih operatora definisanih sa

o n
Tn( z Cj“;’j) = z Cj(wi—gj).
= j=1

Jedna&ina (A-T)¢=0 ima jedinstveno resenje 3=0.

Zalsta,
ako je A4=T¢ to iz jednakosti

(A-T) s = J(3,4;)0 Z(¢¢ Y (wj=g;) = L{6,07)9;
) ] j
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gledl Z(¢r¢j)gj =

KakKOo S€ A-

25—

3

0, a zboaow linearne nezavisnosti niza {qj}j=1

J

sledi da je $=0.

Operator A e invertibilan, operator T je kompaktan, a
T anulira samo u nuli to je i on invertibilan.

DokaZimo to. Prema Vejlovo]*) tecremi vazi

G(A—T)C:G(A)LJGP(A T} gde Jje op(A-T) punktualni deo
spektra operatora A-T. Kako je nstanovljeno Oé»oQ(A—T} i kako je
A invertibilan operator dobijamo da je Oéic (A-T) uy o {A). Odatle se
dobija Oéic(A-T), tj. 0€p(a-T), oy P Operator A-T je invertibilan.
Imajuéi u vidu ocCevidne jednakosti

(A=T)¢j = 9; (3=1,2... ) zakljucujemo da sistem {gj}

obrazuje Risovu bazu.

orimedba 2.1. Gornji dokaz jJe neiéto modifikovana verzija dokaza

tcoreme Barri iz knjige [?]

* Neka je X Banahov prostor, A ogranilen operator,a X kompaktan operator na X.
Tada je o(A+K)C o(A) '-Jcrp(A+K).
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G LAVA III

ISPITIVANJE SVOJSTAVA POTPUNOSTI, MINIMALNCSTI I
BAZISNOSTI NEKIH SISTEMA FUNKCIJA ANALITICKIM METCDOM

;1. UopsStenje nekih teorema M.G. Gasimova

Neka je dat sistem funkcija {¢(x,lk)}zﬂ. Prema M.V. Kel-
disu ]:15:_[ sistem {¢(x,Ax) }:’___1 je n~tostruko potpun u prostoru L.(a,b) ako

za svaki izbor funkcija £;,f,,... £n koje pripadaju L, {(a,b), iz
jednakosti

a noo._;

{ jzlkk f5 (x) ¢ (x,2g)dx = 0O
koje su ispunjene za svako keN, sledi da je f£,;=f,=-=£,=0 Skoro

svuda na [a,bl.
U radu [4] M.G. Gasimova razmatra se pitanje n-tostruke

potpunosti sistem:;, funkcija {¢(x,kn)hzﬂ u prostoru L, (C,L1)
gde je .
6 (x,A) = Z Wjexp(Aij) (Mj#mk za J¥k 1 e lee )
= |mj|=lﬂr Wj#D, za j=1,2... )

i gde su *Ay,%;,*3... prosti koreni cele funkcije

1
G(}) =j§]Bjexp(mjlnl+Mjh) {1+0(1)} (IX] + ).

Pretpostavlja se da je B;,By... Bp # 0 1 medju brojevima
m,,... My bar jedan je > n-1 i tacka A=0 se nalazi u mnogouglu sa
vrhovima u tackama wi,wo2,¢+. Wn-

Pod tim uslovima M.G. Gasimov je dokazao n-tostruxku pot-
Punost sistema {¢(x,ln)%:] gde je ¢({x, 1) funkcija (3.1.) Koriste-
i se tim rezultatom Gasimov dokazuje dvostruku potpunost sistema

svojstvenih funkcija jednog granicnog zadatka.
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U dokazu Gasimova, &injenica da se tacka i=0 nalazi u
anogcuglu sa vrhovima u tadkama «i... wp pDitna je, jer u dokazu
~itne ulogu 1igra 2injenica da indikatorni dijagrami dvaju funkcija
©3je On croucava imaju osobinu da jedan lezi u drugom.

ca-motrimo sada sludaj kada tacka 2=0 ne lezi u mnogoug-

= 2l tEIT'.ena u}l;ujz,...'.dn-

wscrema 3.1. Neka je funkcija

3
S0y = ) Py(0) eV (L+R(AM)) (JR(M) €< 1)
U:] :}.‘l-‘i-m
-»1a i ima proste nule Vi,Aha,... (R()) su polinomi z 0).

Neka tadke wi,wp... wn lefe na kruZnici {»:{x]| = Rol} 1
niihovi argumenti ¢1,¢2,.-- ¥n zadovoljavaju uslov ¢31 < ¢2<° < @pn-
AkO je ¢ép-01< 7™ i bar jedan od polinoma P, ()) ima stepen 2> n-l,
5istem{¢(x,hk)}:=], gde je ¢(x,\) funkcija (3.1.), je n-tostruko

cotpun u Ly, (0,1).

Dokaz: Razmotrimo funkciju

I
F() = [ (x,0)
0 k

Mg (x)dx,  (Ej,... £aeLp(0,1))

]

it &~123

Il

(fy,... £ su takve funkcije da je  F(Ay) 0 za svako v e N)

F(A)
G{x)

¥

i funkciju P(Xx)

o3to su funkcije F()) 1 G(A) poretka p< 1, to prema
teoremi 1.10. funkcija P{r) Je cela funkcija poretka p< 1.
2 la f

a funkcija jer je po pretpostavci T(i,)=0 1 funkcija

i
II._J
2= S W
L
&
rt
1)
(s
o
L4
=
Ly
St
h

Y, proste nule).
Nije tesko pokazati da je funkcija P()) na slededim po-

Lupravama . —

Lyg & = B
lﬁ: A = I;ﬂ

-— 0<¢< r< o
13: i, = Tiwg ( )
lh: AT Xi1wa

zadovoljava slededu nejednakost:

p -1
< Z Dugﬂfu oy
V=1 '

5ce su D, neke konstante.
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Kako je P()) cela funkcija poretka p< 1, koJa na polu-
~ravama li (i=1,4) zadovoljava ocenu (3.2.) i ugao medju susednin
. Lolupravama 1li Je manji od # to prema teoremi Fragmena ILindelofa 1
% -juvila sledi da je P polinom i da jJe
P(x, = E AyA (A, € C neke konstante)
Ako je stepen polinoma P; (1) ne manji od n-1, tada je
1ako oceniti modul ' Pg())] na polupravo] \=rwg (r>0). Tom il e

»om se dobija da
P(y) »0 kada ) » = 1  A=rug.

19 znaﬁi da je Rl=A2=-- =An=0, odnosno P(l)EO.

Odatle se dobija da je F(i):=0.

] N
snaci, fo(x,n) L A £ (x)=0.
0 k=1
N
Kako je p(x,\) = ] Wyexp(AwiX), sledi
j=1
n n =1 1
) ) Wi A [ £y (x)exp(iu;x)dx=0 (3.3.)
k=1 j=1 0

Stavimo da jJe ffk(x)exp(lmjx)dx = Fk(lmj) i

Posmatrajmo funkciju ¢j0(h) (za neko 1< j45< nj. Odevid-
no da ona najbrZfe raste u pravcu i = r/wjg 1 da ostale funkcije
Fj(l) (3Z34) po tom pravcu rastu sporije. Ali po3to je ispunjen
uslov (3.4.), to znadi da je ¢;(x)=0 za g = S AP | o W

Odatle se dobija da je:

K

VU R (O 0  za j=1,2,... n.
1

i1

it ~13

)
o %y
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poslednje jednaline predstavlijaju homogen sistem po ne-

soznatin F,(s),.-. Fnhis). Njegova determinanta je razlicita od ©

(zbog wi # w4 28 i#3) .
Odatle neposredno sledi da je L= - - = £, = 0 u Ly (0,1},

avim je n-tostruka potpunost dokazana.
Razmotbrimo sada sludaj kada je funkcija G(A) takvog ob-
1ika da se u ekspcnentima nalaze zbirovi oblika wji+...+twjx - TVI-

djenje cemo formulisati i dokazati u sluCaju k=2. (Op3ti slucaj se

razmatra sli¢no)}.

reorema 3.2. Neka su wij,wp,... Wp KOmpleksni brojevi # 0 1
Occonv (Wi, ... wpl 1 argewjFarguy (i#j) . Pretpostavimo da postoje

eri ugla 65,065,953 takva da je lei-ej|q x {(i,3=1,2,3) i

max|wi|cos(8gtargui) < max |wj+w4|cos(8gtargwitwy)) (3 =5 =)
lg 15 n lgi<cjgn
za s=1,2,3.

ij (l)e}\(mi.l'mj).

Il
3

Ako pri tom funkcija G(X)

(l) su pOlanml £ 0) ima proste korene Aj,Az,rA3,.-.. , tada 7Jje
alstem-[¢(x Ak)}k_I je n- tostruko potpun u L,{0, 1 s (6{xX,2x) 3e

funkcija uvedena sa (3.1.)).

Dokaz: Kao Sto smo ved ranije naveli, funkcija oslonca konvexs-

nog mnogougia D, ¢ija su temena yvYi,Y2..- ¥Yn je

k{8) = max| lecos(~e+argjj)
1 <j3<n

Pretpostavimo da sistem {¢(Xrlk)h:4 nije n-tostruko potpun u L. (G,1).
To znadi da postoje funkcije £;,f2,... fqe L, (0,1) koje nisu sve

jednake nuli u prostoru L;{(0,1), takve da je

F(rxy) = O gde je F(})) f¢(y X) Z 1 B £y (x)dx.

k=1
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o funkciju P(r) = ggi;. O¢evidno je P({A) cela

Razmctrim

cynkcija. AXO ona nije =0, (taj slucaj je trivijalan i ako je on
se »avrsava) to se moZe postici da umesto funkcije

|
gde

. spunjen doxac

il

PETR ~oretka p< 1, imamo funkciju poretka rasta o
§ F(\)

Doveoljno Je€ jednakost P(}\) = E(A}

A

pomnoziti sa e*

;e ¢»0 takav broj da je ispunjeno
meimiicos(aS+arg;i) + & <« maximi+ujices(%5+arg(ui+mj)} (s=1,2,3)

1o lsn 1gi<Jjgn
. . ! S A
ryedimo funkelje P, (1) = P(X)e
Fo(A) = F(r)e®?
B _ F()A) 2,8 )
rada je P,{(x) = G ) p,,F; su cele funkcilje poretka op=1.

Poito je G{i) funkcija potpuno reqularnog rasta {(primed-

La posle teoreme 1.11.), vazi:

hp;(8) = hpp(8) + hg (8) (3.6.)
gde su  hgy, hpiy hG indikatori celih funkcija F;, Py, G,

Kako je funkcija F poretka ¢=1 to se dobija

hgy (8) = ecosd + he(e) (3.7 )

Iz (3.v7.) i (3.7.) sledi

hpy(8s) = hey(9g) — hgleg) s=1,2,3.
odnosno

hpj (8¢} = gcosldg + hrp(9g) - hgldg).

Iz poslednje jednakostl se dokija

hep(8.) ¢ ¢ + hp(8g) - he (850 za s=1,2,3. - (3.8.)

Kako konijugovani dijagram funkcije F pripada konveksncm

orotadu tadaka wi,... @wn tO Je

he (8¢) ¢ max|w;|cos(8grarguj) 5=152,3. (3.5.)
17 25N
“rema teoremi l1.7. dobijamo:
hg (+8g) = maxim;+mj[cos(BE+arg(m;+mJ)) s=1,2,3.(3.10.)

1< i<Jjgn
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12z (3.8.). (3.9.) 1 (3.10) 1 nadina izbora eg< Q

hpi(eﬁ)c 0 za s=1,2,3.

sledi da je

vako je Py () cela funkcija pvoretka p=1l, to s€ dobija
da Je : P

1im }p!Plgfe )l <« - § (za neko 6> 0 1 za s=1,2,3).

I (S

o i 8 = =
odatle se dobija da je (P, (re 5yl < e za r>rg
atl s=1,2,3. (3.11.)

Kako je i¢i—¢jl¢ r, funkcija P, je poretka p=1 1 kako je

ogranicena na polupravama Ai=re
(1) ogranigena u celo] ravni. Odatle sledi (prema teo-

105 (O r<=), to je prema teoremil

funkcija Pjy

remi Liuvila) da Jje P, (A)=const. Iz (3.11.) sledi da je
Pl(reias) - 0, pa je Py {(x) = 0.

r->®

No tada je F()\) 0.
Dalje radec¢i kao u teoremi (3.1.) dobijamo
fi=f,=..=fn=0 u L,(0,1).
Znaci sistem~[¢(x,lk)};ﬂ je n-tostruko potpun u L, {(0,1).

Pposledica 3.1. Neka je dat diferencijalni operator definisan di-

ferencijalnim izrazom

1(y) = v (n) 4 ally(n'1)+...+ anAlly Ogxg ]

i granic¢nim usSlovima Uji(y) = 0 i=1,n,
pri ¢emu je k (2<k<n} grani¢nih uslova zadato u tacki x=0, a osta-

lih n-k u tacki x=l.
Ako su koreni wi,... wp jednacine
g”+%_g”‘1+..+ an-1&6+ap = 0

takvi da zadovoljavaju uslocv (3.5.) prethodne teoreme 1 ako karak-
teristidna determinanta ima proste korene, to je sistem svojstve-

nih funkcija gornjeg diferencijalnog operatora (pramena diferenci-

jalnih operatora) n-tostruko potpun u L, (0,1).
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32. O dvostrukoj potpunosti i minimalnostl nekih

sistema funkciia

U ovom paragrafu razmatracemo :e;:i.st»f;?.-.rn.{d;n(:n:,,.ln)]r::__1

AWy X Awo X o0 5 3
e 1% ipe”®2%,  a {hn}n su nule funkcije

qde je C,'J(}(,l) = 4a =1

; Y
G(jﬁ.) - alel#1+ble mz.

primetimo da se dvostruka potpunost gornjeg sistema ne
nore dobiti iz teoreme Gasimova [}], niti iz teoreme 8.1. prethod-
nog paragrafa (jer su odgovarajuéi polinomi P, (A} nultog stepena) .

S druge strane sistem{d:(x,ln)}:;1 op3tiji je od sistema

svojstvenih funkcija granicnog zadatka

y"+aly'+k2y = 0
-2<a<2
y(0) = y(x) =0 i
tija se dvostruka potpunost moZe ustanoviti primenom metode Kel-

dida [1 6] .
Ovde <demo pod odredjenim uslovima dokazati dvostruku pot-

punost i dvostruku minimalnost sistema

(o (x,A0) ), u Lp(0,1).

Teorema 3.3. ] Neka koeficijenti a,b,a;,b; zadovoljavaju sledecde

uslove:
w] ¢ & by -
aib,ab#0, "> # S i neka Jje
in (YL e -
CQSH < m1n(|m2,‘,[ml ), gde je 9
ugao medju odsedcima (0,w;) 1 (0,uwy). (O< B< 1) .

Tada je sistem-[¢(x,ln)}:q dvostruko potpun u L, (0,1)}.

Dokaz: Jednostavnosti radi pretpostavimo da je Jmwi;>0; Jmwz<0

Rew >0 Rew2>0.
Ako sistem {¢(x,kn)h:ﬂ nije dvostruko potpun u L; (0,1}

onda postoje dve funkcije (koje nisu istovremeno jednake nuli u

L,(0,1), tako da je
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F(l\g) = 0 22 F(A) = [¢(x,)) (£,+2f,)dx
0

runkcija G()) ima samo proste korene; zbog toga je funk-

cija P(A) = EE;; cela funkcija poretka pg 1.

= W

Fiksirajmo Cetirili pravca Lig o
11: A = Xuwjy (r}-O)
ll: A = razi
ll: }- = r;li

Lako se moze pokazati da na svakom od tih pravaca vazi

ccena
P(A) | < Ag+ Ap|Ar] (Ag,A; su neke konstante >0)

Medju svaka dva susedna pravca ugao je manji od w; zbog

toga je na osnovu teoreme 1.2. i na osnovu teoreme Liuvila

P(x) = CotCi A (CU,C1=COHSt).
PokaZimo da je C; = 0.
O¢evidno je C; = 1lim Pik)

) >0

Razmotrimo lim Pil)- kada A £ 1;.
A oo

Kako je [G(A)> Kye

tspunjeno za dovoljno velikor i r=rw, i kako je

1 1
(6 (x,2)f,dx  [o(x,1)f,dx
P(x) _ 10 L0
X X
G(x) G(x)

]
o (x,2) £ (x)dx
0

Lo je Cy = lim
A o0 G(Xx)
rel;
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2
)’ . riws |
‘ flwzl X | Koe o
| | e f,]dx g £,
Iz ocene lfa(x.l)fzdxlé K2 é | £5 | < ;_ — IE: ]
° 2]'.';‘&.12[
neposredno se dobija da Jje
!
;J.‘J(K;:\)fg(x)dl{ Kzuf?’} 1
U " < — =+ 0.
G(A) | Ki/2]u,12 /& T 7°

znaci C, = 0.

Time je dakle dokazano da je P(r) = Cy. Tako se dobija:

]

{6 (x,\) (£} (x)+2f, (x)dx = CoG(A) = 0, odakle
0 i
! A A 1 Awo X
sledl a f e mlx(f1+hfz)dx - Cpga e e bfe w2 (E1+rf,)dx -
0 0

- Cobye™¥2 = 0.

|
a felmlx(f1+lf2)dx-cgalel“1

Oznac¢imo li sa Fi(d)

0
1 AwaX A
F,(3) = B [e’¥2%(f,+r£,)dx-Cyb,e" "2
0
dobijemo F,(x) + Fo(x) = 0. (3112 . )

Funkcija F, ima konjugovani dijagram koji pripada seg-
mentu fﬁ,mlj, a funkcija F, ima konjugovani dijagram koji pripada
segmentu Eb,méz. Ali zbog (3.12.) funkcije F; i F, imaju isti ko-
njugovani dijagram. Odatle sledi da jJje konjugovani dijagram funk-

cije F; i F, tacka i=0. No, tada iz teoreme 1.7. sledi da su F; 1

P> minimalnog tipa.

Razmotrimo funkciju F; na pravoj A=riwj (-e<r<=).

Lako se ustanovljuje da na toj pravo] vazl ocena

IF1 (M) | < Po+Qo 2] (Py, Qo= const).
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No, kako je funkcija Fj minimalnog tipa zakljucujemo da

Fl(:t) = m+nAi.
Kada se F; (1) razvije u red dobija se:
| ® lﬂ N ANl 4 - 1
F,(3) = apg-Cpai+ ~—L  (ap,-Coa)- : )
n=1l n! W1
1 |
gde je p, = [x"Nf;(x)dx ’ q, = [x"fy (x)dx.
0 0 '
xako je funkcija F; linearna dobijamo:
n g
app=-Cga -a 3? L = 0 za nz?2 (3.13.)

Ako svu prethodnu proceduru primenimo na funkciju Fo(d),

dobiia se:
ndn-1
wo

=0 z2a n22 (3.14.)

bp—-Coby-b

Primetimo da pn >~ 0, g, = 0 i da iz (3.13.) 1 (3.14.)

sledi da Je nqg__, > - Coiﬁﬁl
biw
nqn:] +~ = Cg lbz

inagi Co ( 2L - BI182) - 0. odatle sledi da je Co = 0.

No, tada se lako dobija da je qn_1=0 i py,=0 za n»>2.
Odatle sledi da je £;=0 1 f2=0ulgﬂ0,1)
suprotno pretpostavci.
Ovim je dvostruka potpunost dokazana.
Doka?imo sada dvostruku minimalnost sj.stermz'.{fi:r(:~r:,,1\n)}r:'f'r___1

u L, (0,1).
Sistem elemenata {ek};i] naziva se minimalnim ako nije-

[

dan element toga sistema ne pripada zatvorenom linearnom omotacu

P e M L o B d - g - ol

ostalih elemenata. Da bi sistem { ey };ﬂ elemenata Hilbertovog

prostora bio minimalan neophodno je i dovoljno da postoji sis-
tern.{fk}‘:=T u takav da je (fj,ej)l=6;; [ﬁl. |
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G

gvedimo prostor Lo L,(0,1) @ L,(0,1) sa skalarnim

proizvodam (f:G)i2=(f1:g1)L2+(f2;g:)L2r gde je £ = (fl;fz),

g = (gy,92), @ funkcije £;, g; e Ly (0,1) (i=1,2).

g

sistem {¢(x,3 )} _, se naziva dvostruko minimalnim u

orostoru L (0,1) ako je sistem (4 (x,},), And (X,1,) minimalan u
prostoru L.

Da bismo dokazali dvostruku minimalnost sistena
{¢(xfln)}:ﬂ u L, (0,1) na% zadatak je da pronadjemo sistem (fom:
glm)(fom, fimeL, (0,1)), koji Jje bicrtogonalan sistemu (4 (X,2,),

DokaZimo najpre sledecde dve leme

Lema 3.1. E?f] Neka je £(1r) cela funkcija eksponencijalnog tipa
%iji konjugovani dijagram pripada segmentu [b,i]. Ako Je
r£(XM)el, (R), tada postoji funkcija gel, (0,1) takva da je
g{o) = g(1) = 0, g’eLp,(0,1) i
1 iax
£()) = [fe "Tg(x)dx.
0

Dokaz: O&evidno da funkcija Af£(A) ima za konjugovani dijagram ta-
kodje segment [b,i]. S obzirom da je Af(A) cela funkcija eksponen-
cijalnog tipa i Af(2)eLlL; (R) to prema teoremi 1.8. postoji funkcija

ggel, (0,1) takva da Je

S
Af(A) = ée'lfgg(x)dx B (PR
X
Oznadimo gi(x) = -ifggy(t)dt
0

O%evidno je g'eL,(0,1) i g(0) = 0. DokazZzimo da je g(l) = 0.
Parcijalnom integracijom desna strana jednakosti (3.15.)

LI ; 1 3
postaje AE(X) =fetlxgﬂdx = ie'lg(l)+kfethxg(x)dx,
0 0

i A x ie'tq(1)
)

1
odakle je f(x)-fJe "Tg(x)dx =

0

Kako je na levoj strani prethodne jednakosti cela funk-
0z

cija, mora biti g(l)
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Ako za neko R(x)eL, (0,1) vaZi jednakost

Lem 3.2.
D iaxy o ! Sosliin ~i B
fe' " R(x)dx = (A,B=const i e " -1+AB=0)
) A {(A+B)
rada postoji funkcija Rj(x) takva da je
RheL, (0,1) , Rg(l) =0 1 Re(0) = - =
. % 55 A
nokaz: Oznacimo sa R; (x) funkciju R(x}- T (=l ) .
Tada se moZe lako dokazati da Je
1. i A A, ] B
() =fe MR, (x)ax = HE TITRIE B ERBERARRS e
0 A% (A+B)

odevidno je AJ(A)eLz(R). Tada prema lemi 3.1. postoji funkcija
geL, (0,1) takva da je g'eL, (0,1), g(0) =g(1) =01

1 .
fe'lxg(x)dx = J(A).
0

Stavimo Rgpi{x) = % (x-1) + g(x)

Tada je RheLy(0,1), Rg(0) = = 3, Rg(1) = 0.

oZevidno da Ry zadovoljava uslove leme.
¥

Teorema 3.4. Ako medju koeficijentima a,b,a;,b;,w; 1 w> postoji
slededa zavisnost: a + b =0 1 a; + b; =0 ili aw; + bwy = 0,

sistem {¢(x,ln)}m;1 je dvostruko minimalan u prostoru L,{(0,1}.

—

(Sve oznake koje se spominju u teoremi uvedene su na poCetku £2).

el -1-uA

D . 1 ‘ -
okaz: Neka je meN. Kako je —Ti+B) e L, (R)

to postoji funkcija Eg)e L, (0,1) takva da jJe

v il T ol S ARG g, e o L L 1 bl ! e ™

ﬂ Pn (%) eiuxdx B et'-1-uA (3.16.)
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i(etn¥l-1)

de je A= T
7 . WiAm

i : B - imlkm-

rada prema leml 3.2. postoji takva funkcija Pp(x) da je

a W 1
5/ (x) € L (0,1) , Pp(l) = 0 , Py (0) = —L— (""" 1-1)
m !
AnG’ (Ap)

e

xoja zadovoljava jednakost (3.16.).
Ako u (3.16.) uvedemo smenu lwi;=ip i imajuéi u vidu da

umesto qél)(x) pisemo P (X} dobijamo:

Amuw ] _
] A 5 aj ekml—l—le lﬁ 1
[pPn(x)e"®17dx = —— - — (3 17 )
U GI(?\m) )\(}‘_km)
a4, w
jde je B 7elp(0,1) , Pp(l) = 0 i Pp(0) = —t— . ("¥1-1).
ApG’ (A )

Na slidan nadin moZemo ustanoviti da postoji Qp{x) takva

()
da Jje Qr;EL2(Url)r Qm(l) = 0 , Qm (0) = El L2 (elmmz—l)
AmG’ (Ap)
I 4
- S |
| ! N o5k bl e -1=A T |
L me(x)e 27dx = . . (3.18.)
0 G’ {Am) A{A=im)

Neposredno se moZe proveriti da iz a+b=0 1 a;+b;=0 ili

1z aw-+bw;=0 sledi:

(a+b)albm1 (elmml-l)—ablmz (a+b) (elmm2~l)+(al+b1)ab(ml-mz) = ()

(Apy je koren funkcije G(A)) . (3.19.)
Odatle imamo:
- a,+b

ab(wi-ws) AmG' (Am)
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nvedimo sada funkcije fim(x), fom(X) DOMOCU

wobPp (X) —aw; Qm (X)

£ pelid (3.21.)
ab(ml“ﬂg}
1 =3
(£, (t)de = 2Rw{X)=20m (X (3.22.)
{ | ab(ml"mz)

Kako je Pm,.Qmel, (0,1} to Je fimel,(0,1), a zbog

L,*ji‘:}ti‘j(ofl) sledi da je meELz(O;l).
Iz {3.22.}) sledi neophodnost da Je bP,(1)-aQ,(1l) = 0.

|

to je u saglasnosti sa Pp(l) = Qnp{l) = 0.
Iz (3.22.) sledi

= |

1 _ bPp(0)-aQm(0) - (3.23.)

bmajuéi u vidu (3.20.) 1 (3.23.) dobijamo:

1 a.+ b
. S SR 3.24.
(a+b)£fgm(t)dt + G’ (i) 0 ( )

z (3.23.) sledi:

]
aflm(x)+m1affgmﬁt)dt Pm(x} |

o } (3.24.)
Qm (x)

|

5f 1 m(x)+w,ybfEgm (E)dt
A

Posle transformisanja iz (3.17.) 1 (3.18.) dobija se:

1 ‘ 1 : M a,+b -
[ooGye’ 1 %ax + meel“Ede = L AR, + L -1 (3.25.)
) 0 VLG () (A-ap) AnG’ (A)

- —

Transformisanjem (3.25.) primenom parcijalne integracije

Li3amos

= P

I ‘l +b
) ] A , dq T}
ISR, M (£ (X)+af ) m(x))ax= Sk +(a+b3ff9mdh+ )

G (Am) (A=Xq) 0 AmGT (Am)
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Imajuédi u vidu (3.24.) poslednja jednakost postaje

.
(6 (x,0) (Egm+Afip)dx = G(}A) (3.26.)
)

Gr (}im) (r\":\lm}

snadi za dati prirodan broj m uspeli smO da odredimo dve
runkcije fom, fime L2 (0,1) (pomodu (3.21.) 1 (3.22.), tako da za
svako re€ vazi (3.26.). Na taj nad¢in dolazimo do dva niza funkcija
m=1
ko reC. 1
Iz (3.26.) odevidno sledi folx, k) (Eomtrg-Eimldx = Opi
0

{Emﬂ;;1 i{fymt> (EqmsEf1meLl,(0,1)), takc da (3.26.) vazi za sva-

Odatle sledi da je sistem (?Em,me) biortogonalan siste-
mu (6{xX,xpn), Apd(X,2,)) u prostoru L. Odatle sledi dvostruka mi-

nimalnost { ¢ (X,Ap) ,‘,»n‘°""=_1 u L, (0,1).

Primedba 3.1. U radu [?71 je dokazana dvostruka minimalnost gor-
njeg sistema samo u slucaju kada se w; 1 w2 nalaze na imaginarnoj
osi sa raznih strana kordinatnog pocetka. Ta ginjenica je vrlo

vana u dokazu jer su sve tri tacke w,,0,uz, kolinearne i moguce

je lako direktno primenjivati Furijeowvu transformaciju.

Primedba 3.2. Analogno se moZe dokazati dvostruka minimalnost ako
je G(A) oblika:

4 .
G(x) = alelm1+b1ekm2+IK(t)eltdt gde je
T
KeL,(I') 1 I = [;g,dlu[b,mlj i G(») ima proste korene.

Posledica 3.2. Sistem svojstvenih funkcija pramena
y" + aly’ + Aiy = 0

v(0) = y(n) =0 il b

je dvostruko potpun i minimalan u L, {(0,n).
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Jedan uslov da sistem

§3.

., =3\pX _ . =
{ e Slnlﬂ}C}nzl

nije baza u L, (0, w)

. . . nx . - . :
Poznato je da jJe sistenm {EU SlnIH{%;][UER) potpun 1 mi-

nimalan u L. (0,7w) [351. Takodje je poznato da on nije baza u

L:[Orﬂ')-
ovde demo navesti neke uslove koje treba da zadovoljil

niz {ln¥:1 tako da si:s;tssam[frae_ﬂ:’k““";‘sin:!tr,1-::}{1:3'::1 ne bude baza u L, (0,).

Teorema 3.5. Neka je ¢>0 1 niz {An};ﬂ (po&ev od nekog indeksa ng)

leZi u uglu { A:{argi|< ¢p=arctga} 1 Rer»= . Ako postcji e: O<e<m,

rako da je z (Re)&n
n=1 n=ngQ

(3.27.)

tada sistem {e_“l“xsinhnx}:ﬁ] nije baza u L, (0,7).

pokaz: Ne umanjujuéi opftost pretpostavimo da ceo niz Ain leZi u
aglufr: jargi|< s47. |
Pretpostavimo da je ::“.is’c:em-{j;,rn}:'__1 baza u L, (C,7m}.

- A . c s : oo |
(ynix) = e ”x51nlnx). Tada posto]ji jedinstven sistem-{gnhp1koji

je njemu biortogonalan. Tada [7] postoji konstanta C>0 (C<=) tak-
va da je

Hynll Hanll € C (3.28.)

Svaka funkcija feL, (0,7) moZe se prikazati u obliku

. _ Y A

£ = Z(frgn)Yn.

13/25¢ (aRedn=[dminl) o *‘:'Z“'*(Reh)z./zéa-;(.-.:mﬁ.,hn-[meﬂl)“:m)‘r

n=1
Neka je f,(x) funkcija ciji Je 4;_4///?\\\.
grafik prikazan na crtezu: £ fx X

v

L
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O%ito je f,(x) neprekidna funkcija koja nema izvod u tal-

: m+e
xama £ & 5 @

Zza takvu funkciju imamo:

fo(x) = }(£0,9n)¥Yn (%) (3.29.)
n=1}
Ocenimo koeficijente (f4,9n) -
Prema nejednakosti Kosija vazi:
| (£6,9n) 1< HE s llgntl i koristedi se sa (3.28.) dobijame:
C |ifall (3.30.)

[ (£0.90) | $ =15

Ocenimo || ynl| odozdo.

S Ey
Kako je \lynll ==£ e “K(A“+k“)|sinzknx[dx, £ &

ako se stavi A = up+iv,, dobijamo da je lsin2ipx] > sin-upx,
: | [ 2 > 'ZCLUnX . D
odakle sledi lly,!l = [ e sin?upx dx
0

Iz poslednje nejednakosti se dobija

Cfﬂ . .
Hyall 2 5= (3.31.)

-a neku konstantu C;>0, a iz (3.30.) 1 (3.31.) konacno
&, i . : C{] | 'v/—
dobijamo: | (fg.9n) I& ET1.fﬂi Un -

S druge strane lako se utvrdjujle da vaze sledede nejed-

nakosti:

=g AnX "X(ﬂUn'EUni) i3 32.)

| e sinipnx| < e

T

™2 " sinngx) '] & Cgune'X(“““'lvﬂ‘ (C,=const) (3 34 ¢ )

Posmatrajmo sada funkciju

L
1

¥(x) = (f0,9n)¥n (X) na segmentu EE,TT_J.
}

n

Ht~148
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fboq Ocene ! (fo,gn)yn (}C) l < Cﬂl(l:-i— ﬂ.l /Llne £ (ﬂun lvﬂ | ) na [Erﬂj

tinjenice da red }YRgip € s konvergira,

L4

DCG

r

—— .i-I-I-
l

udujeme da je ¥ (x) neprekidna funkcija na segmentu

f 4
[
:f"u'

S1idno na osnovu pretpostavki ucinienih u teoremi doﬁa—

uie s da 1 red o
y(£5,9n)ys ~ ravnomerno konvergira na
]

N =
asdsalku te, T .

7znadi funkcija ¥{(x) ima izvod u svakoj tacCkl segmenta

Kako jE fg -
n

i ~1 B

(E0,90)Yn VazZdse
i

4

2 .
| £¢ ~sn il + 0, gde je spix) = }(f0,9,)Yy(x).

n - V=1

Odatle sledi: j{fo(x -5, (x)[%dx > 0 (3.34.)

n -

E Iz nejednakosti

: i 2 11 Hi
| (Iifg._wjdx)vza (j1f0-5n$2dxfﬁ3 k (jls.ﬂ,--wlzd.x)”2 ,
L .

. ~ristedi se sa (3.34.) i ¢injenicom da

5. % ¥ na f(e,n)

il
dobijamo [lfg(x)-¥(x)| dx = 0 (3.35.)
Funkcije £4, Y su neprekidne na [},{] pa iz (3.35.) sle-

di da jJe £,5(x) = wi({x) za xele,7).
Funkcija ¥ ima izvod u svakoj tacki intervala (e, 7}, pa

: s | g+
1 u tacKkli ¥ o= 5 .
amen i i | i
No, £5(x) u tacki x = 5 nema izvoda.
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To je keontradikcija.

o _ﬂl x » D L -
znadi {e ~"""sinipx} ., nije baza u L,(0,7).
- * T -Lﬁ-l x ’ . o - &
sosledica 3.3. Sistem te "Tsinipxlt _, nije baza u L, (0,7), axo

je :’Ln = 1 -+ O(l)-

QA

srimedba 3.3. Pitanje potpuncsti sistema (e ”xsinlnx}:= u

]
L. (0,7} u slucaju inp = n + D(%) ie veoma sloZenc 1 reSenje do da-

nas nije poznato.

s4. O zbirljivosti Furijeovog reda nekih funkcija po sistemu

ilnx}m

n=1 u L_?_(""TT,TT)

{ e

A) Pretpostavimo da sistem [e'l“x}:=1ima bicrtogonalni
sistem u prostoru L, (-m,n).
e =gt i A X
Razmatramo red ) e "7 (f,hy)e " (3.36.)

ne=1l

Ako su Sy, (t) delimidne sume reda (3.36.) i ako niz tih
delimi&nih suma konvergira (u L, (-m,w) za svako t>0 k funkciiji
F(x,t) pri cemu Je

lim F(x.t) = f(x), {(konvergancija u L, ({(-w,n) tada ka-

t->0+ z -
Yemo da je red Furje koji odgovara funkciji f zbirljiv metodom
Abela poretka a.

Oznadimo sa W slededi skup funkcija:

X T
W= I(f : f(x) = [g(t)dt , geL,p(-=,m) 1 [g(t)dt = 0}
- =T

Teorema 3.6. Neka je ¢ (1) cela funkcija eksponencijalnog tipa

a< 1 koja ispunjava sledece uslove:

10 ¢ (1) e Ls(B) 4 5(A) ima u tackama A= \pn, koje pri-
Y14+h< -

padaju uglu { A: 0< e< |argxr] < @-e} (0 <8 < 2) proste

nule u tom uglu nema drugih nula.
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30 Sistem{eil”xxf_1 e potpun u sz—ﬁrﬁ), a sistem
g (A) = .
{A—Ih}n=1 je potpun u Lj (R).
39 |¢(A)}KeﬂiJmhl (K=const)
na pravcima |argx; = € 1 largi| = 8-¢.

pod tim uslovima Furijeov red svake funkcije feW po sis-

~—y

je zbirljiv metodom Abela poretka « gde je 1{1:5? .

(=

i ApX
}n=1

remu { ©

Dokaz: Qznadimo 1= {A: |Ai>r e<argi<cf-c]
Qo= { Az li}r -€>argia>e—6}

gde je r>0 dovoljno mali broj takav da niz-{fnhiﬂ lezi u 91U a»
Ozna&imo sa r; (i=1,2) granice oblasti Q; (i=1,2) 1

rF = T{U Py,
Razmatramo funkciju

=1 -x%t+iax R{A) 5 \
Fix,t) = 5 { e 3 (T) da (A%>0 =za A>0)
gde Je 1< < %%-, t>0,
3 b (s) 1 7 - ist
R(A) = [H(s) =5~ ds , H(s) = s—ff(t)e Tdt i feW.
¥ -~ =T :

(Smer integracije se bira tako da oblasti Q; ostaju levo od kontu-

ra [j i=1,2).

. '
Dokazimo da integral fe ATLEIER BLE a4 konvergira

r d (X}

dr =za i=1,2.

il g
Dovoljno je pokazatli konvergenciju e 4SS e | e R(i)
| : »(A)

[

Ocenimo najpre funkciju R(}).

Kako je feW dobijamo:

; 1 i -5t 1 -mtyﬁ 1 ; -15% -,
"‘lSH(S) — i‘jﬁf J/f(t)de == -2'—11- f(t) - *i-_r'}' J T (t)dt
- i_.n_ s 14

! b (3.37.)



~-46—-

Iz (3.37.) i teoreme 1.8. sledi [s?|H(s)|?ds<w=,

/1+s2 H(s) e L, (R) .

3.
Ocenimo funkciju R(A) na T.
xaxo je R(x) = [H{(s) i_:f-—- ds = fv/l+sE H(s) __¢(s) ds,
| - Y1+s2 (S-1)

to primenom nejednakosti Kosija dobijamo:

= © | (9
R(0) 12 < [(1+s2) |H(s)|2asf 1#(8)i® _ds (3.38.)
— oo -»  1+s? | s=112

« ako se to uvrsti u (3.38.) do-

r

No, ako je iel tada jJe | s—A(>|TnA

: .- ” C 2
bijamo: IRIA)!diJmE(I (Cq= &(1+52)|H(s)12ds£ l¢ii; ds)

(3.39.)

Iz ocene (3.39.), pretpostavke 3° i Cinjenice da je

lﬂuﬁi% dobija se da za svako t>0

~2%t 4] |
[e AFteidx RO g, konvergira i funkcija F(x,t)
r » (X)

pripada Lo (-7,7m).

Nel,a je t;,t>0 1 0<8<1/2. Tada prema nejednakostli Ko-

S 1 S 1246 RO ‘
[F(x,t;)-F({x,ty)]|? =l— j|§~ el e i 2L arl «
! T 2'1T| T 2 1/2+(5 ¢(A) “~
-}xut -;\ut"j 2 .
1 e - la < L 128 1A R(Ar) |2
¢ g e e T a0 RALL g
i |\ 2
N ¢ (A}
I
1 i -8B, ¥, 2 : 2 -
-.'E T f €2 e I !dll( j |1I]+26‘elkx‘2 Cq : LEZ?IJm;‘L“d}\'_PCQ)
& oy I'g T A% K->
(3.40.)

(U poslednjem prelazu je koriScena ocena (3.39.) i uslov 30, kojt
ispunjava funkcija ¢ na I'g. Ovde smo sa Ty oznacili pravolinijski

deo granica oblasti Qj; i Q,, a sa C; vrednost integrala
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| : 2 2
f|l‘1+261ellxl R(i) ldkl
${1)

& po luku kruZnica koje

cu na granici oblasti 2; 1 Qo) -
Iz (3.40.) se dobija:

i
[1F(x,t)-F(x,ta]%dx &

i |

'lﬂt t9 2 'ZﬂlJm\i '
1 fl 1 l FNE 1425 Co2 e | T U
& = dx| " (2nCo+ [A] = —(f | dx) (A
dn T |lp+25 Ih K 1Jﬁl% -
(3.41.)

Koristedi se &injenicom da ako je relg, tada je
|JmA\}C1|lI (za neko C;>0) 1 imajuéi u vidu nejednakost (3.41.)

dobijamo:

T 1 |éﬂ9q 'kut ldkl
[1F(x,t)-F(x,tp) |?dxg — f ey |d;q(2-nc2+ _jﬂ—f Tl
- 4w T ‘ll I'o lk!
(3.42.)
4. dA | . .
Kako integral | | 555  konvergira, to stavljajuéi
Tg A
L = i (2nC + Idl' ), nejednakost (3.42.) ostaje:
472 2 KZ Falllz_” ' HyeiE b Je:
it ]e_“}\utl_e'lutZiz
(|F(x,t,)-F(x,ty)]2dx & Lf | !1+za dx| (3543 ;)
-~ T A

Iz (3.43.) neposredno sledi da postoji:

lim fEF(x,tl)—F(x,tgﬂzdx = (0, a to znacfi da postoji
t120+ -1

lim F(x,t) po normi prostora Lj(-%,7).

t-+0+

Neka je R neki pozitivan broj i 1l>gg>0. Tada iz teoreme
1.9. sledi da u prstenu { i: R>|A]>(l-gq)R} postoji kruznica

{2: |r]|=R} na kojoj vaZi ocena
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1 :ls . e
- -ln{maXItb(ZeRew)(}(ZHn )
Razmotrimo sada niz brcjeva Ru=r(1—agf-u v=0,1,2,...

-

kako je ¢()) cela funkcija, to u prstenu { At Ry¢ |}« R4y} postoli
«ruznica { x: [A|=Ry} na kojoj vaZi nejednakost:
Ogyg 2 £ o

o () |> e

Oznadimo sa Ny broj nula funkcije $(x), koji pripadaju

skupu {SUR 0L As 1?‘«|“~' Ry }.
Oznadimo sa yy, (k=1,2) deo kruznice [ Az |Ai=R,}, koji

pripada oblasti Qg (k=1,2).

Neka je r,, granica oblasti { A:Ry>|xj>r ez argi < §-e¢}
a l,, granica oblasti { ::Ry>|{Al>r =-c>argi> -8

SR 4
Izradunajmo integral: - E%T-fe ATErEAX R(i) d A
' Tn d (1)
Dobijamo:
1, A%taiax R(A) 4t Fv+ SiAx-A%t R(M)
LR Je == da=] () Reg € —= ) (3.45.)
LT, s (2) v=1 s=N,+1 v=v, s (%)
¥
S D H
tz (3.44.) sledi: [ e A°t¥idx R 4y L5 (x=1,2) (3.46.)
Ykn b (1) n=-e
(jer je 1< a< == )
g J %% g
xada u (3.45.) pustimo da n-», imajuci u vidu (3.4a.)
dobijamo: No a1
o Vv 'l _ ol
F(x,t) = z { Z Resg g’ AR AT L R(i) ) =
v=1 s=Ny+1 A=kg p(A)

Po%to su A=ig proste nule funkcije , dobijamo:

N +1 a0t
( E ellg l':?t R(is) )
5=N.U+1 d (Xg)

(3.47.)

4

F(x,t) = )
v=l
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: . : P Ap%.® ;e
Kako 1Je AL, e Lo{(R), tO J*© sistem { e' “A;_1 minimalan.

/4% 2

Njemu biortogonalan sistemw{hk}iq se lako konstruise:

pisle _ g4s. (3.48.)

®oristedi se sa (3.48.) lako se dokija da Jje:

R(li) (3.49.)
¢’ (Asg)

(frhS) =

Stavliajudi (3.49.) u (3.47.) dobijamo:

Nv+1 _ el
(5 elrs*TASt(£,hg)). (3.50.)

F(x,t) = ]
'U=1 5=Nu+1

DokaZimo sada potpunost sistema {hk}:=1 u Lo(-w,7). Neka

je hgeL, (-7,n), takva da jJe (hg,hkx)=0 za svako keN. Kako iz ¢inje-

nice (hy,hkx)}=0 sledi

s — .

(Hy(s) ( 2481 ) as = 0, gde Je

-‘ﬁtdt, to zbog potpunosti sistema

p(s) . ot el
{s-fk}k=l u L,(R) sledi da je Hp(s)=0 u L, (R) .

Odatle neposredno sledi da Je ho=0 u Ly (=7,7).
Jednakost (3.50.) pomnozZimo skalarno sa nkx. Tada dcbi-

jamo:
(F(x,t), he(x)) = e *KE(f, hy) (3.51.)

Ako u (3.51.) pustimo da t~0+ tada po ranije dokazanom

F(x,t) —5F, (x) pa dobijamo:

(Fo-f,hx) = 0, za svako keN.
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g, 1z potpunosti sistema{hk}:=1 u théw,w) sledi da je Fgy=f.
= N +l _ a’_ .
znadi vim T () (£,hg) e 's%e! M) = £00),
t=+0+ u=1 s=N,+1

(konvergencija ro normi L, (-7n,7; $to je trebalo dokazati.

primedba 3.4. U uvodu smo napomenuli da postoje neki rezultati o
zbirljivosti po Abelu Furijeovih redova po nekom sistemu funkcija.
Tako je u radu.[]9j to uradjeno za sistem svojstvenih funkcija ne-
kih diferencijalnih operatora. Ali pri tome se bitno koristi funk-
cija Grina odgovarajuceg operatora.

Kod nas je zadat ekspcnencijalni sistem 1 na raspolaga-
nju nemame nikakav ‘diferencijalni operator niti njegovu funkciju

Grina. To stvara glavne te$kode. Ali uspeli smc da formiramo

funkciiju R;i) koja igra ulogu funkcije Grina 1 koja omogudava
$ (A)
da se dobije tvrdjenje.

B) Neka je {e_'skx}:z1 neki potpun i minimalan sistem
i { hk} njemu biortogonalan sistem (u Lo(-7,7m) ).

Neka je fel, (-wn,m). Za tu funkciju sastavimo parcijalnu

sumu poretka s(s>0) Furijeovog reda | |:

-iskx

2
1- —X—=)%(£,hi)e
1511-_11

o (x,£) = ] (
1<k <t

Covoridemo da sredine Risa (tj. éi(x,f)) sistema
{e:_IE‘F<M‘}kimi_1 imaiu svojstvo bazisnosti ako za svaku funkciju
felL, (-m,7) 1 za svaki kompakt intervala (-n,7) vazi:

Teorema 3.7. Neka je{sk}::I niz takav da je [Jmskigh

) 1 < Cj za svako t>0
t< [Rask i< t+1

je potpun u L, (-w,7).

. , -fs X ™
i sistem { e 2 }k—

!
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Neka je ¢ (i) cela funckija eksponencijalnog tipa o< 7,

takva da je o (-sk)=0 (6 (-sK)# 0), lé(xzin)igM<= 1 o(A)eR, kada

je AcR.
ako je !¢’ (sk)|“| Skl S/hi-dm?sk » &> 0 za svako ksN, (s<l),
¥ . - I EI' ac . * - . .
tada sredine Risa sistema { e ﬁﬁv% imaju svoijstvo bazisnostl.
Dokaz: Posto je ¢ funkcija eksponencijaincg tipa 1 ¢ (x=1ih) g M,

to prema teoremi l.4. U traci { A: {JmAi<h} vazZi nelednaxost FECURESA

Tada funkcija Gk (A) = (l+§kT;%1-§k) npripada L, (R).
Oznacimo hi (t) =-§; 1.i.m. Gy (A = Ak

R
Tada de biti G (A) = fhy(t)e” Mrat.

(Inverzna Furijeova transformacija)

Kako je Gk (-8e) = 8ke, dobijamo:
(hy (t) , T1SEh) = Ske.
Znaci {hk&ﬂT je biortogonalan sistemu {e-'ﬂeﬁT

Neka je K kompakt: K (-w,n). OCito je da KC{}a,%lc(—ﬂ,w).

Potrebno je-ocenitl HE{qSkaIw(K) Ht&HLz( I
Ocenimo Prvo o | Skx
"ISk){I | lSkXElz _ ah(zaJmSk) i
e |L2(K e L (ca o)™ Jmsk <2Mga  (3.52.)
. shx
(Ovde Je Mgy = max i )
0 +x<2ah

| 12 = _1 2 e l l Ffﬂ(h) .
| hy |L2(-“n o 5 F{IG;((J\) | < dx 57 To (=0 12 Ff“ e 3
— 1 $ (A} ¢ (X)) s  L" 1 52 (1)
2 [¢' (‘“Ek)|? I(l'*'Sk (A+5k ) ﬁil 2 [cp' (=S ) 12 ;2(;\.;_51() (A+5K) dA.



=B

(jer je ¢(r)eR za AeR).

$% (1)

5] (A+SK) meZzemo uvek izabrati kontu-

za funkciiu

A ad
AL
T,
m oblika _Q | 2 X ili oblika "'P.T : Jri > L
r —tR
rako da unutar takve konture ona bude analiticka i neprekidna na
granici.
Pretpostavimo (odredjenosti radi) da Je funkcija
$2(2)

analitidka i neprekidna na granici tognjeg pravo-

(A+sk)(l+5k)

ugaonika. (slidno se radi i za donji).
Kako je '6(A)|¢M u traci |Jml|¢h dobijamo:

$2 (1) - $2 (x+ih) 2 dx _
iJA+sk)(A+sk) da f (x+hi+s) ) (x+hi+sy) dxg M _i TE@hi+§k|!x+hi+sH

(3.53.)
Iz (3.53.) primenom nejednakosti Ko3ija dobijamo:
< 62 (0) 4y o M2 dx 12 dx 2 M
J— L v M2 () e ) (I 7 ) -
S oo, 4 TeREE T+hi+sk] TR

" 2 M? 1 1
Znaci [ hic || L 5 — —=
b2(-m,m) 2 147 (~8Kx) |* /h2-Tmls, (3.54.)
Iz (3.52.) i (3.54.) se dobija:
~is M2 1 1
e ka - |[ ILL2 oy S2Moa 5 2 . 2
e (¢’ (-3Kk) |2 /h2-Tm?sk

ﬂ%%_ als, 125 (jer je po pretpostavei [¢’(-5k)(2lsk|?>v/hé-dm?sk 3Cy)

2
/f‘dﬂM is |S

Znaci “E “L?.(l") H klILz( i “) Co k 1
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e /MgMza . L | -
Broi . savisi od a (znadi od kompakta K) pa prema teore
0

mi V.A. Iljina*) sredine Risa sistema imaju svojstvo bazisnosti.

O potpunosti dela sistema svojstvenih funkcija

il
wn

jednog granilnog zadatka

Razmotrimo graniéni zadatak

y" - 2ady’ + (1 +af)r%y =0 (3.55.)
y(0) = 0
v’ (v)sinma - (cosamr + asinan) Ay(w) = 0 } (3.56.)

gde su a,o realnl parametri,
Grani&éni zadatak (3.55.)-(3.56.) je u bliskoj vezl sa

slededim kvadratnim pramenom

el 2aiy’ + A2 (l+a?)y = O
y(0) = y{(m) =0
venih funkcija dosta izucavan (T25], [35]).

Sistem svojstvenih funkcija poslednjeg pramena je sledeci:

+onx .
{e sin nx} n=+1,+2,*3,...

}, &iji je sistem svojst-

0od interesa je bilo ustanoviti potpuncst dela sistema
svojstvenih f;nkcija u prostoru L, (0,7), tj. potpuncst sistema
{e“nxsinrnd:jl 4 L, (0,m) (zadatak A.G. Kostjucenka). Prvo reSenje

toga problema dac je B. . Levin [?5], 1971. god.
Lako se mozZe ustanoviti da je sistem

{ e (r"i"a')"’{sin(n+::’1L):rc}rf;ml sistem svojstvenih funkcija granicnog
zadatka (3.55.)-(3.56.).
U ovom paragrafu cilj €e nam biti ispitivanje potpunostl

"polovine” sistema svojstvenih funkcija, tj. potpunost sistema

{e“(”+a)"sin(n+a)x}:___0 u L, (0,7).
; 1 H : "
Teorema 3.8. Ako jJe - 7g asg 7 sistem funkcije

Cf.(ﬂ-l'a)}(sin(n_]_a)x}m thPun je 11 LE(O,TT) v

{e =0

*
Formulacija teoreme |ljina zahteva neke prethodne napomene, pa je zboq

du¥ine ne navodimo. Videti o tome u [13].
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uuﬁﬂ)xsin(n+a)x}:=0

a Lp(0,m). ToO znali da postoji neka funkcija feL, (0,7m) (£ nije O

pokaz: Pretpostavimo da sistem { e nije potpun

u L, (0,n) takva da jJe

i
ff(x)eﬁﬁﬁﬂ)xsin(n+a}x dx = 0 za n=0,1,2,3,... (3.57.})
0

Ne smanjujuéi opStost mozZemo pretpostaviti da je £ real-

na funkcija: _
stavimo  F{x) = [f(t)dt (3.58.)
X

Jasnoc je da je F(x) apsolutno neprekidna funkcija takva

da je F{n) = 0. |
Iz (3.57.) i (3.58.) dobijamo:

1
fe“(“*a)"sin(ma)x dF (x) = 0 n=0,1,2,3,... (3.59.)
0 |
a odatle
5 —a(n+a)x a{n+a)x
[F(x) e asin(n+a)x + e cos (n+a) x [dx=0 n=0,1,2,..
0 et
poslednju jednakost moZemo zapisati u obliku:
. T
éF(};) (a+i)el@ti)n¥adxgy (F(x) (a-iyee i) (+ake o (3.60.)
G ‘
Nn=0z):2::%:
S ~_(a+i)x : i
avimo 2z = € i oznacimo sa
a _ {a+i)x
rskup: [ ={z: 2 = € Ogxgml.
4 x{a+i) (n+a) lnz, n+a-i
Tada je  [JF(x) (a+i)e dx=[F(337) 2 dz (3.61.)
0 \

(lnz = lnlz!+iargz gde je -wm<argzgwm).



~55—

glicno:
4 (-1} {n+a)x - (a+i)x{n+a)
[F(x) (a=1i)e dx = [F(x){(a+i)e dx =
{ 0
lnz, n+a=-1, _ lnz, —n+a-1 .—
= [P a —-{F(a+i) dz =
= - [P(IRZy MaTly, (3.62.)
- a+1 -
[
gde je T ={2: z = e(m-")x Ogxg m} i
integracija ide od tacke -e*" do tadke 1.

Uvedimo funkciju H(z) sa:

lnz

F(Mi) Z € I
H(z) = { - (3.63.)
nz
F(L’I+i) Z g -F

O¢evidno je H(z) neprekidno realna funkcija (sta vise
apsolutno neprekidna funkcija duZine luka s krive T T=C).
Iz (3.60.), (3.61.), (3.62.) i (3.63.} se dobija:

n+a-1|
{H(z)z dz = 0 n=0,1,2,... (3.64.)
C
7
P +a- . . o & :
Funkcija ik =) je viZeznadna. Ona u tacki zU=—euTT uzima
dve razlidite vrednosti u zavisnosti da 1li se tacki zj priblizava-
* T 373 ; | . +a- :
mo po krivoj T 1li T. (Ovo se sve odnosi na funkciju z" it koja se

javlja u integralu (3.64.) 1 predstavlja objedinjenje dve razlici-
te grane, kao Sto se vidi iz (3.61.) 1 (3.62.).
Ako iz kompleksne ravni C izbacimo negativan deo realne

ose u novodobijenoj oblasti moZemo izdvojiti jednoznacdnu granu
n+a-1 (n+a=-1)lnz

funkcije z definisanu sa e , gde je 1lnz = ln|z/+iargz i
~-m<argzs .
Oc¢evidno je H(zy) = 0.
Oznaimec sa Cy skup C\M zgl.
. +a-
rada je [H(z)z" 7 'dz = o (to sledi iz (3.64.)) (3.65.)
o
| e
(H(zy)=0 1 pod anaIPDdrazumevamo veé odabranu granu viSeznacne



~56-—

Iz (3.65.) sledi: [H(z)dz  °= 0, n=0,1,2,3,...

Co

Neka je £ = ¢(z) funkcija koja vrsi konformno preslika-
vanije oblasti koju ogranicava kriva € na jediniéni krug
U={¢g|gl<l} takva da je ¢(0) = 0. (Takva funkcija postojl na
osnovu teoreme Rimana o konformnom preslikavanju). Radi lakseg za-
pisivanja oznaéimo cogranilenu oblast, ¢ija je granica kriva C sa
D. Pri tome je 3D = C.

kako su C i 30U zatvorene rektificibilne Zordanove krive,
to prema teoremama 1.12. i 1.13. preslikavanje ¢ se mozZze produziti
na granicu C do homeomorfizma oblasti D i U tako da to preslikava-
nje bude apsolutno neprekidna funkcija duZine luka krive C. ToO
produZeno preslikavanje takodje <emo oznac¢iti sa 4. Znac¢i, moZemo
smatrati da je €= ¢(z) analiticka funkcija u D i neprekidna na D.

Podto je ¢ konformno preslikavanje takvo da je ¢ (0)=0,
to osim tadke z=0 nijedna druga tacka iz oblasti D se ne slika u
tadku £=0. O%ito je da je zbog konformnosti ¢’ (0)#0 (t]. tacka z=0

je prosta nula funkcije ¢(z)).

Zznaci, funkcija ¢gf) je analitic¢ka u D i neprekidna na
D i tamo se ne anulira.

Iz poslednjeg sledi da je funkcija (¢E;))nﬁa analiticka
u oblasti D i neprekidna na D. (za svake n=0,1,2,...)

Tada prema teoremi 1.14. postoji niz polinoma P.(z) ta-

kav da je:

Pr k(2) e (¢(Zz))n+a na D (n=0,1,2,...) (3.66.)
lv(--:hm
£3. 2" e (z) = (g2 na Gy (n=0,1,2,...)
? k>
Kako je P,k (2) =E?q1u zvV (a, , su neki kompleksni, a sk
v=0" 'neki prirodni brojevi)
s
dobijamo [H(z)d(Z ° B, (z))=§an,u fH(z)az"""" (3.67.)
CU v =0 C{]
. n+a .
Kako je  [H(z)dz °“= 0 (n=0,1,2,...) sledi:
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(H(z)az"""" = 0.

Co

Imajuéi to u vidu (3.67.) postaje:

(H(z) d (z "B k (2)) = 0O (n=0,1,2,...) (3.68.)

%

Iz (3.68.) kada k-= dobijamo:

za (n=0,1,2,...) (3.69.)

il
-

[H(z)a [s(z) "
Co

Kako je g=¢(2) to Jje z=¢-1(5) neprekidna funkcija na { £&: |gl=1}.
Neka je £4=¢(zg)

Oznadimo sa 23U, skup { &: [£|=1}N{¢gp 1.

Imajuéi sve to u vidu (3.69.) postaje:

(H(s " (g)) @ £™= 0 (n=0,1,2,...) (3.70.)
3l
2n+8y _ : .
Skt (H(s (') a tntale g (n=0,1,2,...) (3.71.)
99

gde je sa 83 oznalen argument tacke &p.

‘Posle smene 6=8; +n+x jednakost (3.71.) postaje:

m . i
fH( ¢"](e‘(e“+“+"))) of (n+a) (Bo*+m+x) 3 = 0 (n=0,1,2,...)(3.72.)
=T

-1 _i(BD'FTT‘i‘X

ko sa R(x) oznadimo funkciju H{s (e )} neposred-

no iz (3.72.) dobijamo:

T ;
{R(x) el (M+a)x gy = ¢ (n=0,1,2...) B 78 5 )
=T

OZevidno je R(x) realna neprekildna funkcija (kao kompozicija ne-

prekidnih funkcija).
| Iz (3.73.) dobija se za n=0:

T 1l
[R(x)cosaxdx = { R(x)sinaxdx
=T -7

0 (3.74.)
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Uodimeo funkcije:
R; (x) = R{x)cos ax

R, (x) = R(x)sinax

Iz (3.73.) razdvajajuci realni i imaginarni deo i dele-

njem sa 1 dobijamo:
1 ; J
= fR] (x)cos nx dx - - [Ry (x)sinnxdx = 0
- o (n=1,2,3....) } (3.75.)
% [R; (x)sinnxdx + 2 [Rp(x)cosnxdx = 0
—TT “_TT
1 1
Iz izraza an’ = = [R;(x)cosnx dx an" = — [Ry(x)cos nx dx
— 1T -
1 r B ay
by = = [Rj(x)sinnxdx bp' = = [Rp(x)sinnxdx
- T -

- vidi se jasno da su an’ » by, an"+ bn Furijeovi koeficijenti funk-

| cija-R1 i

R, pa zbog toga vaze sledede jednakosti Parsevala:

n

ag’? o . p

-—%—+f(an"‘-+bn2) =1'-J'R2(x)coszaxdx (3.76.)
= Tew

a n2 o 1 jl

_g_-+ J{an'? +bpn'?) = = {R2 (x)sin?ax dx (3.77.)
n=1 -

Iz (3.74.) zakljufujemo da je

ajy = a, =+ 0

ar - bn = } (3.78.)
an <+ b' =

n I

Ako od jednakosti (3.76.) oduzmemo jednakost (3.77.), to

imajuéi u vidu (3.78.) dobijamo:

odnosno

T

(R? (x) (cos?ax-sirfax) dx
malt|]

i1

(R2 (x)cos2ax dx = 0 (3.79.)

= 1

0,

Kako je - %{ ag %, to je cos2ax30, na (-w,m) 1 posto Je
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R(x) realna neprekidna funkcija na (-=n,w), to iz (3.79.) zakljucu-
jemo da Jje R2 (x)cos2ax=0, odnosno R(x)}=0, na (-n,m).
vradajuéi se unazad dobijamo da je H(z)=0 na T, odnosno

F(x)=0. Odatle sledi da je f=0 s.s na (0,7), 3to je suprotno pret-

postavci.

primedba 3.5. Ofevidno je da za a=0 dobijame tvrdjenje © potpu-

nosti sistema { e®™ sinnx }_,u L (0,7)., koje je B. . Levin dokazao

1971. godine.

(n+a)x

Primedba 3.6. Prema teoremi 3.5. sistem {él s:i.n(1'1+:—:.):’c}r:';O ni-

je baza u L, (0,7) ako je a<O0.

Primedba 3.7. Pitanje potpunosti sistema~(§ﬂ”xsinlnx%21 gde Anp
nisu celobroijne tadke nije reseno. Kod nas se pojavljuje redenje
jednog specijalnog sluaja, tj. kada je Ap=n+a. Ako je a dovoljnu
veliko svojstvo potpunosti se gubi. Na primer, za a=2, nas sistem
se svodi na { e sin nx}:;z . No, poznato je [35] da je sistem

ANX_ . 00 . yoo “ .
{6'151n1nc}n_ potpun i minimalan u L, (0,w). To znaci da za a=2

1
nag sistem nije potpun. Da li se svojstvo potpunosti gubi za sve

a:r%, tj. da 1li je a=-—i—- "nrirodnd' granica, nije mi poznato.

brimedba 3.8. Prethodni metod moZe se primenitl za ispitivanje
potpunos-ti nekih drugih sistema kada je T (kriva koja se speminje

4 dokazu teoreme) neka druga pogodna rektificibilna kriva.

Primedba 3.9. Veoma lako se dokazuje potpunost sistema
{éuhHﬂ)xsin(n+a)xhiﬂ u prostoru L, ({(0,7-¢), gde je O<e<T, Proizvo-

ljan brcj. Dovoljno Je koristiti se teoremom Karlsona*).

x Koristimo se slededom varijantom: Neka je F(z) analitilka funkcija u desnoj
poturavni, neprekidna na { z: Rezz0}, koja zadovoljava uslov

F(iy)l{ Mexp{(wo-ﬂ)lv1} -o<y<® 23 neko €

i F(z)|<Mexp (Ajz!) (A=const) za Rez>0.
. ’ : n . ‘
Ako je F(A,)=0 gde je O<ReXj<Rery< ... ; lim <— =0 gde je 0<o<e, tada je
F(z)=0. Videti [12].
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GLAVA IV

TSPITIVANJE SVOJSTAVA SVOJSTVENIH ELEMENATA NEKII
OPERATORA ANALITICKO FUNKCIONALNIM METODOM

51. O bazisnosti Risa sistema svojstvenih

funkcija jednog granicnog zadatka

Razmotrimo graniéni zadatak

y" + A2y + ¢{y) = O
v{0) y(n) = 0

T
gde je s (£) = [£(x)g(x)dx.
0

} (4.1.)

Neka funkcija zadovoljava sledecde uslove:

1° geL, (0, 7) i g(x)=>0 S.s. ha [b,n]
i
20 {g(x) sin nx dx#0 za neN
4 )
T
3¢ fg(x)dx = a<l
0

Pod prethodnim uslovima ispitajmo svojstvene vrednosti
i svojstvene funkcija zadatka (4.1.)

U radu [20] reSava se problem razlaganja nakih funkcija
u red po svojstvenim funkcijama grani&nog zadatka generisanog di-
ferencijalnim izrazom drugog reda i grani&nim uslovima u kojima
se javlja integral.

g zadatku (4.1.) integral se javlja u reprezentaciiji
funkcionala 4{(y) a ne u granicnom uslovu.

Cilj €e nam biti (pod nekim uslovima nametnutim na funk-
ciju g) da dokaZemo bazisnost dela svojstvenih funkcija zadatka

(4.1.) u prostoru L, (0,n).
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pod svojstvenom vrednoscu zadatka (4.1.) podrazumevamo
kompleksan broj Aig takav da postoji funkcija yg(x)ecz[b,ﬁ1(¢0)

msa |&m| i pri tome je:

yg + Apyo + ¢(yg) = 0
yo Q) = yolm) = 0
Tada se funkcija vy, (X) naziva svojstvenom funkcijom koja odgovara

svojstvenoj vrednosti Ag.
Neposredno se proverava da ukoliko wvazi

i I
2+fx2g(x)dx—nfxg(x)dx = 0,
0 0

tadka r=0 je svojstvena vrednost zadatka (4.1.) a odgovarajuca

svojstvena funkcija Je v(x)=x{mr-x).

Pretpostavimo sada da Jje

i i
2+[x2g (x)dx-n[xg(x)dx # 0.
0 0

Doka¥imo da tada =0 nije svojstvena vrednost. Ako Jjes-

te, tada postoji odgovarajuca svojstvena funkcija y(x)#0, tako da

vazi

y' + ¢(y) =0 (4.2.)

7 y(0) = y(m)}=0 - (4.3.)
Iz (4.2.) se dobija da Je:
x4 D e

vix) = = = ¢ (y)+C1xX+Co; koriddenijem uslova (4.3.) do-

bijamo:
T %2
y(x) = §-¢(y)x- =5 » (y) . | (4.4.)
ako na obe strane jednakosti (4.4.) primenimo linearni

funkcional ¢ dobijamo:

sly) = T a(We(0)- 5 ¢y) 80

T

"
ili »(y)|1- % [rg(x)dx + % [x2g(x)dx| = 0.
0 0
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Imajudi u vidu da je drugi faktor u prethodnoj ijednakos-
ti razlic¢it od nula, dobijaro:

5 (y) = 0.

-~
e
i
o

Tada iz (4.4.) i (4.5.) sledi da je y({x) = 0.

znadi, A=0 nije svejistvena vrednost.

Doka?imo sada da neparni celi brcjevi nisu svo)lstvens
vrednosti graniénog zadatka (4.1.).

Ako je ip=2n+l (necZ) svojstvena vrednost, tada iz {(4.1.)

sledi:
s{v{x,An))

‘n

Y(X,An) = CICOSRHX+CESinlnH =

p! C1= ¢ {y(x,An)) /2§

~Ci= oy (x,2pn)) /2 4.

Iz poslednjeg se dobija da je C;=0, tj]. b (v (X,An))

pa'je svojstvena funkcija y(x,Xin) cblika:

y(X,A,) = C281nAnX < Crsin(2n+l)x
Kako je ¢ (y(x,in)) = 0 dobijamo da je

Co ¢ (sin(2n+l1)x) = 0. (4.6.)

S obzirom na osobinu 29 funkcije g iz (4.6.) dobijamo
da je C, = 0.

znaci, vyv{x,in) = 0.

Odatle zakljudujemo da neparni celi brecjevi nisu 3vOolst-
vene vrednosti granid&nog zadatka (4.1.). Slidnim postupkom (da ga
ne ponavljamo) moZe se dokazati da su ln = 7n (n=sl, 22,805,858
svojstvene vrednosti zadatka (4.1.) 1 odgovarajuée svojstvene
funkcije su: |

vn(x) = cos2nx + Dnsin2nx-1, gde jJe

1]

4n3—£c032nxg(x)dx

Dn= ........,.“Irr

{sin2nxg (x)dx
0

Neka je » svojstvena vrednost zadatka (4.1.) i » nije

ceo broj. Oznadimo sa y({x,}) odgovarajudu svojstvenu funkciju.
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mada treba da bude ispunjeno:

v(X, A} = Cicosix + Cysinix - iiii?'k)) | (47 %)

12z uslova y(x,x) = x{v,x) = 0 sledi:

Cy= ¢(y:%;l)) C,= d (y(x,A)) tq m A (4.8.)
7amenimo (4.8.) u (4.7.) dobijamo:

(v (x,A))

Y(X,R)T*L(Y%{’\}} COS:\X"}' ':b( i}{rl))tg E.‘:?IT_ sinix- Q—L}LQ———— (4-9.)

Ako na (4.9.) primenimo funkcional ¢ dobijamo:

AT
g ~—
o (v (x,0)) 1= Mc-;_gkx) - —F e(sinix)+ $0L 1= o (4.10.)

DokaZimo da je ¢ (y(x,r)) # 0.
Ako bi bilo ¢{(y{x,1)) 0, to iz (4.7.) sledi:

v{x,A) = Cicosix + Cysinax

v{(Q,x) = y(m,x) = 0 (grani&ni uslov),

2 QQﬁtle y=0.
znadi, y(x,2) nije svojstvena funkcija, tj. ¢ (y(x,r))#0.
Tada iz (4.10.) sledi:

1 - ¢ (cosAx) e ar ¢ (sindx) | (1) _ 4
3 2 2 22 ) 2

Kako je ¢ (1) = a 1z prethodnog dobijamo:

T
(a+)?)cos %; = [g(x)cosi (x- %) dx (4.11.)
0

7nadi, necele svojstvene vrednosti A zadatka (4.1.}) su
a odgovarajude svojstvene funkcije (bez

refenjajednadine (4.11.)
jednake su:

koeficijenata) se neposredno dobijaju iz (4.9.) 1

v(x,\) = coshi{x- % ) -COS %; (4.12.)
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rako se uveravamo da je taéno i obrnuto, tj. resenja
jednaine (4.11l.) koja nisu celobrojna su svojstvene vrednostl
sadatka (4.1.) sa odgovarajuéim svojstvenim funkcijama (4.12.).

Dokasimo sada da jednacina (4.11) ima niz realnih nula

Anp oblika An=2n+l+epn gde je ]en|¢1 i en =+ 0.

1
Razmotrimo funkciju: G{A) = fcosk(x- %)g(x)dx
0

o%ito je da G(A) -~ 0 kada -k« (Riman-Lebegova teorema)

' 1L T
Kako je c(n) < flgidx = fg(x)dx = a (<1), to
0 0
se grafik funkcije G(X) nalazi u traci oko x ose Sirine 2a. Iz to-
ga i ¢injenice da se funkcija (a+12)c0$.%;- anulira u tacdKama
r=2n+1 sledi da na svakom od intervala (2,4); (4,6); (6,8); ..-
postoji bar Jjedno reSenje jednadine (4.11.)

Ta redenja su oblika
\n = 2n+l+en (za neko ep tako da Je e < 1) (4.13.)

Ocenimo sada niz {zn}.
Iz (4.11.) sledi:

T

(a+£%)cos lg“ = fcosln(x—-%)g(x)dx, odakle dobijamo:
0
Fi
T L L
(a+l%)|cos(2n+l+an)§]< éb(x)bx = ég(x)dx = a (4.14.)

Kako je |epl<l odatle sledil:

. Tmle a
sin 5 & a+4nZ (4..15:)
: . a :
S druge strane, na intervalu LP'E:E_J imamo:
arc singx B (4.16.)
/8a+16
Kako je 0< Wl;nl{,% to iz (4.15.) 1 (4.16.) sledi ocena:
eplg2 2lerd) _ - N P (4.17)

T J/Ba+16 at4n
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Iz (4.17.) sledi da en~0 (n-o) .
Ispitajmo sada asimtotiku svojstvenih funkcija y(X,in)

koje odgovaraju svojstvenoj vrednosti ip.

Lako se uveravamo da Jje:

—

v (X, hn) = (=1)"sin(ipx- 5%5 ) + (-1) sin E%R (zbog Ap=2n+l+ep)

a odatle dobijamo:

linlix‘%l | |

'y (x,2n) - (-1)" sin(2n+l)x|< 2sin” 5 + sin|enlx—§|+sin™ERL
Imajudi u vidu da Je | x— %¢5% iz orethodne nejednakosti sledi:

1Y(:‘{;;\n)_(—l)nSin(zn‘l'l)XIé'B—z—Ti lEnI. (4-18_)
Iz (4.18.) dobijamo:

! n G

J[’]‘Y(X,}.n)—("l} sin(2n+l)x|2dx,§ 2 ‘En*z tj_

2 3
l\y(x,ln)-(—l)nsin(2n+l)x]|.5 92 iy | < (4.19)

Razmotrimo sada sistem svojstvenih vrednosti

0={ 2n|neN}t U { Apn|neN}
i 'sistem odgovarajudih svojstvenih funkcija

_ z . _ l-cosinx, . #_ZT LA ANT, @

HU_{/;T (slnzr'lx Dn )}n=]U{/“(COS;\.n(J{ 2) COS 5 )} m

zadatka 4.1.

Teorema 4.1. Pretpostavimo da funckija g (x) (koja se pojavljuje

4 funkcionalu ¢(.)) zadovoljava uslove 1° i 29ko0ji su navedenl na

poCetku 31 1 il /45
fg(x)dx < o
O ]

Tada, ako se sistemu H, doda funkcija /{% sinx, novodo-

bijeni sistem obrazuje Risovu bazu prostora L, (0,w).

Dokaz: Razmotrimo sisteme:
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H= HOU{/K— sxn}*{/f (cos\n(x—-—)-cosin-)} Ufff SlnXIUV/ (sin2nx -

1-casgnx)}m
Dn I"I=1

L ={/~%(-—1)nsj_n (2n+1)x}m_ U {-/g sin x }U{ /—2- sin2nx} . .
n n=1 i T n=1

O%evidno je L ortonormiran sistem u L, (0,7) 1 da tamo
obrazuje bazu. StaviSe, to je Risova baza.
Koristedi se uslovom ac« %é;-i koristedi (4.19.) dobi-

jamo (posle izvesnih transformacija i ocena):

l' ucosAn(x— %) —COS 13“)-< -1)"sin(2n+1) x|
n
n=1

Stavimo:

H = {f] JjeN}

L= {gj jeN}

“ 2

Iz (4.20.) sledi Y fj—gj|\ < 1 (4.21.)

,{Pri tome se iz (4.20.) vidi na koji naédin su poredjeni u nizove
elementi skupova H i L).
Pomenuli smo veé da je {gj};=1 Risova baza prostora
L, {(0,7) .
Iz (4.21.) sledi da su { £; }.4 1 {gjy;; kvadratno bliski.
DokaZimo sada da je niz { £; 5_4 w linearno nezavisni.
Koristedi se ocenom (4.17.) moZe se lako ustanoviti da

je sistem { f; }__1 skoro normiran.

Ako niz {f]} nije w linearno nezavisan, tada postoje

0

konstante Cn takve da je 0< } |Cn|% < = 1
n=1

)

E Cnfn = 0 (konvergencija u L, (0,7w)) (4.22.)
=1
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Odatle sledi ) Cv(fv-gv)+ Z Cufy = = 1Cy9y.
v=1 v=N+1 V=]

Iz (4.18.) sledi da red )} Cy(fy-gy) konvergira (u

LE(O,TT))- U=‘i

Kako je uz to )} Cyfy » 0 kada N »=, dobijamo:

v =N+ 1]
o 4 | 2 o0 “2
17 Cylfu- gl = [l 2 Cvavii (4.23.)
= ] | v=1
Posto je {gj};ﬂ ortonormiran sistem, dobijamo:
= = 0 2
Zlcv| = H zcu(fu gu)H
v=] = (4.24.)
4+ v, il = 2
Kako je I E Cy(fv=gv)l| = f IZCu(fv-gvil dx <
v=1 0 wv=
4’ 1 a0 s 2B 3 = 12 e 9 | ‘ N
N f Zlcv\ Z|f ~gy| dx = Z|Cu| - EH fu'guH , LO 1majucl
0 v=1 v=1 v=1 v=1
oD |2 o0
u vidu da je 0 < }|Cy| < = dobijamo: Yl £u-gv |l > 1
v =1 v=1

(to je u suprotnosti sa (4.21.).
Znaci {fj}?_1 je w linearno nezavisan niz koji jJe kvad-

ratno blizak Risovoj bazi {gj};1 pa je prema teoremi 2.6. 1 sam

Risova baza.

Primedba 4.1. Grani&ni zadatak

—y"+hq(x)y—m2fk(x,£)y(E)d£=0
. } (4.25.)

y(0) = y(n) = 0

gde gq{x)eL;(0,m),0g(x) s.s na[b,{l . q(x)gb =),
KeL2 ([0, m]x[0,7]) i LD

//} f|K(x,g)12dydg

je uopstenje granlcnmg zadatka (4.1.).
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Pod gornjim pretpostavkama mofemo da dokazZemo potpunost
svojstvenih 1 prisajedinjenih funkcija zadatka (4.25.) ali ne 1

bazlisnosc.
Ukratko izloZimo dokaz prethodnog tvrdijenja.

Funkcija v {(X,1g)=Yo (x) je svojstvena funkcija zadatka
(4.25.) ako je l(yp)=0 1 vo(0)=yg(7)=0; funkcije vy (x) ,¥2 (Xx)...

Y (X) su prisajedinjene svojstvenoj funkciji y (x) ako je

3l
L(yp)t =5 (yp-1)=0
YP(O}=YPE“)=O p=1,2,... k

]
gde je l(y)=-y"+rq(x)y-w?fK(x,5)y(£)dE.
0

Razmotrimo operator
) 5 . 10 £,£'¢AC|{0, 7|
£ = - é%? ’ ;Z“A 1) ={ f: 2° £(0)=£(n)=0
30 f"ELZ(O;ﬂ)t
Tada se lako moZe dokazati da je Acos i1 A>0.

Oznadimo sa Tyoperator

- |
(Tof) (x) = [R(x,g)£(£)d¢E (Tg:Lp (0,7) + Lp(0,m))
0

Stavljajuci AVZ v=y i mnozZeci jednadinu (4.25.) sa AVZ

docbijamo sleded¢i linearni pramen:

L())v = (I+AFg-w?T)v = 0 (4.26.)
gde je Fp= Al/zq(x)sz
T = R:l/ZTDA 1/2 »

Ako je A=)y svojstvena vrednost zadatka (4.25.)}, to Je

ona svojstvena vrednost pramena (4.26.) 1 obrnuto.

Ako je v=vgy svojstven vektor pramena (4.26.) koiji odgo-

vara svoijstvenoj vrednostl A=ig., tada je yﬂ=AV2 vy svojstven vektor

zadatka (4.25.) koji odgovara svojstveno] vrednosti A=ig i obrnu-

to. Iste veze va¥e i za prisajedinjene vektore.

ofevidno je da Fgeow i Teo, (jer je B s Y

Takodje se neposredno proverava da je Fg=Fg*. (TO sledi iz svojst-
va funkcije g(x)). Osim tega Fjeop (p>1) (Jer za singularne bro-

jeve operatora Fy more da se dobije ocena Sk(Fg){;%).

B rmuma s i Ay P s
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Iz osobina jezgra K(x,f) sledi da je operator I-w?T in-
vertibilan pa se sistemi svoistvenih 1 prisajedinjenih vektora
(kao i svojstvene vrednosti) pramena L(A) = I-w?T +AFy 1

pramena Lj; (3} =1 +1(I—m2T§] Fo
poklapaju.

l.ako se uveravamo da posto]i operator 580w (linearan)
takav da je

(I-0w2T) ' = I+S.

Imajuéi to u vidu pramen L; (X)) postaje
Li(x) = I+ (I+S5)Fg

Oznaéimo operator (I+S)Fgsa Ay tJ.,
Al = (I+S)FU.
Tada dobijamo L;(x) = I+iA,

radedi kao 3to se radi kod dokaza ekvivalenta teoreme

Keldi%a [7] dobijamo da se sistem radikalnih vektora operatora A

poklapa sa sistemom svojstvenih i prisajedinjenih vektora pramena
Ly (1) (znadi i pramena L(X}).

No, prema teoremi (2.1.)%) sistem radikalnih vektora
Dperatora A; je potpun u L; (0, r), pa dobijamo da Je sistem svojst-
venih i prisajedinjenih vektora pramena L(X) potpun u L, {0,w). No,
kako izmedju svojstvenih 1 prisajedinjenih funkcija granic¢nog za-
datka (4.25.) i svojstvenih 1 prisajedinjenih vektora pramena L{x)

th i kako je skup vrednosti operatora EVZ

postoje veze oblika y=A
gust u L, (0,7) zakljucujemo da je tvrdjenje navedeno u primecbi

4.1. tacno.

*
HIJE teSko ustanoviti [?J da teorema 2.1. vaZi i za operatore oblika
(1+S)H pod uslovima koji su u njoj navedeni.
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52. 0 dvostrukoj potpunosti sistema svojstvenih 1

prisajedinjenih funkcija jednog graniénog zadatka

Razmotrimo granicéni zadatak

T
—y"+2ariy’ + A2 (1+a?)y-jydx = O (¢€R) (4.27.)
0

v(0) = y{mw) =0 (4,.28.)

Sistem svojstvenih funkcija granicnog zadatka

—y"+2aliy’+ A2 (1+a?)y = O (zeR)
y(0) = y(r) = 0,

kao %to smo ranije napomenuli, dosta je izucavan [ﬁi},[}S],[}S].
I mi smo (posledica 3.2.) ustanovili dvostruku potpunost i mini-
malnost njegovog sistema svojstvenih funkcija. Pri tome smo u do-
kazu koristili &isto analiticki aparat.
U ovom odeljku demo dokazati dvostruku potpunost svoj]st-
venih i prisajedinjenih funkcija granidnog zadatka (4.27.} - (4.28.)
u kome je diferencijalni izraz "poremeden" linearnim funkcionalom.
Pod svojstvenim i prisajedinjenim funkcijama zadatka
(4.27.) i (4.28.) podrazumevamo funkcije koje zadovoljavaju uslove
navedene na pofetku druge glave. (Znadi, zadovoljavaju iste uslove

kao kada diferencijalni izraz nije "poremecen" linearnim funkcio-

nalom.

E| -1 10 £,£'eAC|0, 7]
Stavimo A = - £ gde Dy = f: 2¢ E(O)=$éﬂ)70 )
"EL2 g

Mo%e se pokazati lako da jJe

il ____X('IT"E) &-’xfrqﬂ-
; T pesien IR
(Af) (x) = [G{x,z)f(g)dg gde je G(x,8= {
| 1 o
g(trx) Og £< X<
(4.29.)

i operator A: L, {(0,n) > Ly (0,m).
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Takodje se jednostavino utvrdjuje da operator A ima sle-

dedu reprezentaciju:

a=2 32 (-, sinnx)sinnx (4.30.)
Ll =?

=
1 : :
pl= = ) = (-, sinnx)sinnx.

T
Linearni funkcional ¢(y) = fy(x)dx shvatimo kao linear-
0

ni operator Tg: L,(0,7) »La(0,m).

m

znadi (Tof) (x) = [£(t)dt (sconst) xe [0, 7] (4.31.)
0

Iz (4.30.) i (4.31.) sledi da jJe To=To*, Toev. (Jer Je

. 1/2
ranga 1), A >0 1 A€l (1 A />0).

Stavljajudi y=AUQv [?{[ u (4.27.) i mnoZeci (4.27.) sa

2”2 dobijamo:

L{ )V = (I+2AF+A2C-T)V (4.32.)

; 1 !
gde 3Je F==cr.A”2 i Ed;:- AUZ , C=(1+4a?)A i T = A /ZTOA /2.

_ : ; 1 :
o&evidno je T=T* (Jer je.A/2> 0 1 Ty=Th*).
Operator A je pozitivan i kompaktan pa je takav 1 opera-

tor C.

Dokazimo sada da je za svako feL, (0, m) funkcija.&“qf

apsolutno neprekidna sa izvodom iz L, (0,w).
Neka je fel, (0,m). Tada e
% (f,sin nx} sin nx .

1
N

(2 /%) (%) =

W ~13 8B

n

1/2

Kratkode radi oznacimo (A £)(x) sa gi{x) 1

(f,sin nx)

2
an-—;
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Kako je sistem { /-i— sin r.w.:vc}::_'__1 ortonormirana baza u L, (0,w)

to iz jednakosti Parsevala sledi da

{ an*'l:-:‘i £ 12-
Sada demo dokazati da je funkcija

an
n
1

g(x) = sin nx (4.33.)

n

no~18

apsolutno neprekidna na [b,{] ako je {an}:;=1 € lo.
O&evidno je funkcija g(x) neprekidna jer red (4.33.)

~avnomerno konvergira. Neposredno se vidi da je g(0)}=g(n}=0.

Razmotrimo red ) ancos nx.
n=l (4.34.)

2

T
Z Vlayl i niz{an}::=

Kako je | Yaycosvx|| = 3
v=m v

1[—.‘.].2.

I C~13

to red (4.34.) konvergira u prostoru L;(0,w).
Oznadimo sa h(x) njegovu sumu (y LZ(O,nH.
ZnaEi\Ih-huﬂlq(Uh” +~ 0 kada N+= gde je

N
hy (x) = Jaycosvx .
v =1
b N T o
Kako je  [hy(t)dt = ja, Flﬁv , dobijamo:
0 V=]
X X n i X
(hy(£)dt -fh(£)at = Ja, == - [h(t)dt (4.35.)
0 0 v=1 ¢

Iz (4.35.) primenom nejednakosti Kosija dobijamo:

N PG 2 X 2
Ta, SER¥X _fh(t)dt| = |[hy(t)-h(t)dt

X X R
! < [asfin-nitae g
v= 0 0 0 O

A

, £T|hﬂ-hlzdt =« hy-h]l? .
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1z poslednjeg sledi:

N . X
| T, SER¥X L fn(oyae] s /7yl
V= 0

3 odatle (kad N-=)

0 : X
fa, SIOVX = fh(t)dt
v=] . ¥ 0
X
£z g(x) = [h(t)dt.
0

odatle dobijamo da Je g apsolutno neprekidna funkcija sa

izvodom iz L, (0,m).
Doka¥imo sada da je operator F samokonjugovan na L

Neka je feL,(0,m). Podto je /2

(0,7) .

>0 to vaZi:
1/2 . 4 26y =1 & A% g, (4.36.)
Kako smo Amﬂf oznadili sa g, to dobijamo:

d 1 2 oa = (= =l FaF"
4 A2 ¢, 477 £y=fi 5= g-gdx= l{;gdg = i|gg| -fgg 'dx| =
| 0 0

dx = (q,i g% g) (jer je g(0)=g(m)=0)

- (4.37.)

Iz (4.36.) i (4.37.) sledi:

1/2 ., d 1/2 i Jd 5172 1/2 s A . . d B
(A L 57 A £f,£y=(1 % A il fr={(1 P g,g9)=(g,1 = g)=
B 1/2 . d 172 B /2., d /2
= (A £ 37 A £fy=(f,A S A f)
Dakle, za svako felo, (0,1) Je
(Ff,£) = (£,FL) a odatle (Ff,f) = (vf,£).

7nadi, kvadratna forma (Ff,f) je realna pa Je F samoko-

njugcvan operator.
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Teorema 4.2. gistem svojstvenih 1 priséjedinjenih funkcija gra-
nidnog zadatka (4.27.)-(4.28.) 3e dvostruko potpun u prostoru

L,(0,%) za svako a#0. (aeR).

Dokaz: Ispitademo pitanje dvostruke potpunosti sistema svojstve-

nih i prisajedinjenih vektora apstraktnog kvadratnog pramena

(4.32.). Za dokaz cCe nam biti potrebna sledeca lema:

Lema 4.1. VaZe sledecCe nejednakosti:

a) (Tf,f)gB(CE,f) za neko 8>0 i svako feL, {0, )

2
b) (Ff,f)3%g liﬁf (CE,£) (£,£) za svako feL; (0,7).

Dokaz leme:
1/2

Kako je (Tf,f)=(A

operator A}/Z}O) dobijamo

1/2

1/2 £ A

ﬂ@A1/zf,f)=(T0A £), (Jjer je
1/2 ~u% _ . . .
(Tf,£)s M| A’ £l = M(AL, L) (M je gornja granica sa-

mokonjugovanog operatora Ty ) -
Iz poslednje nejednakosti s obzirom na to da je C=(l+a?)A

dobijamo:
. M
(Tf,£) <B(CE, ) gde je 8 = -7 -
1/2 . d 1/2 . d ,1/2 1/2
2 = el a2 Mol 2
by (FE,£)2=(ad' P i S AVTE, D)= (i g AT £,A £)2 =

d

= 52 (4 - q,9)° «21(g’,9)|%2. (shodno ranijim oznakama)

o

Kako je g’(x) = jancosnx (konvergencija u Ty iC08T Y 4
n=1
. 2 . .
gde je ap = = (f,sinnx ), dobijamo
\(q',g)|2=l(q,g')lz=l(grfan005m¢)|2 =| Jap(g,cosnx)|{? <
n=1 n=1
< S lani2- Il(g,cos nx)|? (4.38.)
=] n=l

je ortonormirana baza u L, (0,7}, a
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sistem { — COS X} _, je ortonormiran u L,(0,7), pa prema Jedna-

rosti Parsevala i nejednakosti Besela vazZi:

2

2= 2l g} 2

il

[ (geosnx ) |2 ¢ 5 H gl
1

Iz (4.38.) i poslednje dve nejednakosti dobijamo:

¢ 2jglf? <X [sliz=Higl 2o A gl 2= [ £]l 2 g, 8) -

L2
_ Lell? op gy = (CEE)(E,E)
1+ a% 1 + a?
2
Dakle, (FE,£) 2 a2{(g,9) | 2¢ 557 (CE,£) - (f,£)

ovim je dokaz zavrsen.

Neka je sada g neki fiksiran broj sa segmenta

( ~1-2T- arc sin—'a_l -, 1).
Yl+a<
Stavi = lu‘
imo Y = .
/1+a 2

Neposredno se uveravamo da su svojstvene vrednosti ope-

ratora C brojevi
1+a?

n4

J’kn(c) ==
Tada vazi: nalkn(C) > 0 kad n - = (jer je g<l),

¥y < sin 1%— gde je gq’=min{g,1l} (z2naci q’=q s obzirom na
izbor broja q),

i (Tf,f)g B(CE,f)
(FFf,£f)2gx2 (CE,£) (£,£) (0< %< 1) .
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Zznadi prema teoremi 2.4. sistem svojstvenih i prisajedi-
njenih vektora pramena
L(x) = I+2AF+A%C-T
je dvostruko potpun u L,{0,m).

No, posto jJe veza izmedju svojstvenih 1 prisajedinjenih
vektora prethodnog pramena 1 svojstvenih 1 prisajedinjenih funk-
cija granicnog -adatka (4.27)-(4.28.) tipa y=A}ﬂ2v (y je svolst-
vena ili prisajedinjena funkcija zadatka (4.27.)-(4.28.) a v svoJj-
A2 og-

ranideni linearan operator ¢iji Je skup vrednosti gust u L,{0,7),

stveni ili prisajedinjeni vektor pramena L{x)) i1 po3to je

zakljudujemo da je tvrdjenje o dvostruko] potpunosti dato teocremom
4.2, tacno.

§3. O pitanju zbirljivosti po Abelu redova Furije
nekih funkcija po sistemu

= x 5 oo
{eﬂ'n sin nx}
n=1

Kao Sto Je poznaﬁo I:BS:[ sistem { e * ' 'sin nx };1 je potpun

i minimalan u L,(0,7). {(aeR). NO, S druge strane iz teoreme 3.5.
sledi da taj sistem nije baza u L, (0,m).

Medjutim, moZe se desiti da je ipak red Furije nekih
funkcija zbirljiv nekom od poznatih metoda.

U ovom odelijku demo se pozabaviti tim pitanjem.

o

Oznadimo sa { gp} sistem biortogonalan sistemu

n=1

=in X ’ o} g 0
{e " "sinnx} _, = (ynt o

Neka je funkcija fel, (0,7).

Ka’e se da je red Z(f,gn)ynefjt' zbirljiv metodom
N =

Abela poretka y, ukoliko postoji podniz delimié&nih suma Sy, (t)

ovog reda koji konvergira u prostoru L2 {(0,7r) ka

= N +1 _ ¥
uf(t) = i e sit(f,gs)ys) i pri tome Je
v=1 S=N,+!
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lim u{t) = £ (v L, {(0,m)).
t>3J+

. . . : ; : -anxX_ . e :
xao &to smo ranije videli, sistem {e sinnx } _, Je deo

sistema svejstvenih funkcija pramena:
—y" 42201y’ #22 (l+a)y = O (4.39.)
y(0) = y(r) =0 (4.40.)

Svojstvene vrednostl pramena (4.39.)-(4.40.) su An=ni,

gde je ned i n#0.
Nerealni deo spektra zadatka (4.39.)-(4.40.) mozZemc za-

pisati u obliku

il

o { ni|neN}

.O‘U'—*TUT gde je

r = {-nijneN}.

Kao %to smc ranije ¢inili, diferencijalni pramen (4.39.)

-(4.40.) svodimo na apstraktnli pramen

L()x) = I+2XF+A<C (4.41.)
gde Jje F = F* = uAIﬁai é% Aifz, C = (1+a2)A i
A = ] ) (-,si.nnx) sin nx.
m & n

n=1

pramen (4.41.) zadovoljava uslove tecoremé 2.5., pa pos-

toji operator Z4rede takav da je:

1 ¢ Z? + 2FZ2r+ C = 0
x
20 ZFZF{ &
2% ako je XrgeTl, pramenovi Z (X} = I -iZ2p u L{) imaiju iste lan-

ce svcjstvenih 1 prisajedinjenih vektora.

40 Nerealni deo spektra operatora iy je jednak({ §T| nelN?.
posto je operator Zr ece , LO sSVe njegove tacke spektra

razlidite od nule su svojstvene vrednosti.

Doka?imo sada da operator Zr nema realnih svojstvenih

vrednosti.
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Neka je, naprotiv, iy realna svojstvena vrednost opera-
tora Zr a xp # O odgovarajuéi svojstveni vektor (xgeL, (0,m) ).

Tada je Zrxg= AgXp Pa 1z osobina 1° operatora Z, vazi:

R%K0+2ROFXQ+CXO = (1, odakle sledi:

32 (xg,Xg) +2X o (FXg, %) +(Cxg,Xg) = 0 (4.42.)

vako smo veé ranije ustanovili da Je za svako felL, (0,7}

ispunjeno

3

(FE,£)2< —2~ (CE,f)(£,£), to je jednakost (4.42.) nemo-

1+a
guda (jer je Xg ¢ R).
znaci, operator Zr nema realnih svojstvenih vrednostil

pa je njegov spektar
-t l Ead
o (2p) = {0}k1{7Er-in=N}

zadatak (4.39.)-(4.40.) nema prisajedinjenih funkcija.
Takodje, na pramen (4.41.) nema prisajedinjenih vektora. Ako je
vn, svojstveni vektor pramena (4.41.) koiji odgovara svojstveno]

vrednosti Ap=ni, tada je

Auzvn = Yn« gde je yn svojstvena funkcija zadatka

(4.39.)-(4.40.) . Iz osobine 3° operatora Zr sledi:

1
ni

Neka je Ry = 1Zr.
O%evidno je Rreogw, o(Rp} = {O}LJ{%?:HEN};

1 :
Rrvpy = = vn 1 RFR]*.S‘ Cu
¥* : : /1402
Iz uslova RfRpr < C sledi da je sk(Rp) 5

Neka je |arg(Rqf,f)|g o za svako feL,(0,7).
Teorema 4.3. Ako je funkcija ¢ oblika ¢= AJ/ZETE (£cL, (0,7} ),

tada je njen Furijeov red zbirljiv metodom Abela svakog poretka

. "
y gde je 1< y< 3¢
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Dokaz: sa {gn}:_1 smo oznadili biortogonalan sistem sistemu

{Yn¥z1 . Znaéi, (gm.¥Yn) = °nm-

Stavimo A}/Zgn.= hp -

Tada imamo

Y2 12

(hp,vm)=(& "“gn,vm}=(9n A vm) =(gn,¥m}= Snm-

1/2

(u poslednjem je iskoriscena samokonjgovanost operatora A 7).

Znaci, (hn, Vm} = 61'11'{1‘
Kako operator Rp zadovoljava sve uslove teoreme Lidskog*)
to postoji niz Ny prirodnih brojeva koji rastudéi teZi «, takav da

je

(RI"E) (t) z ‘i o (errhS)VS)- (4.44.)

_Nu+1

Konvergencija u (4.44.) je po normi prostora Lo (0,m)
(za svako t>0).
Osim toga, jednakost (4.44.) vazi za proizvoljno y koje

: . ™
ispunjava uslov 1l<y< 55 -

Kako je prema teoremi Lidskog

1im (Rrf) (t) = Rrt (konvergencija u L; (0,m)) - {4.45.)
t->-0+
1
to iz (4.44.) dejstvom ogranicenog operatora AZZ dobijamo:
1/2 N Nu+T _ove 1/2
p/Ref = ¥ () e (Rrf,hg)A "Tvg) . (4.46.)
v =1 S=NU+]
/2 1/2 1/2

Kako je A vg = ¥Ys 1 (Rpf,hg)=(Rrf,A ge)=(A Rrf,gs) .,

iz (4.46.) dobijamo:

* Teorema leskmg ima veoma dug i komplikovan dokaz. On se moZe videti u radu
[?5J U osnov| dokaza nalazi se slozZeno ispitivanje rasta rezolvente operar
tora Rp {1 njena integracija po pogodnoj konturi.
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Kako je

HAVZ (Rl,f) (t) - A”z

ref|l < Il &'} 1Ry E) (£) -RpE]]

to prelaskom na lim kada t+0+ i koristedi se sa (4.45.) dobijamo:

o Nyt oy
¢(t)=z(}f e °'"
v=1 s=Ny+I]

(¢1Eh3)yﬁ5) i

lim (L) = ¢.
t>0+

Time je tvrdjenje dokazano.

§54. Neki nereSeni zadaci

Ispitivanje svojstava potpuncsti, minimalnosti i bazis-
nosti sistema svojstvenih funkcija grani¢nih zadataka u kojima di-
ferencijalni izraz i graniéni uslovi zavise od parametra A, veoma
je sloZeno. Ta svojstva je osobito tesko dokazati &isto analiticki
ne dovodedi taj sistem u vezu Sa grani&nim zadatkom kod koga se
pojavio.

Naveidemo nekoliko problema te vrste.
1° Pitanje zbirljivosti po Abelu Furijeovog reda funkcije 1z
L, (0,m) po sistemu{e® sinrnc}:=1nije razjadnjeno. Pretpostavlja
se da je odgovarajuéi red zbirljiv metodom Abela svakog poretka
v>1 (A.G. Kostju&enko). Osnovna tetkofa pri &isto analitickom pri-
laZenju problemu se sastoji u tome £to se biortogonalni sistem

~anx

sistemu { e sinm{}:_1 izrasava preko eliptiékih funkcija pa je

neophodne ocene prakti&no nemoguce sprovesti.
C A : = :
2° Problem potpunosti sistema { & 'n"gininx }n=1 gde je ip=n+l (%)

je neraspravljen. Taj sistem se pojavlijuje prilikom ispitivanja
potpunosti sistema svoistvenih funkcija diferencijalncg pramena
y"+aly'+h2y = 0 |
y(0) = 0 (-2<a< 2)
v/ (0)+Ey (7)) = O (BeR)

koje odgovaraju svojstvenim vredncstima koje pripadaju desnoj po-

luravni.
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. ~avVnZ-wéx _ . o . _ e

30 Sistem { e 51n1n{%=1; (pojavljuje se u teoriji zvuka)
(seR) je potpun u Lo (0,m). Medjutim Cisto analitidki dokaz tog
tvrdjenja nije poznat. Smatra se da se za refenje pitanja 29 1 3¢

moraju izgradjivati principijelno novi metodi.

4° Neka su Ay,\2,%3,... nule funkcije

) Aw ] Aw)
A) = + =

koje pripadaju desno] poluravnl.
Pitanje potpunosti sistema (ili potpunosti sa nekim de-

fektom) 3 (x,An), gde je
d (X,A) = alelw1x+b1ekw2x, u prostoru Lj(0,1)
nije razjasnjeno.

50  Neka funkcija wcm)=ag(x)+al(l)e*“1+az(;)e*m2+aa(l)el(ml+wz)

(argw;7#arguws ), gde su aj(X) (i=0,3) polinomi istog stepena, ima

proste nule Aj,Az2,A3,..5 .
Pitanje bazisnosti Risa sistema (6 {X,An), Apnd(xX,Apn)) u

prostoru L, (H W, gde je W pogodno odabrani prostor, nije razrese-

no. (Ovde je ¢(x,l)=a1elmlx ekm2x)

pokazuje se da prostor W mora raspolagati sa svojstvom

glatkosti svojih elemenata.
Neki rezultati toga tipa postoje [3@1, ali su povezani

sa diferencijalnim jednacinama.
Inafe u apstraktnom obliku nista nije poznato.
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