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YRO/I.

[Ipenmer oBor papa je passujame ONWITHX MyNTUPOPMHUX aHA=
mTrukux QyHKO@ja y Ma KakBUM oOnacruMa BHXOBe ersucTeuuyje,
Y KOHBEpPreHTHe Hu3oBe anredapckux ¢yuxuuja. 1aj npeameT cnana
y onmrtyu, 1o peunma K. Weierstrass-a rnasam sapgarak Teopuje
ananuTUYKuX QyHKUrja, KOjU IViaCH: M3HANA3UTH M UCIATHBATH INTO
IPOCTHj€ HU3OBE AHANUTUUKUAX (PYHKUUja, KOj€e NpeTCTaBibajy Jare
onmTe A”ANUTHAYKE QYHKUUje Yy IITO pasHOBPCHRMjUM obnacrumMa
IUXOBE eraucTeHnyje. 3aTo je HajooJ/be ako OTIIOYHEMO Ca KPaTKUM
NCTOPUjCKUM IIperiefoM OBOr mpolnemMa:

[Ipso je Weierstrass mao y ‘Tom npasuy y panoBuMa o), TOJ.
1841 u ron. 1876, meroso cxearame Taylor-oeor pena u paseujaise
V. peaoBe u Oeckpajne NpousBone, Lenux n MepoeMmopdHUX PyHKIMjal.

3arum je r, P. Appell nsuneo rom. 1883 uexe passurke, uuje
cy obnacTn KOHBeprenuuje, odjaacTy y paBHU WIM Ha anredapCKuM
Riemann-osuM noppmmbama, a orpasmyese Cy KpYXXHUM JIyKoshnMaZ,

['. K. Runge noxasao je nax rog. 1885 cnenelin ocnosum crae?:

»Heka je D ma xakpa omsoperna o6.aacm? pasnm z, a f(z) dynknuja
xonomopdnra y D, Ysexk nocroju uus (unu pen) panuoHanHux
$ynxunja xonomopdunx y D 1 koje KOHBeprupajy y YHY Tpalll=
pocTn® Te obnactu yuandopmuo ¢ynxuuju f(z). Ilonose
paloOHaNHUX (PYyHKUHRja MOXKeMO CTaBUTH Ma rie, nssad D .«

Axo je obnacr D jeOnocmasno nosezanab, cnepyje oparne
Henocpenuo cnefehu omurH cras: |

' Werke, Bd. 1, p. 67, Bd. 2, p. 77.

4 Acta Math. I, p. 109.

3 Acta Math. VI, p. 129.

4 omeopena obaacm =— domaine ouvert =— Gebiel; HAOPOTUB, 3AMEOPEH
obaacm =— domaine ferné — Bereuch.

® T. j. ¥y CBAKOj 3aTBOpeHOj obnacTu caupikaHoj y D.

$ n-mocmpyro nosesann == n-fach zusammenhdngend — n-tuplement
conneze. - |

Papojunh: Ananuruuxe dyuxmsje 1
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,Heka je D ma xaxsa I{OHalIHa jeHOCTABHO [OBE3aHa, OTBOPEHA

odnacT pasuu z, a f(z) ¢yuxuuja xonomoppua y L. YBER™

nocroju Hu3 (Wi pef) MOJMHOMA KOjM KOHBEprupajy y yHY=
rpaumwocTu obnactn D yandopmuo gynkuuju f(z).“

3arum Jlonase CBECTpaHa MCOMTUBAbA PelOBa MONMHOMA, HA
yeny ca merogama r. r. P. Painlevé-a n D. Hilbert-a, xonsepruparmem

'y 3BeamacTum obnacruma r. r. E. Borel-a u G. Mittag- -Leffler-a,

Hajdorsom anpokcnmanujom debuwiesa, cneumjanauM NONMHOMUAMA
r. G. Faber-a u onmurrum crasosuma r. P. Montel-a. Penose onmrunx
palonanaux QyHKiFdja UCOATUBAO je MOTIaBUTO F. Borel. |

QOpnarne sunuMo pa ce, mayses r. Appell-osor papa, ocranu .

ONHOCE MCKIbYUYMBO Ha KOHBeprupame y odnacrTuMma rje je QyHxuuja
yuudopmua. Ilpuponuo je mehyTum npenern ucnurusame W Ha MOT=
nyno onuwrTe nome Mynrudpopmuux ¢ynrumja. To u jecre npenmer
oBor pana. Ho, momTo cama 3a anpokcHManujy He MOry suiie aohin
y odanp yuudopMHe (PYHKHuje Kao IITO Cy paluoHalHe (QyHKInje
M TIOMXHOMHU, TO- je INPpUPONHO, 3aMEeHUTH MX MYATUQOPMHUM aJre=
Gapckum Qynkrujama. | | 2wt

[Tpumernmo Hysrpen, Aa HU3OBA MyNnTUPOPMHHUX anredapCKux
$yHKUUja HUCY HEO3HaTH y matemarTunyd. 1o no*rﬁpij}qe cam eJIeMeH~=
TApHU oépaaau | |

?gz#Ln(V_—’l)

oo

KOj1 npeTCranmha anpommmaumy norapuTMa nomohy Huza anredap-=

CKUX q)yﬂxuma, n (Vﬁ —1). KOHBEPFMpa&.e OBOT Hma]e yHHtjmpMHO
y 1eN0j oBnacTy ersucTeHuyje JOrapuTMa, . j. Ha LeJIoj jioraputam=
CKOj MOBpIIMHY, u3y3es y z2—0U u 2= 00, Iie. lg z Susa SeckpajaH.

HPBH OILEJBE[K cagpxu ONIITAa NOCMarpama, APYrH OfelbaK
HCKOJUKO CHeuyjanHanx. |

Kao mro Beh ropmwu npnmep nomaayje, KO pasamama MYJITH=
GOpMHAX QYHKIMjA Y ONMTHM oﬁnaCTﬂma wuxoBux Riemann-osux
NOBpUINHA Y HU3OBE CrieljaHuX cbyH_KIJ;Hja, jaBlpa Cce jepHa HOBA
OKOJIHOCT, KOja He MocToju 3a pasue obnactu. Oua ce cacroju y
rome, mTo cy Riemann-ose NOBpIIMHE cOenujannux ¢Qyaxuuja, y

L npernenuo y: P. Montel, Lecons sur les séries de polynomes n y Borel-
OBUM KibllaMa UCTe 30HupKe. | - | |

2 Bupm u Mojy Senewky y Comtes rendus des séances de Z’Acad des Sciences,
Paris: Sur Iapproximation des fonctions analytiques multiformes par les fonctions
algébriques.

]

it W .

b

o L Pl by



3

onmrTeM cnydajy npocTuje nero wro je Riemann-osa nospinHa gate
onure (yHKnuje, TAKo, Nd €€ M3 CHeuujanHnx NGBPINMHA MOpa
IpuGIUKaBaTH, TEKUTH OONIMKY ONuITe MOBpLIMHE. Ta je oxonuocT
HensdexHa, aKo cy cnenujande QyHknyuje, Kao WTO je TO ciayuaj y
OBOM pany, anredapcke dyukuuje, a odnact y kojoj pasBurak Tpeda
la KOHBEprupa, Cysullle KOMIUIMKOBaH, Ha Ou ce MOI'a0 CMarTpaTy 3a
neo jenne anredapcxe Riemann-ose nospuuHe. -

Jlakne, NpBA ONe/baK Hamer papa MOpaMo IovYern ca Hegu=
HUUMjOM jeLHOr HauMHa, Kako Ja ce Riemann-ope NOBPUIMHE jJeIHOTr
HU32 anredapckux ({)yﬂﬂumjé, [OCTEeNeHO KOMIUINKYjy, Na Oa MOXKe
OUTH pey O KOHBEprupawy TOrI' HU3a ¢yHKUuja y [ATOj ONIITO]
obnacty Riemann-ose noppumne. Melyy wmoryhum nefunaunnujama
Haaﬁﬁann CMO HajnpOCTHjy KOjy je U HajnpupoaHuje y3eTH; OHa Iracu:

. Hexa je D ma kaxBa orsopena oBnacr jenne Riemann-ose nosp=

mnse. 3a anreapcke Riemann-ope nospwuie Sp(n=1,2,-+-)

KAJKEeMO Jla PPaHuYHO cajpike obnacT L), aro 3a cBaky 3aTBO=
peHy ofmact A (xoja ce MOXe cMarparu 3a obnacr jemHe

anredapcke NoppumMHe) cajapyxany y L), mocToju HOBOJBHO
penuk O6poj [V, Takas a 3a CBako. n > N, A moxxemo cMarTpartu

3a obnacT nospmure Sp.

[lomohy Te mepunuumje, nomedyra HCIATHBAIbA O - HU3OBHMA

pauuonanunx QyHkuMja M noIuHOMa, yolurrasajy ce Ha jenau 1pii=

pomaH mauuH. lako nobujaMo Hauml rJaBHU CTaB, KOjU IJIacu:

CraB I. ,Hexa je f(Z) onmra ananutuuxa ¢pyuxuuja, D jenna
orBopeHa odnact mweHe Riemann-ose nospunne, a y Kojoj
ie f(Z) xonomop¢ua, udysep y anredapCkuM Taukama rpas=
nawa koju ce Hanase y D u rne je nosormHo pa f(Z) Oyne
kOHTHHYupana; Hexa je D’ jemwa orsopena obnact (Heke
Riemann-ose nospuiiHe) Koja caapxxu odnacr .

Ma kaxo uzadpanu uus anredapckux Riemann-opux noep-

muHa Sp{n=1,2,---) Koje rpaHn4HoO cajpixKe oBmacr 1),

yBek nocroju uus anredapckux dpyaxuyja fn(£)(rn=1,2,---)

quje mospmmne cy Sp(n=—=1,2,---) u xoje xouseprupajy

y yuyrTpaunsoctu obnacru D yuudopmuo ¢pynrunju f(Z)“,

| Ha mameM MecTy npeuusmpamo Opaj CTas, Te HodmjaMo cle=
nehu cras: : .

Cran I’. ,Heka je f(Z) onmra ananurnuka ¢yaxuuja, D jenna
orBopena obnact mweHe Riemann-ope moepumune, a y Kojoj
ie /(Z) xonoMopgna nsyses y anredapCkuM TaukaMma rpaHarma,
KOje ce nanase y DD u rae je mosoibHo na f(Z) dyne xOHTH=

i
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HyupaHa; Heka je D)’ jemma orBopena odnacr (uexe Rie-
‘mann-oBe NMOBpIIMHE) Koja canpxm odmact [); weka cy

Sn(n=1,2,---) Hexe anrebapcke Riemann-ose nospune
KOje rpannyHo canpxe odmacrt D'; Heka cy Ap(n=1,2,---)
HeKe 3arBopeHe odiacTu canpixaHe y 1), Koje KOHBeprupajy
obnacru D, a Takse cy, na ce A, MOKe CMATpaTH 3a
obnacT NoBpwMHE Op .

VBek nocroju Hu3 anredapckux oyaxumja ea(Z)(n=1,2,---)
unje noBpmuHe cy Sp(n=—1, 2, +:) u koje xoHBeprupajy y
yHyTpammocTu obnactu D yuupopmuo ¢yuxuuju f(Z), a
na cBaka yHKUUja @n(Z£) vMma 3a jegune noiose, y CBaKOj
KOMIlIeMedTapHoj odmacTu obnactu A,, camo jemaH Mo,
Yy NPOM3BOJBHO M3adpaHO] TAuKH'.

M3 crasosa I u I’ cnenyjy nenocpenuo, pasuu HoBu crasosy,

ay cnyudajy na je D oBnacr y pasum u nomenyru Runge-os cras:
cras | cappyxu npey nonosuny Runge-osor crarsa, 1. j. 6es npous=
BOJbHOT Owparba 1os10Ba, cras 1’ nauporus, uemmn cras. Ha kpajy npsor
one/bKa NMOCMATPaMO CUMYJITaHO KOHBEPIUpPame y BHIIE OJeIbelnX
obnacru Riemann-osux nospmnsa. '

Hpyru opemak canpxu Tpu npumepa Koju CIIy3Ke UNyCTpOBamy

npsor onemka. llppu npumep nokasyje kako je y ommruM crasosuma
NPBOT OJI¢JbKa CAP>XaHo pa3Bujame PyHKINja YHUPOPMHNX HA JIOrapu=
TaMCKOj MOBPIIKIN, HPYT# NpUAMEp CaipXXd jeAHy BPCTY yOMIITema
Taylor-osor pena, nox ce rpehn npumep ogHocH Ha npodnem ucnu-
THBama QYHKIUje KOjy Ipercrasiba AaTu HU3 anredapckux dyxknuja.

'
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[ lpPpM OderbakK.

1. llperxogma mocmarpama 0 Riemann-osuM noppmmBEama.

IIpe nero wro npeljemo Ha rnaBHy npenMer oBoOr paja, MOpPaMo

ce 3alpKaTU Ha mocMarpamy Riemann-ospx NOBpIINHA, ca [JIegumTa

Ha KOje ce MU OBJie CTaBJbaMo. | |
Hajopocrtuje ce monasm no mojua Riemann-ose nospmute S

onure MoHoreHe ananuTnuke pynaxunje f(z), KOHCTPYKIUjOM T€ OBp=

muue. Cymrana Te KOHCTpykuMje cacroju ce y cneneliem:
[locmaTpajmo cxyn. CBH]y eleMeHara t})yﬁi{uuje f(z), yuju je

o0
omuTy OOIUK, Za (z-—z{,)” (HI{O je z2y—— o0, Zaqz ‘"') rjie je

y=0 y=0
n—1 nmmu ueo O6poj >1 u rne caaku enemena‘r KOHBeprupa y
jeHOM KpYry ONMCAHOM OKO Z,. | e Kpyrose He CMaTpajMo 3a Aenose
paBHU, HEro 3a KpyJXXHE OTBOpeHe oOnacTH KOje Ce pacHpoCTUpy
W3Ha paBHU M CaCTOje Ce M3 N nucrosa.

Youumo npBo, Ma KOjU OBaKaB e/leMEHAT; O3HAYNMO HEroBYy
obnacT xouseprennuyje (y ropwmeMm cmucny) ca K . 3arum youumo
jenan Npyra enemesar, Takas, Jia merosa odnacT koHpepresnuje A’
yMa y [IpOojexuUji Ha paBaH jedaH Jeo 3ajeHUUYKU Y KOMY C€ MOKIa~
najy spenuoctn f, one y K., ca onuma y K’. Cnojmo y Tom meny
K, n K’ u nasosumo nosy obnacr, K,. Ba’rmﬂ youumo jenau Tpehn
efneMeHaT, Takas Jia keroBa ofnacT xounseprexuuje’ K " uMa y npo=
jexuuju jepad MIM BUIE AENOBa 3ajeMHUYKUX, ca K,, y KojuMa ce
noxnanajy spenuoctn f, one y Ky ca ouum y K". Cnojmo y rum
nenosuma K, m K” u nobueeny obnact Hasosnmo K.

H&CTHBHMO oBako Oeckpajuo, apxehn ce cnenefiux nmpasuna:

1. K, i1 vacraje us Kpnu K™, axo 060je crnojuMo y OHUM FUXO0=

BUM JIeTOBUMA ['JI¢ Ce NOKIanajy 1 ¥»b1MXOBse NpojeKiiije Ha paBaH
u BpennocT dyuxuuje f(2); rae ce noknanajy camo npojexuyje,
OOK BpefHOCTN (PyHKUMje OCTajy padjinyuTe, TamO OCTaBUMO
obnacTu ma ce pacnpoCTUpy, jedHa oOnacT NpeKo Jpyre.




2. Topmn_uu3 enevenara Qupana..Tako, [a CBAKW:eleMeHaT

MOMEHYTOI' CKyMna oyne cazipaH y odnacru ROHBepreHuH,e,
Oap jemHor eJleMeHTa TOr Hu3a.

Ogako neduHNpady HA3 SEnaET Kn(m=—1,2,- 1 oﬂ,pebyje,
nospuMHy O Kao rpasuuy, Kojoj Te odnacrTu Texe. Hpema TOME,
Riemann-osa nospummHa uma kapakrep oTBopeHe ofmnactu. [lsyses
anre®apcKuX mavaxa epanara’ y xojuma je GpyHkuumja KOHTUHY UpaHa,

sa cunrynapHe Tadxe ¢yuxuuje f(z) Ce cMaTpa na He npunanajy camoi"
[OBpLIMHY, HEro IeHoj wmehul.:; | L

il
AL
-

WMuma amanmuruuxnx Qyiixnuja Koje cy yHchoPMHe Ha  HEKO]

Riemann-osoj nospmuuun &, a eraHCTHpa]y caMo 'y )euﬂou neny-

noppminHe S: mBUXosBe OJIaCTW eranc*reaume Cy HEKe:': OTBOPeHEe
ofnacTu nospumHe S. Mnax ce u S cmarpa Riemann-oBom ToBp=
IINHOM TakKBe jende (QyHKIUje. ,Halme; Tpeba pasnMKOBaTH IOjaM
Riemann-ose noppuwune 5 Heke ananatuuke ¢pynxuuje f(z), on mwexe
odnacTn eraucrenuuje £: y onmurem cnyqajy, E je orBopena @E'Snac*r
nospuiHe S (y ropmoj I{OHCTP)TKH,H]PI je E=23). 5 s

Jenua oTBOpena oOmacT Heke Rlemann-one l‘IOBpIIIHHe, MO;}KE
ce cMarpaTrv y ONnuTeM Ciyd4ajy (T j. xama mena Meha ca&p}gm’ "o

nMHKje) ¥ Kao OTBOpeHAa oOnacT MHOIMX JOPYIrux Riemann-osunx
noppumna. Y OBOM pany UMajy ‘HapOYUTy BAXKHOCT OHE OTBOpe’He

obnacTn, koje ¢e MOr'y cMaTpard 3a obnacta aaszebapCruz Rie:-,_,.
Mann-osyux HOBPIUMHA. Axo- jenuoj oBakBoj odnacT NOAAMO I-LEH}I"'

melyy, nacraje jenna sarBopena obnacT, KOje Cé MOXe€ CMarTparu 3a

sameopeny obaacm jedne anzebapcre Riemann-ose nospuune. Taxse
sarpopene obnacTy, osnauasafieMo penosno, cnopom A, na hemo ux

YKpPaTKO Ha3usaTu, odnacruma A (ogu. An, ("L), i

Veegumo capna cneneliy medununujy:

Zlecpurauimpja I. Youumo jequny orTsopeny obnact D Hexe
Riemann-ose noBpwuHE M jeJaH H43 3aTBOpEHMX OBnacTH
An (n.ﬂi 2,+++) caapXanux y D, 3a SaTBOPEHe odbnacrn
A, KaXeMO IOa KOHBEprupajy Ilpema OTBOpE’:HO} oBnactu D
(unu ma anpoxcumupajy D), ako aa cBaky Tauky oOnacTu
D nocTojn HOBOIBLHO Bem&rc_ 6poj' N, Takag, Ia ce 3a CBAakKo
n >N, ra Tauka Hanasu y Qn.

Hoxasxmumo cnenehy, nako cxpaT/buBa CTaB:

r-l

1 manka zpanara = point de ramification — Verzweigungspunkt.
? - melja = frontiére — Begrenzung. |




o
C1asn 1.--Ceaka omeopera obaacm D jedne Riemann-ose noep-
ULRHE, MOHCE CE€ ANPOKCUMUPAMU JCORUM NUZ0M 3AIMEOP EHUT,
obaacmu Dp(n=—1,2,.++), kKoOnauMHe nosesanocmu® u uuje
KOHMYpe UMY KOHAUHE OYHCUne.

Zlora3. Youumo rope nomeny Ty nus oénactu m (m=1,2,--)
Koje KOHBEPrApajy odnactu D. Meha obnactn K,, nva sajequmuxux
rausaka ca mehom obnactu D. 3aro obmacty Ky, ako UM ponamo
_H:HXOBE mebe, Te mux cmarpaMo 3a 3aTBOpeHe OO0IaACTH, HHUCY
cappxane y D. Mehyrum, To ce mosxxe nmako monpasutn. peda
CamMoO y TI'OpHOj KOHCTPYKUMjU Riemann-ose NOBpIIMHE TOCMATpaTy
MECTO LeJMX KPYroBa KOHBEpreHiwje, KOHIIHTpUUHE KPYrose Ma=
FHUX nonynpeqﬂm{a na ux ysuMmaru TaKo, na ¢ 003UpOM Ha BUX
oner Baxe mpasuna 1. m 2. ma crp. 5 u 6. Tana he oBnacru
koje oxrosapajy -odnacruma K,,, 3ajenso ca mnxosum Mehama 6utn
canpxane y D, a mcnymasafie ocnm Tora m ocrajie ycjiose Home=
HYTe y rOPH:€M CTaBy. | |

 VBepumo jom cneﬂeﬁy neQUuRUNA;Y :

,Eegf)HHHL[H]G I1. Oaﬁam/mo ca D ma xaksy OTBOPEHy
oBnacr Riemann-ose noppmmue, a ca Sp(n==1,2,.-:)
anreéapcx{eRlemann-OBe TOBpMMHE. 3a NOBPILMHE Sy KaXKeMO
oa epanuuro cadpamce orsopedy obnact D, ako 3a cpaky
3aTBOpeHy obnacT A cagp}}caﬂy y D, nocToju nosobHO BeNK
&poj N, Takas, ma 3a ceako n > IV, A MO¥eMO cMarpaTm 3a
oBmacT NOBpHIHHE Sy .

OpakaB HM3 anre®apckux NOBPUIAHA, KOjé T'PAaHMYHO cajpixKe
naty obnact D, moxemo Ha np. KOHCTpyuparTu nomoliy jeqnor numsa
oBnact An, wmro anpoxcumupajy obmacr D. Tpeda camo yserw
sa S, jenny anredapcky nospumny koja caupxu An. Ilpema Tome,
us crasa 1. cnenyje, na 3a céary obaacm D, nocmo ]u jedan osakas
nu3 noeputuna S, .

[Tojam rpanuunor campikaBama je y NpOCTHjUM cClyuajeBuMa
spno sopau. Ha np., ako je D norapmraMcka NOBpmIMHA, UMaMO y

nusy nospummua pynxuuja | z2(n=—1,2, - - -}, jenan Hus noppuuza Sy

Crneunjanan cnyuaj IpaHUYHOT CafipiXaBama je cajipiXaBame
npocto peueno. Ouo jonasu omja, Kkaga ce u L Moxe cmaTparn
3a oBnact anredapcke nospuiige o, jep Taxa MOXeMO CTaBUTH,

"~y

e —

1 nogezanocm — connexité = Zusammenhang.
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S,=3S". Ilpuserumo jou ,H,a, AKO HU3 noapmuna CHHP)KI/I rpaHMyHO
obnacT D, oupa OH CafpKu rpaRUYHO 1 CBaKy oBiacT canpxany y 1.

2. 0 Cauchy-jesom maTerpany ma Riemann-osoj noBpmimem.

Hexka f(z) osnauaBa ¢QyHKUHjY yHmbOPMHy N XONOMOpPJHY ¥
HeKOj KOHAuHOj, 3aTBOpeHo] obnacTu A paBHU Z, YHMja KOHTYpa C
uma konauny ayxuny. Cauchy-jes unrerpan |

o) =5 [ 102 ' (1)

2wt} t—2z
C

naje HaM BpedHOCTH QYHKIYje f(z) v yﬂy*rpamfboc’m obnacru A,
13 BPeJHOCTH KoOje Ta (yHKInja MM Ha KOHTYpH ...

Axo ce ofnacr A He Hanasm y pasHM, HEro, ako ce, MOKpHU-
pajyfin pasan Ha HexuM MeCTHMa BHIIE HEro jefaHnyT, pacnpocriupe
no mekoj Riemann-oBoj mospwuHu, ouma oopasan (1) ue Bakw.
MebyTus, Hama je norpeSno na npommpumo obpasau (1) sa Taxse
onure odnacTu. | | |

[Ipernocrasumo makne, na je A 38ATBOpEHA obnacTt jenne anres=
6apcxe Riemann-oee noppmnHe S’, a ja HeHa uenortynﬂa KOHTYpa
C uMa KOHAQUHY JVXUHY. SaTum, Heka je f (z) apanuTiuka GyHKIOM)a,
yundopMua u xonomopdua y TOj obnactu A, usyses Hajsulle, y
anreGapckuM TaukaMma rpatarha Koje ce Hanase y & 1 TIE je JOBOJbHO
na f(z) 6yne xoHTUHYHpaHa.

V Teopujn $yHKiuuja NOCTOje CTABOBY KOju Ham ouoryhy]y na
odpaszan (1) sameHuMO ONUITHUM oBpaciuma, KOju Baxke M 3a OBe
onmrdje cny4ajese. |

[Ipe csera mopamo na ysefeMo cienehu HauuH oGenexasarba
npomenssusux: Ilpernocrasumo na ce y usnaramy nocMaTpa HeKa
Riemann-opa nmospmmmna S. Hex crnosa z,7,... obGenexasajy Tauke
GpojHe paBHU; 3a PasNUKy Of IbHUX, OOENeKUMO BeIMKUM CIOBMMA,
Z,T,... onpebene Tauxe nonmnHe S, Koje ce y paBHU NPOjRLMPE]Y
y onronapa]yhe tauke, Zz,1i, ,[[aRne ie Ha np. Z, cumdon koju
y cedm cappxu Mopej KOJNYnHE 2, U N3BECHY HyMepauujy nojes=
nuHuX nucrosa nospumue S. Y Tome cmucny f(z) odenexkasa ¢pynk=
ajy  f(z) anm, kapa jy nocma'rpamo Kao q)yHRumy yHHcI)oPMHy y
HBI{O] obnacryn HA noBpwuHA S.

Axo je pod! obmacTu A paBaH HYNH, jeHO MO3HATO YOIIITRHE
obpacna (1) noBujamo onmax nomohy kongpopmuor [pecisKaBama

1 nod = genre = Gleschlecht
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- - obAACTI-A-Han3secHy~o0HacT v paBHH AI{D POAa obnacta A HUYje

paeaH HyJl, KOHGOPMHO NIpeciKaBaibe Huje Bume Moryhe, Te Mopamo
yHnoTpeduTH APYyTHA HAauMH. Jenau Takas OmTH HAUMH OCHMUBA Ce Ha
[IO3HATUM Ba)KHUM YUIbEHUIAMa IITO Cy MX Y Teopuju anredapCcKux
¢ynxuuja mamnu Riemann u Roch. Mu fiemo nx cxynura y cne-
nehu cras: |

CtaB. Heka je S ma rxaxsa anredapcka Riemann-osa nosp=
muHa. YBex nocroju anredapcka (PyHKIUja NOBpmIAHE I,
KOja UMa ' DATMX MonoBa, ako je camo ' Behe op poma p
noppuuge S. Ta Qynxkuuja cappxu 7' -— p NPOMIBOIBHUX
KOHCTAuaTa, Koje Ce MOry Ha Mp. OINpefuTH THUME WTO

- QYHKIMjU OONENUMO ¢ Jarux Hyna W I'—p-—¢ [arux
xoeduuUeHara y INIaBHUM JelOBUMa IOJIOBa. |

(Bpoj r opnocu cé Ha nonose UpBOI' peAa; HON pena §, Bpenu
s BeckpajHo Omuckux nonopa npsor pena. Kpurnuxe rauke y crasy
He Urpajy W3yseTHy YIOry: npeMa Hasupy yoOuuyajeHoM y Teopuju
anredapckux yHruuja, KpUTAYHA Tauka M-TOr pejna, z2=—4a je Mo

S-TOI' pexa, ako paasuram PyHKnUje OKO Te Tauke [0 CTeNneHuMa Oxn

1 J
— agym = C
(z @)™ NOYMELE CA CTENeHOM s. Cnnuno BEt}I{PI 33 Hy.rle)

[IpernocTaBumo npso, na je odnact A KoxHauyHa. IIpema oBom
craBy mnocroju Ha S anrebapcka QyHKUMja fipomenssuse I Koja
nMa y yHyTpamshocTn odnactn A jenaH jeuHu [IOJ [IPBOT pena y
T—2, ca ocrarkom — 1. VM3 ananuruukor uspasa sa TaxkBy QyHK=
Lujy, ona je anrebapcka U o NpoMeHsbuBy Z, ca MCTOM IOBPIIMHOM

3aro nasosumo Ty o¢yaxuajy, o, Z). Dyskuuja o(f, Z) je
nornyso oxpehena ako crasumo ¢=—=0, r—=—p-—+1, a p nonosa
CTaBMMO Ma Tje M3saH A, Ha Op. y ienﬂjf Te UCTY TauyKy m3BaH A,

[Tomto je f(T)-a(T,Z) xao (i)yHKu;H]a on, T', xonomopdHa y
A ocum y T=2Z, 10, axo popmupamo uaTerpan nyx €, podujamo
naxko 1omohy pauyHa oc‘ra'rar{a, 06paaau

/(2) m—ﬂjf(T)a T,2)dT. _ @)

Taj obpasay npemcmasiva mpaMCeHo yorwmerse Cauchy-jesoe
oopacya (1), 3a ceary KOHAUNY sameopeny obaacm A. On nam
naje y CBakOM Z y YHYTpaUllbOCTH obnacTu A spefHocT ¢yHKUMje
f(Z). Axko je Z umssan A, mHTerpasn je pasaH HYJIM.

Axo cMmo jensoM onpennn GpyHKIUjy o, MOXKEMO jy 3aipKaru
3a cse morylie ¢ysaxumje f, n cse xonauHe obnactn A, ako caMmo

B o
P L r—

i kd mp e~ e b
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ocraje ucra noeplaHa S, a A e odyxpara OCTanux p rojosa by HK=

nuje o, AKo mak TUX p NoJioBa CTABUMO Y OeCKpajHOCT, obpazau (2.

Bpel(1 HeOTpaHMUeHO 3a CBe KOHAYHe OONAacTM & HOBpHINHE S,
~[Ipernocrasumo capa, Ha NpoTHB, 1a obmacT A Huje KOHAYHA.

VY Towm cayuajy Tauxka 'y SeckpajHocTu sanasu ce y A, O6ap Ha jefHOM

nucty nospmude S, AKO CTaBUMO (¢ — 2) a(t,z) —B(¢,2z), nMamo

_ mﬁ‘(,’r) (T, 2)dT =f(Z) — D'm. [,()B,(2,2),  (3)

rae ce 30np OJQHOCH Ha CBE OHE nerepmuuauyje f, 1 B, dyuxumja [ u
8, KOojuMa oArosapajy rauke T == 00, y yayTpamBocTy of A; nomro
To Mory OmTu M Tauke rpanama, TO /M, O3Hayasa Kojera cy peja.
Axo pmaxne xenuMo jna obpasan (2) Baxum u 3a Oeckpajue
oBnacTu A, MOopaMO 3axTeBaTu na odyne By(00,Z)=0, T. j. anre=
dapcka ¢yuxuuja ofT, Z) Mopa nopen HOMEHYTHX ocoBuHa umartu
y T+ =00, Ha OHUM JIMCTOBHMA I'l¢ Ce Ta Tayka Hanasay A, Hyne
pexa m,+ 1 (naxne ppyror pena, ako Huje y nuTamy Tauka rpaHama).
U5 ropmer cTasa o anredapckuM QyHKupujaMa cleyje 1a Takpa QyHK=
mmja o yBek mocroju. Y osoM ciyuajy je camo, ¢ >0, na npema
ToMe Mopamo u I nosehartu, na on ce onpxao ycnos, r—p —q > 0.
| Aro (T, Z) uma ose nyae y 6eckpajrocmu, o6 pazay (2) npem-
ememwa, mpasceno yonwmere Cauchy-jesoe obpacya (1), sa csarz v+
sameopeny obaacm A, rKowauny usu He. Axo je Z wspan A T. j.
ako je Z ‘Tauxa nospluudHe QyHKiuje f-a npomeursmse T, koja ce
Hanasy u3padH A, uHTerpan ‘je pasaH HyAM. | |
| Pasjacaumo capa ofpasan (2) Ha HEKONMKO npuMepa. -
Axo je A xonauna oSmacT y pasuu, 3a S  y3MHMO paBaH.
o je cBaka paumonansa $yHKIuja KOja MMa Nomn npeor penpa, ocrarka
S S

— Z

—1 no t y t—2z. Hajopocrnja Tauka pyoxuuja je 3 ca mboMe
oBpasay (2) npenasu y Cauchy-jes obpasan (1). |

Cromenumo 1 ciiyyaj kaja je A Beckpajua o6nacT y paBHH; Heka
je a Tauxa ussan A. Moxemo craButy, o==(2— a) [[(t— a){t — )],

ve (2) npenasu y, no cebu jacHu oOpaszau:

| 1 (z — a) f(¢) - | o
f(z)#2nij(tﬂa) (t—z')dt' -' | (3)

~ Ako je A xonasna oBnacT, Takea Ja Ce MOXe CMaTparty 3a

7

oOnacT NOBpIIMHE QYHKIHje /z, onpa 3a « MOpaMO Y3eTHh jenHy
anrebapcky - Pyakumnjy, yHudopmHy Ha TOj NOBpWIMHU, CA JeHUM
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nonom npeor pena, ocrarka —=1 no 'y T'—=12, jenuaum nonov y 4.,

- — - i S e A e S e, s e — T N et S I e 4

el . 1 '
Jlako je yBumeru na je najnpocruja Taxsa Qysxumja; o =—=———— ..

T

'nt(i*;l/é)
[Tomohy me (2) npenasm y nosnarn oGpasall | |

1 ) CET
f(z)zznmj f('i) o tt' | _ )
G Vot o o |

Axo ofnactT A Huje xoHauHa W aKoO Ce€ Ha MecTy, Ha KoMe

T n_ | I . : : | .
/@ nma BpemBOCT EIVEL Hanasy jefna Tadyka u3Ba"Hd AN, Koja ce y
paBHI MpojuuMpa y Tauky @, Taja MOXeMO CTaBuTh

Vz—elVal 1

n

n n | s
Vi—ella Z
Vi—e ‘ V"‘ nt (1 —--l/i)
{
Ogum 3aBpuIaBaMo TIPUIPEMHO Manaramhe, kKoje Ham omoryhasa

IoKa3nBamke HAUINX CTaBOBA.

3 TnagHE CTAB ¥ WeroBe Hocaeaune.

Haw rnasuu crTap riacu:

CraB I. Heka je f(Z) onwuma AHANLMUY KA g‘)’ynm;uja, D
jedna omeopena obaacm meHe Riemann-ose nospuune, a y
xojoj je f(Z) xonoxopdra, usyses y ar2ebapcrum maukama
epanara xoje ce naaaze y D, u 2de je dosomrno da f(Z)
6yde xonmunyupana; nexa je D’ jedna omsopena obaacm
(rexe Riemann-oge nospwiure) koja cadpocu obaacm D.

M a kako usabpaau wus aszebapcrkux Riemann-osux nogp-

wuna Sp(n==1,2,---) Koje epanuyuno cadporce obracm L,

yeek nocmoju Hua anzeCapckux Gynryuja fo(Z)(n=1,2,:+-)

yuje nospwurne cy Sp(n==1,2,--:) u Ko0je KoHneepeupajy

y yHympawrocmut o6aacmu D ynugopmuo gynrguju f(£).

JTora3. Younmo jeman Hu3 anreGapckux HOBpUMAHA On
(n=1,2,---) xoje rpannyno cagpxe odbnacr L’, u jenan Hu3 3aTBO=

peaux obnactu An,(n=—1,2,---) cagpxanux y D, koje xoHBepru=

Y gumir 5 (sa 1. crpaun).
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~~pajy-66nactu L, KoHayHe CY NOBE3aHOCTH U YHje KOHTYpe uMajy
KOHAYHE JiyJKHHE. |

| Howro je D C&ILPH{EIHO y D', 10 IOBpPLIMHE Sn rPAHUYHO
cajgpxxe um obnact [), nakie MolxKeMO ojapeauTu HU3 obnactu i,
TaKo, Jia Ce 3a CBaKO N1, obnact A, y3aMorue cMarTpara sa odmacT
noppuaBe Oy,. Ilenokynwy kontrypy obnactu A, nasosumo C,. Ha
[IOCIIETKY YOUNMO jOI jeias Hu3 3aTBopeHux obnactn A, (n=1,2,--)
" xoje xouseprupajy obmactu D tako, pa obmacr Al Oyne cappkaHa
Y YHYyTpammOCcTH obdnactu Aj,.

Myuxuuja f(Z) je yHAQOpMHA M xonoMopdHa v Ag,, Jaxne
- MOXeMO Ha Ty (yHKRU#jYy u HaA Ty obnact npumeHuTn ofpasan (2).
3a nospmuny S’ anredapcke ¢pynkuuje o (T, Z) nsabepumo nospumny
Sy. Mecro o nuummMo o,. Tako pobujamo sa cBako Z y yuyTpaws=
BHOCTH 0Bnactu g :

f(Z)——:%ﬁ:ﬁ(T) (T, Z2)dT.  (n=1,2,--)  (8)

Cn

Ako na C’ﬂ onpe,uumo norogue Tasxe Ty, U CTABUMO

2]‘(7("" on (T2, 2) - 1. )=fnislZ),  (T)
dépaaau (0) ce moxxe nucatTn y OOGIHUKY :

f(Z)_—-Lfﬂ,}L(Z)I | (n:1:21"') . | (8)

-0

a ra rpaHnia KOHBEpfﬂpa yHHq:mpMHo Yy VHYTPallBbOCTH OBnacTu
Lo Ca,rr,a y3MUMO HM3 MNO3UTUBHUX Opojea en(n=—1,2,---) xoju
TeXe Hynu. 3a CBaKo 7 naa6epnuo TAKBO W= ln, Ha 32 CBE MU _>hn

Ly nenome aNA 6y,n,
Ot D < - )
niy, afto 3a fn,“n-ﬂﬂmemo ]cnr .

MO =) <e. GaZyosy (10

[Tomro -oBnacru 4 kouseprupajy obnactn D, To obpasau
(10) 3nauu na ¢yukumje fn(Z) xousepruapajy y yHyTpammoc:TH obnacru

D yﬂuq)opMHO (ﬁYHKLlHlH 1(Z):

Z) Lfn (3a Z y D). R (1)
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Mebyrum, n3z obpacna (7) ce Bunu na je by nruuja fn(Z) anre=

Oapcka PyHKIMja ydja je NOBpIuMHA On =
Tume je cras 1. poxasas.

AKO y IrylaBHOM CTaBy Y4HMHUMO M3BeCHE NpeTNocTaBke, nodu-
jaMo HU3. APYIrUX CTaBOBa. |

19 Axo mpernmocrasmmMo na je orsopena obnacr D, obnacr
Riemann-ose nospurune dyuxuuje f(z), modnjamo cnemehn
cras’: S

CraB II. Hexa je f(Z) onwuma anasumuyrae Gymruuje, a
D" jedrna omseopena obaacm rene Riemann-ose nosputuie;
nexa je D jedrna omeopena obaacm (ueme Riemann-ose
nosputune) cadpncana y D', a y wojoj je f(Z) zosomoppra,
u3ysee Yy ar2ebapCKuUM MAYKAMA 2PaAHArQ KOje Ce HAAa3e
y D, u 20e je dosomno 0a [(Z) 6yde rxonmunyupana.

Ma raro uzabpasu nus-aseedbapckux Riemann-06uz nogp-
“wune Sp(n=—=1,2,--.) Koje epanuurno cadprce obaacm I,
Yeek nocmoju Hu3 aszebapckux pynrunja fo(Z)(n=1,2,---)
unje nogspuune ¢y Sp(n=1,2,-..) u Koje Komeepeupajy y
yHympawmocmu obaacmu D urugopmuo pynruuju f(2).

2° Axo sa D ysmemo neny obnacr eraucrennyje pynkuuje f(Z),
a 3a D’ peny meny Riemann-osy, nospumeny, no®ujamo :
CtanB III. Hera je f(Z) onwma anasumuura dyrnruuja, S
rena HRiemann-osa nospwuna. Ma xako usabpasu Hus
aneebapcrur Riemann-osuxr noepuuna Sp(n—1,2,+-:)
Koje epanudmno cadpoce nospwuny S, ysek nocmoju Hu3
anzebapcrur Pynruuje fo(Z)(n=1,2,:-:) wuje nosp-

- waHe ¢y Sp(n=—=1,2,---) u Koje xonsepeupajy yHuGoPMHO
pyHruuju f(Z) y yﬂympawmocmu uese obaacmu mwemHe
e23ucmenyuje.

3% Axo crasumo D — D" UMaMoO clenehnm cTas:

CraB ID. Hexa je f(Z) onwma anasumuxka @Gynkuuja,
xoaomoppra y nexoj obaacmu D mwene Riemann-oee nogp-
wune, u3ysee Yy ar2ebapCEUM Maukama 2panarna xoje ce
naaase y D, u 20e je dosomno da f(Z) 6yde Konmunyupana,

Ma karo uzabpasu Hus aszebapckuxr Riemann-osux nosp-

wuha Sp{n—1,2,.--) Koje epanuuno cadposce obaacm D,
yeeE nocmoju nu3 anzebapckur gynruuja, f(Z)(n=1,2,--+)

' To je craB L. y mojoj momenyroj Senemmnu y »Comptes Rendus« Hapncne

Axanemuje.
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quje noepwuue ¢y Sp(n=—1,2,.---) u Koje roneepzupajy
Ty @;Hympamﬁm’mmﬂﬁgﬁoﬁﬁmo dynruuju f(2).
Mebyrum, crasurn D == D" uma cmucaa 'y TONUKO WTO OHJA

Ha np., 32 neku non P (yaundopman nnu y anrebapckoj Tauku rpaHama)
MOMeMO y3eTu Ha ce oH Hanasu y D', a Tana je moryhe cmarparn
(eroBy OKONuHy, ako je n Behe on nexor Opoja, yBek 3a RO
nospuwuae Sn. Hanporms, axo crasumo D=1V, P ce nanasu uspan
D’ a raga S» MOXe YV OKOAMHU Te Tauke MMaTH pasHUX Tayaka rpa-
Hama, Oes o03upa Ha TO, KaKsa je obnact ) y Onusunu Tauxe P,

40 Axo sa D’ yamemo HeKy anredapcKy noapmzmy S’y ma cra-
BuMo, Sp,=—23", nodujamo:

Cras U. He;m je {(Z) anasumuura Gyrruuja, YyHUPopMmiia
u xoaomopdra y mexoj omeoperoj obaacmu D jedne anze-
6apcre Riemann-ose nospwune S’, uszyses y aazebapcrum
maukama epanara koje ce naaaze y D, u 2de je 0osomHo Oa
f(Z) 6yde KORMUHYUPAHA:X Y8EKE ROCMOJU HU3 a.ﬂ,ae(fapc;mx
Ppynruuja nogpwune S’, koje koHeepeupajy Y YHympaw-
wocmu obaacmu D yuugopmro gyuruuju f(Z).

50 [Ipumerumo Ha mnp. Ia y TOCHIedibeM CTaBy, O MOXe Ja
npercrasba U nospumay came ¢ysruuje f(Z). Axo sa D
yaMeMo obnacT ersucrednmje pynkuuje f(Z£), nodnjamo Tapa:

cTas DI Heka je f(Z) anmasumuura Pynruuje wuje je
Riemann-osa nogpuiuna, ai2e6apcka nospuiuna S’': yeew
nocmoju Hu3 aszebapckux PYHELUja nospuwiune S, Koje
Kongepeupajy yrugopmno dgynkgujn j(Z) y ynympau-
rocmiL ueae 064acmu reHe e23ucmeHyuje. '

6% Axo y crasy V. crasmMmo 3a &  camy pasal, anredapcke
¢dyHKIMje nocTajy paguonaﬁne n MU Jobujamo cras:

_Hexa je f(z) ananurnuxa ¢pynxuuja yundopmua u xonomopdua
y orTBopeHoj odmactun D, paBau z. YBek NOCTOjU HU3 pa=
HUOHANHUX QYHKIMja KOje KOHBEeprupajy y YHYTpalkhOoCTH

- obnactu D, ynupopmuo ¢yuxumjn f(z).“
‘Mebyrum, T0 je npsu ieo fOBPO NO3HATOT, ¥ Y BOLY IOMEHY TOT,
‘Runge-osor crasa. Hpyru neo npousnasu us upyhux nocmarpata.

4. Jenan cras o anreﬁapcmm c])yﬂmlama.

Anreéapm{e cIJy[iKnH]e fﬂ,(Z) oépacua (11) INTO CMO ra modunu
3a IOKa3 TJIABHOI CTaBa, UMajy y OIITeM Ciayudajy, NojoBa.y obnaciu
D. Ilra sume, dpoj THX nojopa pacTe HeorpaHmyeHo ca 7. Jep,
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nonosu pyuxuyje [n(Z£) nanase c€'y Tauxama Tﬁﬂ) v=="1,2,-<+, un)
kpuse Cpn, KOja nponasu y yuyrpamsmocTn odbnactn D.

Ila 81 OTKNOHHIM Ty, V HEKY PYKY, HEIpUPOIHY OKOIHOCT,
nokazahemo ma m3 ¢yHruMja [, MOXKEMO YBEeK 3aMeHUTU HU3OM
npocTujux anredapckux QPyHKIMja, KOj€é NMajy IOJIOBE TaMmo, I'le MU
xohemo, To npememrame monosa BpMIA Ce CIMYHO KaO Yy JMOKa3y
r. Runge-a merosor nomenyror crasa, caMo WTO je Yy HameM CNy-=.
4ajy, KOj! je onmTmju, uanaraie aysxe: r. Runge-y je mosorpHo duno

1

nocMaTpaTru y Ty CBpXY ¢ysrnujy odnmxa ~;» HOK MU MOpaMO
MOCMAaTpaTu onwry anredapcky GyHKRUM)Y.

Jakne, osnaunmo ca a(z) jenny omury anredapcky (yHKIH)y,
ca S’ weny Riemann-osy noppmnny a ca A jeauy sersopeny odnacr
"Ha O, roe je o xonomop¢Ha m3yseB Yy Taukama IpaHama Koje ce
Hanase y A, u rge je mosospbHO nma o Oyae kOoHTMHydpaxa. |peda
nokasatTu nga ce ¢yaxkudja o(z), 4ujn Cce NOJOBM Halase rie Omio
nzBan A, Moxe y /) anpOKCHMUpATH HH3OM M3BECHUX anredapckux
fI)YHHLLHja 8y(2)(v=1,2,---) ncre MOBpIINHE S, HO -Koje nMajy
nonose, rae mu xohemo (uspan D). C),u ceux Morylinx pewema osor
npoBnema, nsabpatiemo crepefie: |

Axo u3 noppmiaa S’ orcrpaHuMo odnacT A, OCTaje u3BecaH
Opoj, meljycobno onemennx orpopenux obnacru, T. 3. KOMNAEMEH-
mapne obnacTu, obnactu A ; nokasahemo, na gyHruHjaMma 8, MOMXEMO
JONENMUTH Y CBaKO] TAKBOj KOMIUIEMEHTAapHO] odnacTH, jelnad jenviin
oM, Y [POM3BOIFHO Haaﬁ')panﬂm raykama. Vckaxkumo 10 y  cne-
nehiem crany:

Ctas 2. Heka je a(Z) jedna aazebapcra ynruuja, N .
kaja sameopera obaacm mweHe nrospuiure S’, a y kojoj }e
gyrrunja o) xoromopdra, 1 Yy3es Yy maukama spardred,
Koje ce Haaaze y O, u 20e je 0o6omno 0a o(Z) 6yde ronmu-
nyupana; usabepumo samum: Y C8AK0] KOMRAEMEHMADPHO]

06aaCMU, o@mcmu A, no jeony mauky, Pp (k_-i 2 --*,r):
Yeer nocmom rus ascebapckur @Gynruuja B, (Z)
(v=1,2,.-) woje umajy ucmy nospwuny 5’ «uju ce

noaoeu Haaaze camo y maukama Py, a xoje mo;rwepeupa;y-
y obaacmu A, yHudopmro gﬁynﬁ:g,u]u a({Z).

LIOKa3: Jlosomio je ako moxa3 usBeneMo 3a Ciydaj na je
obnacr A jegHOCTABHO MOBe3aHa jep, Kao WTO Ce U3 JoKa3a MOXe
BUNETH, 3a BUIECTPYKO noBesaHe obnacTu Tpeda CaMoO [IOHOBUTH
BUINE ByTa jefaH Te UCTU AoKas. Jlakie, IpeTnocraBumo jaa [ocToju
caMO jegsa KOMILIeMeHTapHa obnacr, na y moj nsadepuMo jenuy
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rauxy, P, (jequny on Tayaxa Pp). Y TOj KOMANEMeHTapHOj obnacTh

ce Hanaze mnonoBd QYHKIHUje, ¥TTO3RAUMKO WX ¢a, PP
Cras 2. dufie Beh onna }15;{33311, xaga Oy/eMo HalllyI HU3 alre=
dapcknx $ynxuyja B, (v=1,2,-+-) xoje xouseprupajy y obnactu
£\ yHADOPMHO ti)YHHIIHjH 0, a MeCTO noia P, MMajy IOJNOBE Y .Pl,
nonosu P’, P”,-+- OCTaBWN HENPOMEHEHN. | |
3aucra, ako cMo Hawm dyskumje B, |, nocMarpajmo non P,
3a csaxy ¢yakunjy B, (v==1,2,--.) moxemo oner Hahn Hu3 3a
koju je u mon P mpemeurren y P;, maxie MOxeMO U3 OBUX IOCIHE[(=
IbUX, OUYEBUIHO, U3BAIUTH HOB HU3

4 , . E | | 11392} 141 Bzﬁ (z2) (v=1,2,--+) xoje
Ly KOHBEprupajy y odnactn A yHU-
2 | dopmHO dyakuuju o(2), a HeMmajy

nonosa uu y P uu y P", Axo

OBaKO HACTaBUMO, ucHpHiieMo
' (D) nocne KoHayHor Opoja NoHaBIbamka
cse nonose, P, P", ... u nodwru
TpaXxenu Hu3 QyHKuMja B, .

Hua ¢ynxumja B,, wmalin hemo
naK, OBako. Y3MuMO Ja je Tauka
P’ npomensuBu napaMerap, Te ra
osnauumo ca U (ogn. ). Dyuxunja
a(Z) je anreCapcka tj))rmcmija IIpOMEHIbUBE U, ca ucrom NOBpIIMHOM
S, re jy osmaummo ca a(Z,U). Onmuwmmo oa P’ po Py nyr L,
KOj! rpojiasy H3BaH AN v He xpo3 monose P, 47 ...,

[IpernocTaBuMo Npso na £’ Huje Tauka rpaHarna. Maabepumo na
L tauxy Pj nopomHo Onucky Tauku P, na 61 ce morao onucaru Ha
S kpyr K, oxo P1, xoju je ueo ussan A, a odyxsara P, Ho HujenHy
TayKy rpaHama (Bumm cnuky)..

a(Z,U)je 3acsako Z y A u U y K,, xonomop¢na, nawie ce 3a
CBe Te BpemHOCTH MOXe pasBuTu y koupeprenran laylor-os pen no

| | | A\
crenennma on U — P1. Ako naxne, numemo aQ‘) MEeCTO S_UE::’ pa3BHUTaK
I'1acH : © . . '
a(Z,U)=_2 5 eM(Z,P})(U—P)*. (12)

Axo nak ;C’I' asumo U—=PF" (wro je nonymreno, jep ce P’ nanasn
) 4 Kl): na: MeCTO G(Z,Pr) OIIeT IHHNUIIeMO {].(Z) 5 ILOﬁﬁjaMQ:

(2) =D P—PPa®Z,P). (13)
. A=0 """ '

e L O e I Wy e g
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Y obtpacuy (13) ¢yuxuuja o pasBujena je y obnactu A y

" KOHBepIeATAN PeN afredapcknx (yakudja npoMeunmuse Z, HCTe

noppmune O, a xoje umajy non y Pi mecto y P, ,.
Homa};{ﬁﬂo na je To HQHBEPFHpamé yangopmuo. Hekxa je p
[ONynpeyHuk jegHor kpyra Ki onncaﬂbr oxo P}, cagpxanor y K,
a KOju CaJpixu rauky P’. Bynayhu na o(Z,U) mopa 6uTn orpanu=
sena 3a Z y A m U y Ki, 10 nom'om opoj M Taxas Ja je za

CBe T€ BpEII;HOCTH [a(Z ) <M. _ (14)

Axo na To [IPUMEHEMO noaua’ry Wmerstrass -OBY penauujy sa
Koeqmumem‘e Taylor-onor pena, Hodujamo

M (7 . p? | .
84 (h': 1)ph<M . (15) |
a onarTie, 3a 4IAaHOBRE péﬂ,a (13);
| | , ek
%(P’——Pi)"a(?t) z,py| < w2 (16)
- _ p

llowro je |P'— Pi| <p, 10 (16) nokasyje ynudopmuocr
xouseprenuuje y A.

Axo je 1Haﬂp0‘I'HB P’ rauka rpanawma m-TOr pena, CTaBIbaMO
U—P =V™ u tume pobujamo y 06HHH)T (i)yH{{LlH]E a(Z b’ —-]—Vm)
IIpoOIIN Chyyaj, a4 U3 \kera pasBUTaK

a(Z)—**Z‘_”A(P —--P’)M[ah“‘z P’+Vm)] .. an

A
aV V=VP;_*P’

y KOjemy je o passujeHa y obnactu A, y yHEPOPMHO KOHBEpreHTaH
pen anredapckux (QyHKOUja MCTE NOBpIIMiie, a KOje HUMajy Non y
Py mecro y P,

Ilocne osor npsor kopaka Tpeda nomahn non us P mame no
L. VY Ty cBpxy Tpeba NOHOBUTH TOpH:€ H3NAraime Y3eBIIH MeCTO
a(z) Pyuxuuje o (£, P1) (onn., unanose pepa (17)), mecro P’ rTauxy
P1, a mecro Pi pnamy Tauxy P3z. Ha T1aj naunn nodujamo passurax
¢ydaxuuje o y JBOCTPYKH pel anredapckux (yHKLUHja YMju CY I10JIOBH
y P, mecro y P’ unu Pj.

Ogpako Hacrasmamo, npemewrrajyhiu non P’ y cse pmame Tauke

- nmanuvje L : P3, Py, ---, Ilocne konaynor Opoja nonasmama mocne=

fiemo no rauxke P;: Tama he a(Z) Ouru passmjena y BHLIECTPYKA
per anredapckux ¢yHkuuja kojuma cy. nonosm y P, mecro y .
[IpeoGparusmm Taj BuitecTpyxu pen y ]E,U;HOCTHBHY rpanuny, moOu=
jaMo TpakeHe QyHKuuje Bi,v.

Panojunh: Anannruuke ¢pysxuwmje : 2
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5. lomyna riaeeor crasa.

cras 2. omoryhasa sameny ¢yurunja f,(z) rnassor crasa M HeroBux
nocnenuia, HapounTo ynpomfienum anreSapckum pynkuujama. Y ToM
CMHUCNy JONYIeH, IVIJaBHA CTaB IVIacH:

Cras I'. Heka je f(Z) onwma anasumuura gyrnxuuja, D
jedrna omeopena obaacm roene Riemann-oge nospwume, a
y rojoj je f(Z) xoaomopdra usyses y anzebapcrum max-
kama spanarna, koje ce nasase y D u 20e je dososbro da
f(Z) 6yde ronmunyuparna; Heka je D' jedna omeopena
o6aacm (Hexe Riemann-osée nospwine) Koja cadpxcu obaacm
D: nexa cy S,(n=—=1,2,.-+) nHere aszebapcre Riemann-ose
nogputure Koje epanudno cadpyce obaacm D'; Hera cy
DNp(n—1,2,---) HEKe 3ameopere o6aacmu cadpnmcare Yy
D, xoje ronsepzupajy obaacmu D a marge cy, 0a ce Ly,
Momce cmampamu 3a obaacm nospuiure S,.

Yeer nocmoju Hus aacebapcrur Gdynrunja @n(Z)
(n=—=1,2,---) uuje nospwune ¢y Sp(n=—1,2,--+) u kKoje
KOHeep2upajy y yrympawwocmu obaacmu D yrnugpopmio
dynruuju f(Z), a da ceara gﬁyﬁxgu]a pn(Z) uma 3a jedune
noaoge, Y CEAKO] KoMnaemenmapHo] obaacmu, obaacmu
An, camo jedaH nos, Y NPOU3COBHO UICOPAHO] FluEU.

JJOKa3. 3a obnactu O, MOXeEeMO cMarpard na Ccy HCTe

‘mTo 1 o"e y noxasy crasa l. Ilpema crasy 2., cBaka anredapcka

byuruuja fn(Z) crasa l., moxxe ce anpoxcnmnpa'rn HEKUM HHU30M
anreSapcknx ¢yuaxumjama f, (Z)(v==1,2,---) ncre nospumue Sn
M Koje y obnactu A, KOHBEpPrupajy yHHUPOPMHO Pysxunju fn, a y
CBAKOj KOMILUIeMeHTapHO] obnactu, obnactu L, HMMajy, cBaka CaMoO
jenan non y nponaﬁomﬂoi rauxu. Jlakne ce o6pasan (11) moxe

zaMeHuTH oOpacieM s
to=1, L.t.@. (18)

>0 Y>>

Axo nzabepemo mehy Bpojesuma v, uus 6pojesa vp(n—1,2,- - )
KOj¥ HOBOJLHO Op3C pacTy M NHIIEMO, fn,vﬂ — @, , oOpa3an (18) ce
MO 3aMeHHTU jelHOCTaBHNjHM, |

t@=Loe, (19)

KOjU JOKa3yje TOpiLH cras.

Ilpema oHOM WTO CMO CNOMEHYJIM Ha NOYETKY npouor Opoja, =
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Canuno ce ynornymyjy.p ocranti cr BQ&.@MT@ CIaBa -

V nobujamo cnenebm cras:
CraB U'. Heka je f(Z) anasumunra gynruaja, ynugﬁop.,una
u xosomopdna y Hekoj omeopenoj obaacmu D jedme aace-
bapcke Riemann-oée nospuiure S’, u3ysee y mavkama 2pa-
nara koje ce nasase y D u 20e je dosomno da f(Z) 6yde
KOHMUHYUDPAHA: Y6EK nocmoju Hu3 aszebapckux Gynruuja
nosputune S’, konmunyupanuxr y D u EKoje romeepaupajy
Y yry mpawrocmu obaacmu D ynugopmrno gynruuju (7).
LIoKa3. Odnactu A, ¢y y 0BOM ciyuajy odnacTy NOBpIIMHE
S’, MoskeMo, ounrnenuo, npeTnocTasuTy, 1a CBaka KOMIIIeMeHTApHA

odnacr, obnactn N,, cagpxu Oap jeqHy KOMIJIEMEHTAapHY obacT,

obnactu D . llpema Tome moxxemo crasurm nonose ¢ynkuuja @n(Z)
Yy Tauyke OBNX MOCHeNHhUuX oénac*rﬁ, 1. j. masaa D . To 3naum na je
@n xonomoppua y D, no Ha Tauke rpaHama y KOjUMa je anM, KOHTH-
HyupaHa, WTO U TBPAW I'OpH:M CTaB.

Hcro Tako moxemo m y crasy VI crasury, na cy anreSapcke
(pynxuuje KOHTHHYnpaHe y uenoj odnactu eraucrenunje pyuruuje f(Z).

Y cneuujanuom cnyuajy 6poja 6% cras V’ smaum, na ce panuo=
HanHe ¢yHxkuuje Mory msabpatu Tako, ja Symy xonomopodue y D.
Harne, Kao nocaeduyy cmasa I’ dobujamo Runge-o6 cmae y nom-
nynocmu. o B

Y crasoBuma V u V', kao n y Runge-osom craBy, morTuune

anrebapcke ¢yskuuje cy yuupopMmHe y obmacru D. Y crasosuma
[ —IVuyl, ro y rnasuoj unje cnyuajt. Mehyrum, ma 1e dynx-

uuje u HeSune yuudopmue y D, HMDak MOXKEMO IOBOPUTH O TOME,
na cy oHe xoHTunympawe y D, y cnyyajy ma Ha CBUM mnyTeBuMa
y D, Te Qyuxumje ocrajy xoHauyHe. Y TOM MOIJEAy CIHOMEHUMO
cnenehu cras:

Cras DII. Heka je f(Z) onwma anasumuura dyunryuja,
S merna Riemann-osa nospwurna, D jeOna omeoperna obaacm
noeputine S KOJ& HW HG JeOHOM AUCMY He calpicu mayry
y beckpajnocmu, jednocmagno je nosesana u poda 0, a y

kojo] je pynryuja f(Z2) xOﬂOMOpgﬁH,a usyses Yy a.mee6ap-
CEUM maurama 2panara koje ce Haaaze y D u 20e ]e
dososro Oa f(Z 6yde KOHMUHYUDAHA.

1 Ma pa je moryhe, xao Ha np., kajma je noppmuHa of f, JOrapuUTamcka
"

NMOBPMIVHA, a 5, , NOBPHIUHA Of V2.




Ma raro usabpasurnys arzebapcrus Riemann-osuz nosp-
wgna Sp(n=1,2,--.) Koje 2panuuno cadposce odaacm D |
y6ek nOCMOJU HU3 Yeiur aazebapckur Pymryuja, on(Z)
mje nogpuwure ¢y Sp(n=1,2,-.-) u KOje KoHgepeupajy
Yy yrympawrsocmu obaacmu D, yugopmuo gynruuju f(Z).
Kparxohe panm, a no Hasusy xoju je yoSuuajen y Teopujn
anredapckux ¢yuruuja y Hemaukoj, nassanu cmo anrebapcke (yHK=
nuje Koje Ompajy Oeckpajue caMoO 3a 2==00 HeAUM anzebapcrum
pyuryujana. Dyuxuvje en(Z) cy naxne xonrunyupave y D.
ZLJOKa3. llocmarpajmo jenan nms nospumna S, u jenan onro-
Bapajyfin Hus sarsopenux oBmacta A, (Mcre Kao y Hokasy crapa
I; osne je meby ocranum, D—=D’). Ilomro je oGmact D jenHo=
CTaBHO NOBE3aHa, M HYITOr POAA, TO jy MOXKEMO anpoKCUMUpPATH
OCHM HH3OM OBNacTH Ap, ¥ jeIHIM HU3OM jeIHOCTABHO HOBE3AHUX
3aTBOpeHMX oOnacTu HynrTor poma, Aj(v=—1,2,--.). 3a cpako n
AOBOJPHO BEIMKO, IIOCTOJHU jefiaH Opoj v, Takas, ma cee obnactu A,
ako je v<_ vn, Oymy caapxaHe y A,; WTaBUIIE, MOXEMO npeTno=
CTaBUTU ga v, OnBa OeckpajHo ca n, He onanaiyhn HUT'Ie,
IlowTo je oBmact A3, campxana y Ay, cnenyje: ca jenmue
cTpane na je gyukumja fa(Z) y A3, xonoMmopgrua, 10 Ha Tauke rpa=
Hawa, rnae. je KOHTUHyMpaua; ca JApyre crpaHe, Aa Ay, MOXeMO

cMaTparyu 3a obnacrt nospumude S,. Jakne, no CT&B}’ 2. ¢yaxmnjy

fn MOXeMO anpoxcumupara y Aj  HuzoMm anrebapckux ¢ynxuuja
nospunte Sn, Koje MMajy caMo jemad mon M To y ©GeckpajHocTy,
jep je obmact A}, xao u A,, konauna. Te anreSapcre ¢ymrumje
Ha3OBUMO, @, (A=—1,2,-.-). DBynyhu na sms obnacru AN
(n=—=1,2,...) xonseprupa obmactu D, 1o wmMoxemo O4YHUIJIeHO
uzabparu Opojese Ma(n=1,2,--) xoju moBomHO Bp30 pacTy, a
id Ca O3HAKOM, @y, ) — Py, Oyne YHUPOPMHO Y YHY TPALIBOCTH Lee
obnactu D,

1Z)=| ,on(2), ' (20)

_ ¥~ O
yume je cras VI pmoxazan.
Axo je y crasy VII, D obnacr y pasum, .onmna u 3a NOBp=

WAHe On MOXEMO CTaBUTU paBaH, Ha CY @n Hene panMoHalIHe
$yuruuje, a 00 cmasa VII nocmaje do6po noswamu, y ¥ 600y nome-

HYmMu cmas 0 paseumry AHALUMULKRE GYHKUL]Q Y HUS08E NOAUHOMC.

Mebyrum, y onwrem craby I’ ysex nuje wmoryfie noctufin aa
pynxumnje @n(Z) Syny wonrunyupawe y D. To ce ommax summ,
Xana ce sa f(Z) ysme jeman eaunTmyan uaTerpan IIpBE BPCTE, a 3a
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D neny Riemann-ory nospmuny Te ¢pynxuuje. OBa je CByma KOHTH>
HyupaHa U MMa caMmo anredapckux kpuruuknx Tauaka. Jlaxne, roerox
cTaBuM nosioBe (PyHKIUja Qn, yBex he ce onm nanasuru y D.

. =

6. CumynTana KOHBepremIMja y BHIIE OJe/beHHX 006acTH.

(CrioMeHuMO Ha Kpajy OBOTI' OAe/bKa HajonurTuju odJuK ITO ra
MOT'Y MMATH CTaBOBM oOBe Bpcre. Kao mro Ha np. Hu3 monmaoma
MO’e y pasHuM 00JacTUMa paBHU KOHBEPIUPATH PA3HUM aHAIMTUYKAM
dyaKuMjaMa, Tako je M ca HU3OM OomuTux anredapckux QyHkrnuja.
3a wux hiemo nokasaru jeqno yonmreme crasa |, KOje ce He OJIHOCH
camo Ha jemuy obnact D u D', mero na sume mux. Mehyrum,
MOpaMoO IOueTH ca THMe, Ja Ha opropapajyliy HauuH yonumruamo u
nojaM rpanudHor cajpikaeama. llomro Opoj obBmactu moxe Surn
- KOHAYAH NN 6ECKOH3'-IEIH TO he ;u,etbmmuwja TOr MOjMa CaupkaTH

IBa Cnyugaja: |

Llegbrruripja II’. Ilpernocrasumo ga ce npexo 6pojHe paBru
OeCKpajHO MHOTO
OJle/beHIX, OTBOPEHUX ObnacT# Rlemann-osux l'IOBp[UHHEl'

pacripocrupe } Ma Kakeux, MehycoBuo

—1,2,... -
D g(“ ’ ’) )}; VOUUMO ]e,tu 3a'r30peny oBnacr

(“ :: 1 2, fF K p
A peke Riemann-ose NOBpILMHE canp}l{aﬂy y DM’ ca
Sn{n=1,2,...) osnauumo anredapcke Riemann-ose nosp-

e, Ba noppmuHe S, KaXeMO Ja 2PAHUUNO cadpisce CKyIL

oTBOpenux obnactu D, ako 3a CKyn Ma KaKBUX 3aTBOPEHUX
(=1, 2 Leym) |

(w=1, 2,...,mﬁ, my—+0o0 axo [N->oo
MOCTOjU JIoBOIBHO Benuk 6poj /N Takas, na 3a cpako n > N,
'CKYT THX OBNacT¥ MOMEMO CMATpPaTH 32 CKyIX MEijC06HO
onebeHux odnacTy nospuuHe Sp. |

| oéﬂaCTH A(“){

Oann CYaB . Koju xohemo Ia HOKa’KeMO I'JACH :

CTas DIIL. Heka ce npeKo pPAsHU Z PACRPOCMUPY MA KaKkse,
mehycobro odemerne, omeopere obaacmu Riemann-osux nogp-
wuna: Dy(n=1,2,...). Ceara obracm D) nexa cadporcu
no jedny omaopeyy obaacm D, ; y cearo] o6ﬂacmu D HeEd
je dama jedna anasumuuka Gyrnruuja ¥, (Z), yHugﬁo;wHa
/] xmomc}pgﬁna y D,, usyses y aﬁ386apc;s:u..% masxama
2PAHARA KOJE CE m:wmae y D, u ede je dogomno da F u (Z)
6yde ronmunyupana.
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Ma raxo usabpaau Hu3 aszebapckux Riemann-osuz rnosp-
e TG O (N ""‘i"%’“‘)‘ﬂmpdﬁmﬂo cadporce cEyn obaacmu
- Di(p=1,2,---), yser noCmMoju Hu3 aa2ebapcrux Py k-
gu,]a: fn(Z)Y(n=1,2,---) uuje nospwune cy Sp(n=1,2,--)
L KOje KOH8epeupajy Y YHYMPAULF-0CMU CELjy oﬁﬂ,acmu

D, yrugopmro odzosapajyhum gynrunjama F, (Z).

JToxa3. Y ropmem craBy 6poj obnacTm Moxe OuTH KOHauaH
wm BeckoHauad. |IpermocTaBmMo nNpBO Hda je KOHAuyaH, paBai M.

Younmo jemau vua anrebapckux nospmuaa Sp(n=—=1,2,-.:)
KOje rPaHUYHO CafIPIKM CKyTI obnactu D] u (u= 1,2,...,m). Y caxkoj

obnacru Diu YOUUMO jedaH HI3 3aTBOPEHUX 001acTh A(“) (n==1,2--)
CafipJKaHUX Y D“, KOje KOHBeprupajy oodnacru Dp, KOHAUHE CY

NMOBE3aHOCTY, M 4Mje KOHTYpE C(“) nMajy konauyHe nyxwuHe. Kao y
nokasy crasa l, Moxemo, ouurnenHo m OBJE NpPETHOCTaBUTH, 1A CE
CKyI o0nacTH A(“)(p*—i 2,...,M) MOXe cMaTpaTn 3a ckyn Mehy-
COBHO oOerseHux obnacTu noapmnﬂe Sh. |

O6pasan, (2) oueBMIHO, Baku M OHAA Kaja A O3HAuaBa HEKO=
INKO OIEebeHHX obnacTy nopBpmwidHe S, 3aTo HaM M3pas:

ZTJF (T)on (T, 2)dT,  (n=1,2,-=)  (21)
Cﬁ@ ; | |

3a Z y obmacrm A(“) nospimnHe Sy, gaje spenuocT ¢yurumje, F u(Z).
Tpancdpopmavujom Tor mapasa mobujamo: mak; “Kao ‘mITO Ce onmax
BUOY, CIMYHO KAO y Jokady crasa l, jeman uus ¢yuxunja fo(Z)
(n—1,2,---), xoju gOKa3yje ropmu CTas.

HpﬁTHOCTaBHMO cana, na je 6poj odmactu D, Geckpajan, Taj
ce Clyyaj Nako CBOJY HA ropmu. Y OYUMO HauMe, anmc m obnacru
DILl (m=—1,2,-..). Axo mu3 anrebapckux ¢ysxuuja Koje KOHBEpIi=
pajy 3a THUX m ofnacTu 03HAUMMO €2 fmal(Z)(n=—1,2,-.-) 10 fe
OUMIVIENHO, 3a OpojeBe RN, KOju mocra Op3o pacty, HU3 QyHKUUjaA
fmn, (Z)(m=—=1,2,-++) xoHBepraparm 3a CBuX 6e:cxpa]H0 MHOTI'O
oOnacTn K CTaB je NOKa3aH.

Axo ce 6poj-obmacTi: Dp CBOAM HaA jenny, nodujamo ormer
I'IaBHU CTas. |

Crnomenumo jenau npoc*mju"oénm: crasa VIII xoju nacraje,
kaga odnactu D\ (p=1, 2,+++) rpaHuye jemHa Ha APYTY, TaKo 1a,
n30pucacBiIM 3a;enﬂuqa:e mehe, cBe sajenHo TBOpe jeAHy OTBOpeHy
obnacr, D', Tana umamo:
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CraB IX. Hexa je D' ma kaksea omeopena obaacm JeOne
Riemann-oee nospwune; Heka cy D, (u=1,2,..+) omeo-
perne obracmu mehycobro odemene, cadporcane y D' ; y cearoj
obracmu D, neka je dama jedna anasumuuka Gynkyuja
I (Z), yiugpopmra u zoromopgrna y D, , usyses y asze-
6apcx:u.»w, Mmavkama zpanara koje ce Harase y D, u zde
je Qosomno da F «(Z) b6yde Konmunyupana.

Ma raxo usab pfmu nus aneebapcrkuzr Riemann-osux nosp-
wuna Sp(n==1,2,-.-) xoje epanuuno cadpoce obaacm D’
yeek nocmoju nu3 aszebapckux pynrunja fo(ZY(n=14,2,+--)
uuje nospwune ¢y Sp(n=1,2,.-.) u xoje xomeepzupajy
Y YRYMPAULILOCTNU C8U]Y 05.!3&61??,& D, ynupopmro 0630-
seapajyfium ynryujama F uw(Z).

Axo npernocrasumo na je D’ 0611&10‘1’ y paBHH, n3 crasa IX

noGujaMo HEIOCpenHO NO3HATE CTABOBE O KOHBEprupamy IMNOJIMHOMA
¥ ONIUTHUX pan{oOHANHUX (QYHKIOUjA, V BHIMIE ONe/beHUuX oOnacTH.




_ JApyTHU O ,tL_efbaH.

1., O npumenn H370:KEHOT IPHANMENA.

V oBom osiemnky usHelieMo HeKONMKO NpuMepa KOji NpUMerby}y
npuaumMn usnodxcen y npsoM neny. Ceu mpoGnemu koju ce Mory
CXBAaTHTU Kao IpHMMeHa TOT NpHHLUNA, MOry Ce CBeCTH Ha cneneha
nBa ocHoBHa npo®nema. Ilpsu npobnem cacroju ce y Tome, na ce
sa pary obmnacr Riemann-ope nospumte xojy ce yauma kao odnacT
xoupeprenuyje, nahe obnux jepuor Huza anredapckux QyHKUUja, Koje
y TOj ofnmacTu MOry Ha anpoKCUMHpPajy Kojy Ouno AHATTUTHYKY
$yukumjy xonomopdpHy y Toj obnactu (u3yses MOXIA Y anreGapCcKuM
Tauykama rpaHama, I'ne je ﬂ,oabmﬂo na pynknuja oyne KOHTUHYUWpAaHA);
UK, aKo je Jara y ©OBOj odiacTu jegHa oapeljena (I)YHI{IIHia, na ce
nabie crnenujanan OBaKaB H¥3, KOjU anpoxcuMupa dami Ty QyHKIH)Y.
Ipyra npobnem cacroju ce y obparHome: Ha Ce 3a JATH KOHBEp=
reiTHE BA3 anredapckux ¢yurnuja nabe obGmact xouseprennyje u
na ce vcnura QyHgnuja kojy Taj HU3 npeTcrabiba.

Hefiemo ce obasnparu Ha mHOroSpojie obpabhene nnn HeoOpa= -
fiene uumennie, Koje ce MOry YBPCTUTH y OBa JBa Npodiema, Hero .
hemo onmax npehn na name npumepe.

[IpBu npumep, Heka CHYXXM Kao HayCTpauuja HEKMX HalnX
CTaBOBa. | |

IIpernocrasumo na je Riemann-osa nospumna ¢ysaxunje f(£)
yalier IMIABHOr cTaBa, noppwnna ¢ynkuuje lgz. Tana je ounrnenso,
f(z)=o(lgz), roe @ o3Hauasa jenHy yHHQ)OpMHyI aHANTUTHAIKY
(byHKunj'y. D’ o3pauaBa Ma KOjy OTBOpeHy odnacT Te NOBpUIMHE.
3a nospmmne Sp(n=1,2,-+) Koje rpaHHUHO CaJpX}e OTBOpEHYy
obmact I, MOkeMO OuUrieNHo, u3adparTu yBex NoBplinHe QyHKIU)a

n

V(z—f-an) (z—bp)(n=1,2,---), roe 3a n==00, OpojeBu an TexNe
nynu a Opojesn b, 6eCKpajHOCTH, MA HA KOjU HAUMH. Tana je naxne
S, NMOBpLIMHA Ca A JIACTOBA U IBE TAYKe rpaHama: Z2==dn U Z === Dy .
HajnpocTnje je nak, crasutyn Tauke rpasawa y z=—U 1 2= 00, TaKo
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na oy 67)13 TIOBpIiiiHa o,n;'[?“ Tl Z) ;e cpymcrmja yﬂmi)c‘vaHa Ha Sy,

JaKIe MOXEeMO CTaBuTH:. fn(z) = R (V_) rae R, ossayasa M3BECHY
pannonanty ¢yuxunjy. OBpasan (11) Tama npenasu y

f(z)#LRn(h). - (22)

Axo je D jemnocraBro mosesana obmacr, mMamo cnyyaj crasa
VII, jep Tauka z== 0O HanazM ce no CBD]O] npuponu useau D. [lakne,

Taga MOXeMO CTaBHTH f-n( )""-P (V—) I‘I[e P, 0o31auara IIOJIHHOM

Te (22) npuma oBnnx: | |
' f(z):LPn(VE). . - (23)

Flero Tako cMO MOMIM pacniofennTH TONOBe O fn Ha nse
Tauke: 2==00 u 2=—=0; oznauusmnu ca P, u @y, nojuHOMe, nMann ou:

f(z):L{ n(I/zH—in[Vl_}] . (24)

2. 0 jexnom yORmITenY '_Taylor-onor pena.

Kao npyru npuMep nocmanamo jenNHY BpCTy paaﬂm'an:a KOj U
yonmraBajy Ha U3BECaH HaYWH Taylor-ose penose. Ha Riemann-ogoj
noppmuan § Heke awannTuuke ¢pyHkuuje f(Z) onucama je jenma
kpy>xHa nunnja O (koja ce na S szarsapa Beh nocite jequor odunasena
oxo cpeauwta). Axo je f(Z) yuudopmua u xonomopdua y YHY Tpaul=
BOCTH kpysxHe nunuje C, OHHA jy Ty MOXeMO passuTu y Taylor-os
pex. Amm, ako. f(Z) *ry HUje yﬂmimpMHa, TO BUlIe HUje moryhe.
Onna ce y ynyrpamssoctan of C nanase 6ap ngse TauyKe rpaHarba
n MU MOXeMO u3MmeDy mux mpelin Ha mpyre mucrose noepmmue S,
Ha xojuma C pume we nocroju. leny OTBOpEHY OONacT NOBPIIMHE
S kOjy Ha oBaj Hauun Mosxemo oBuhm, nasosmmo D .

[IpernocraBumo, na ce D moxe cMaTpary 3a obnacT jenue
anreSapcke nospmnie u na je C jenuna meha oBmacru D (nakne,
fa ce Ha npyruM mecruMa D) mupu peorpaumyenc). ¥ D mexa je

1 YV nocnenma nBa Qﬁpacua cnaza u Y YBOAY TOMEHYTH PasBUTAK JOTa-
pPATMa, XKA0 H.Ppa3BUTIM NCCMATPaHH Y MOME pany: JedaH HAYUH  AHAAWTAYKOD
uapaxcapara Mynragopmunx ¢pynrkumja (CXXX. I'mac Cpn. Kpam. Axanemuje).
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f(Z) xonomopdua, nsyses y raukama rpaHama, Iie je KOHTMHYHpaHa. —r
iz D unacraje nornysa anrebapcka nospumHa o', axo obnact D —
NONYHUMO je[HUM PAaBHUM JIACTOM, KOju ce Haposesyje na D nyx
Kpy>kHe nuapnje C u onaTie ce jeHONMKO pacnpocTupe y BecKpajHoCT.
IIpema crasy V' nocroju nus anrebapckmx ¢yuxuuja ucre
nospuivie S, koHTUHyupaHux y D u xoje KOHBeprupajy y yRyTpall=
IOCTHA Te oénac:'ru yaupopmuo ¢yuxuuju f(Z). llpehumo na cbop—
MUpaIhe jeHOr TAKBOI HM3a y OOIHMKYy OeckpajHor pena.
| QOsuaunmo ca a(Z,U) jenuy anredapcky ¢QyHKUMjY NOBpIIMHE
8, u TO ¢ 0B3mpom Ha 0Oe MpOMEHJbHBE, a KOja MMa HOJ NMPBOT peja,
ocrarka — 1 no Z y Z—=—U, nox ce eBeHTyanHu OCTalH IIOJIOBH
Halase CKyIUbeHu y Hekoj Tauxkn Z—27,, koja ce nanasu y D; 3a
z2=—=090, Heka o(Z,U) rexu Ha cBUM NUCTOBMMA HyNIH, Oap Kao g
1lpernocrasumo na je Z y D. Pauyn ocraraka npumemeH Ha PyHK=
nujy f(U)a(Z,U) naje vam:

Q_%f;(m(z,mdv——f(zwrczo, (25)

rue je ¢ KOHCTaHTa Koja Jonasy o nona y Z,.

Kapa je U uspan D, a(Z,U) je ynndopvua dpynxruia ox U Te,
aKkO 3aCeOHHMM 3HAKOM OOeJle)XMMO OHY HeTepMHHALHUjy KOjy Yy TOj
obonactn npomensuse U nma a(Z,U) moxemo mecto U nucarm u.
[lvmumo naxne, mecro a(Z,U) tama, a(Z,u). Axo jom m Bpen-
nocru f(U) sa U nwa C oBenexumo ca f(u), oGpasan (25) raacn:

3wt |[0EE W — D) fe=0. (6

Oszuauumo y pasau cpenumre kpyra C ca a. Ilowro je a(Z, u)
3a u ussad [ xonomopdua, TO jy Morxkemo passutu y Laurent-os
pen. Axo obenexumo,

0 [ 1
; .
55| (Zra 7 )|| =2, (21)
Laurent-os paseurak rmacu:
a(Zu) = Doz - (28)
ST L TP ey '

s (26) u (28) nd6njamo,




HETT et 3o B gy [ (29
Na ako OBeNexHMo ¢
zni:v!ﬁgﬂdjvzav r=tyed  © )
C
nodujamMo ‘rpaxxenn oOpasal,
f(Z):C—l—ZUmav(Z), N 1Y

KOji BaXXH y YHyTpalllbocTH lene odnactu D.

[loxamumo, kako u3 npernocrasxke, na je ) oBnacr pasHw,
cnenyje us (31) Taylor-os pen. Ilowro ce cama Z ne pasmuxyje oxn
Z, TO MMaMO, | o

f2) ==c+ D a,a,(2). (32)
v=1{)
Jlako je ysepurtn ce, ‘na je nHajupoctuja ¢pysxumja a(z,u),
a(z, ) — —- S (33) -

| _ Ree? B— By
O6paszan (27) naje:

ao(Z) = 1, (Z)=0; a,(Z) = v![(z— a)t — (2, — a)1], -
| | (Vd—'——_‘irzi"')' (34)

nma axo CTABHUMO

c-——ZV!au(zo_a)?—iEcﬂ (35)
_ v={)
4§ | '
il ey,  Beesllord, (36)

nobujamo Taylor-oe passurak,

a

o) = e (z—a)y. (37)

==l

Yamumo jom jeman npumep sa passurak (31). Ilocmarpajmo
Riemann-oBy nospummay ca gsa mucra, A; m A, 1 ca nBe Tauxe
rpaHama, 2——{-1 n z=—=—1, C Hexa je xpyr onmucan na A; oko
2=—=0 nonynpeunnkom >1. D je Tama obnacr ca yHyTpamme
crpave on C, Te oByxsara u nemu nucr A,. 3a a(z,2) nanasumo,
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g - 4
Ay 4|/ D E—1) 1_]/ zo—[—i)(u—i) e
(z—1)(u—-1) o—1)(u—-1)
oparne payyHOM Nodujamo, |
oy () =P, —|—2k yz—1-Jz-1 (39)

v ]u(]/z—fl————-I/z—I—i)M“:lr

roe ¢y A, u k, o,u,pebene xoncranre. Taxo, sa (31) podujaMo
pa3BUTaK 0631511:3, |

v

f(z Vz—1 - Yz 1" '
o =ctit S S S .

~ Ty cy, ¢ u a, xoucranre sasucue on ¢yuxumje f(z), a He
ol obnuka objacry D k n k CYy HaOpOTHUB KOHCTAHTE, CaMmo
sasucHe on D.

p.

O I T TI
-

3. llpumep mcnmraBama Qynxnuje mpeTCTaB/LEHE AATHM HH3OM,

Osaj npumep MOXe CILYXUTH Kao wiycTpaiigja apyror npodnemMa
CMOMEHYTOI Ha IGYETKY OBOI' OJielbKa M OJHOCH Ceé Ha VCIUTUBALEe
PyHKIIje npercraBibeHe rpaHvloM Jaror Huaa anredapckux QyHx=
yja cnepneher, cacsum enemenrapuor odnuka:

M Y

J(Z2) = L Z-aﬂﬂ_."z;’ . . (41)

~

rue cy m n M psa, ma kaxea uena Opoja, m<_ M. Kao cneuujanan
Cliyyaj OBe I'paHHUIe UMaMo IO3HATH, Y Yﬂo,uy [IOMEHYTH pPa3BHUTAK

JIorapuTMa. v

ey Y (012k )1
Axko crasumo z=—=pe", umamo z”::p en T, Te y
obpacny (41) Moxxemo Mecto Z nucaru 2z, akO 3anaMTUMO Ja KOIL

pasuux n, mehycobuo oaromsapajy perepMmunanuje ca jeagnaxum k.
~ Moxemo ysex npernocrasutru pa je m=—>0, jeP ako y (41),

- L
. (9—[~2k1‘t)5
ns 36upa M3y9uMo 2, [mOoWTO Ta KONuYuHAa T. j. p7 en
(kn—F) 3a N==00 TEeXU ]ERHHHIJ,H MMaMO, Ca HEWTO H3MEeHeHUM
ClIOBUMA | | - |

b

=L, et w

n—>a yi=_{
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Ja 30upose y (42) nocrasumo crnenelin nnearnrer :

M v M - ='1
| Za”:’” gl —+Zn}‘ Cn,h(v_z’— 1))t (n — 1, 2, it ) _ (43)
v=0 A=0

On saxTesa na Oyue

M ;
= 2 Na, . i AL b (44)
Cn_,,},. —';z—l‘v:h 5 H.,.v.'_ )\: O, 1,_, . s ,ﬂf ‘

Wz (42) u (_43)“ cnexnyije,

A

fay=_2> |7 enn(Vz— 1", (45)
kmﬂ n—>og

na axo obenexxuMo

Len=4., o=01,..,m (46

n—> o0

MMaMO

f(z) = > Ay (lg2). | 4T

Pasyme ce, na ce mpermocrasma, na rpaunune (46) nodroj‘e
(rapa mocToje u oHe y (45)); mmnauve ums (42) npuseprupa. [awne
KOHBEpreHTHH passurum obnuka (41) xomseprupajy yHudopMHO Ha

11e710] JIOrapuTaMCKOj NOBPLIMHA M IIpeTcraBlbajy IONnuHOME no lgz.
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1 ES FONCTIONS ANALYTIQUES REPRESENTEES

PAR LES SUITES CONVERGENTES DE

¥

FONCTIONS ALGEBRIQUES.

PAR MILOCH RADOITCHITCH
(Résumé)

Le probléme de la représentation d une fonction analytique
générale par une suite convergente de fonctions spéciales, n'a
~ jusqu’ici, & peu d’ exceptions prés, éte studié, que dans le cas ou
- il s’agit de représenter dans un domaine du plan, une fonction
uniforme. Cépendant, rien que. du point de vue principiel, ce.
probléme mérite d’étre traité dans le cas général de fonctions

multiformes. C’est ce qui fait ’objet de ce mémoire. Comme
fonctions d’ approximation, nous avons choisi les fonctions algébri-

~ ques, qui sont les fonctions multiformes les plus simples. La
convergence a lieu ‘dans un domaine quelconque d’une surface

de Riemann. Puisque généralement, ce domaine ne peut étre

 concu comme domaine d’une surface algébrique, il était neces-

saire de définir au début du premier chapitre, une maniére, dont
une suite de surfaces algébriques tendait vers ce domaine:

Dé&finition. Soit D un domaine ouvert d’une surface de

' Riemann. Nous dirons qu’une suite de surfaces algébriques
8. (n=1,2,---) contient d la limite le domaine D si, pour
n’importe-quel domaine fermé A (qu on peut considerer
comme domaine d’une surface algébrique) contenu dans
D, il existe un nombre IV tel, que pour tout n ~ N, nous
pouvons considérer A comme domaine de Sx.
Ainsi, notre théoreme principal s’énonce de la facon suivante:
THheoreme I. Sout f(Z)* une fonction analytique, D un
domaine ouvert de sa surface de Riemann, o f(Z) est holo-

1 z désignant la variable du plan imaginaire, 7 désigne la méme variable
envisagée comme point de la surface. de Riemann considérée.
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morphe, sauf au plus auz points de ramification algébriques,

situés dans D et ou elle est supposee contmue soit D’ un -

domame ouvert qut contient D.

Quelque-soit la sutte de surfaces algébriques S,(n=1,2,---)
- qut contient a la limite le domaine D', il existe toujours une
suite de fonctions algébriques fﬂ(Z)(n—“—1 2,-++) dont les
surfaces sont Sp,(n=—=1,2,-++) et qui convergent uniformé-
ment dans Uintérieur de D vers f(Z).

Ensmte aloutant au théoréme I le choix libre de pdles des |

fonctions #, (Z), nous obtenons le théoréme suivant:

Ipbeoréme I'. Soit f(Z) une fonction analytique, D un
domaine ouvert de sa surface de Riemann, ou f(Z) est
holomorphe, sauf au plus aux points de ramification algébri-
ques, situés dans D et ou elle est supposée continue; soit

D’ un domaine ouvert qui contient D; désignons par Sp
(n=—1,2,.-.) des surfaces de Riemann, contenant a la
Limite le domaine D’; soient enfin A,(n=—=1,2,.--) des
domaines fermés contenus dans D, convergeant vers D et

, tels que N, peut étre considéré comme domaine de S,.
1l existe toujours une suite de fonctions algébrigues @, (Z)

(n=1,2,-.-) dont les surfaces sont Sp(n=—=1,2,---), qui

conyvergent umformement dans Uintérieur de D vers f( (Z),

- chaque @n(Z) 1’ ayant comme péles, qu’ un péle unique dans
chaque domaine complémentaire au domaine A,.

Des théorémes I et I’ découlent comme conséquences im-

medlates d’autres théoréme plus ou moins généraux!. N’en mtons
‘que le suivant:

Tﬁeoremé D' Sout f(Z) une }‘onctwn analytique, uniforme

et holomorphe dans un domainé ouvert D d’une surface
de Riemann algébrique S’, sauf au plus aux points de

ramification sttués dans D et o elle est supposée continue:

Il existe toujours une suite de fonctions algébrigues ayant
3 pour surface, S’, continues dans D et qui convergent uniformé-
ment dans Uintérieur de D vers f(Z). |

Le théoréme connu de M. Runge, sur I approximation d’une’

fonction aflalythue dans un domaine plan par les fOIlCth[lS ration-

nelles, n est qu un cas particulier de ce dermer

' voir ma Note: Sur Papproximation des fonctions analytiques multi-
formes- par les fonctions algebrzques dans les Compies rendus. de I'Acad. des
Sciences de Paris, t. 185, p 1007. Le théoréme 1 du présent mémoir est un peu
plus général que le théoréme I de cette Note.

L@ 'r.i',-"'; =
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A la fin du premier chapitre nous étendons ces considé-
rattons a la convergence simuiltanée dans plusieurs domaines.

Le second chapltre contient quelques considérations parti-
.culieres. D’abord, c’est lexemple des fonctions uniformes sur
la surface logarithmique. Puis, c’est une éspéce de développement
en séries, generahsant les séries de Taylor et dont le domaine
de convergence est un domaine d’une surface algebnque limité
par une circonférence. Enfin, c¢’est un exemple simple du pro-
bléeme inverse: étudier la fonctlon representee par un ‘dévelop-
pement donné (formule (41)). |

Fwyey c




