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J v od

Jistemi ®iii parametri ne zavise gamc od vremena nego
i od prostornin koordinata nazivaju se sistemi =n distribu-
iranim ili rasnoredienim varametrima. Matem~ticki modelil
kojima se opisuju takvi sistemi su najteSdée parcijalne di-
ferencijalne jednadine. Takvi sistemi se javljaju u termo-
dinamici, mehanici kontinuuma, teorij: elasticnosti, teori-
ii termonuklearnih reakeija 1.t.4. .

Tema ovog rada je numerilko reSavanje zadataka opti-
malnog upravljanja sistemima sa raspored jenim parametrima.
Svaki problem optimalnos urravljanjia determinisaonim siste-
mima, a to znaci i sistemima =a rasporedijenim narmetrima,

definisan je :

a) unravlijanjem, kxoje mo#emo 'sami birati 17 nekog do-

il &

rustivog skuna U

b) stanjem sistema, koje zovisi od izabranog urravlja-
nia i ono je obhidno relenje neke jednoCine 1ilil ne jednaine.
T 21lucaju s31stemn sa rﬂﬂporedjehiﬁ nnr&métrimn to ije varci-
jalna diferenciialna jednaclina ;

¢) izlazom iz sistema, koii je neka daterminiscna fu-
nkcija stanja , odnosno unravljanja ;

d) funkcijom c¢ilja :)aiJ, koja skup svih izlaza , odno-



= AP
sno upravljaniz, preslikava u nekl uredjen skuv.

17 8lulsju da je skup vrednosti tunkeije ciljim nodskup
skupa realnin brojeva, zadatak optimelnog uvnravijanja je
nacil ‘
(Ln£ J(u-):"jrp.

U
i tacku u,*EU takvu da J(u___):j*, 2KC ona nostoli.
4

U slul~iju da je skup vrednosti Funkcije cilja iz R
zadatak je nadi , na primer , Pareto optimalne tacke (defi-
nicija 1.1.2 ) ili Slater ontimalne talke (definicija 1.1.1).

T zadacima upravlijanja sistemima za rasporedjenim pa-
rametrima u~ravljanje je obicéno element nekog beskonalno-
dimenzionos nrostora , pa a» prirodno javiin 1dedn zamene
noletnoy zadatka nizom "privliinih' zndntaka u kojima jJe
unravljanje iz nekog konacno-dimenzionog prostorn [5],,
Eﬁ],,[?],[i[],[l?],[i}] . Niz takvih sproksimetivnih zadata-
ka pripada klasi problema mnatematickor programiranja za ko-
je postoje dobre metode re3-vanjo EQ], [153,[34].[33],{:47].

7 ovom r~du razmatraiju ae dve grune nrobhlemn o

a} naproksimiscija nizom kona&nofdimﬁnminih zodrteka;
odnosno konversencija resenia nizs konncéno-dimenzionih z8-
datoka ka reteniu vocetnos zodnrtka

b) regulnrizncija , odnoanc efektivna konstrukcija ni-
za u.neU, romocu nizs konsin:-dimenzionih zadnstzka, ta-

kKvog da uh—bu* 1w nekoj tomolosijl skupa U .
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OpsStim uslovima aproksimaciie poavedeni su slededi ra-
docvi [5],[6],C7j,[,3ﬂ,[371, (2143, dok su problemi regulari-
zaclije razeoirani , na primer, i rodovima EEJ,[}],[T],EﬂiJ.

Sve teorere 1 leme koje se u r: 1 dokoruju imniu ori-
nalnl keérakter a uz citirzne fteoreme navedens su 2drover-
ajule reference. Rad jeo wodelien u Cetiridela.

Frvi de> posvecCer. je oritim uslovima aproksimucije. T

Pt

l. razmatra se zadatag vektorske optimizocije , kade fu-
R"

nkeija cilja uzima vrednosti iz . o) derddiea.gl li.ds6

uveden je pojam aproksimacije no Munlcecionnlu zadotaks vekt-

orske optimizacije. Op3ti uslovi anroksimeciie dolrsoni o

u teoremama 1.3.1. , 1.,1.°, 1l a3, 1.1.4.. U S 2, nev-

R AT
edene su teoreme o aproksimsciji po funkcionalu iednokrite-
rijainih zadatoke optimizacije koje su doknarli Vasiliev
[ﬁ@] il Avakov[%].’U § 3. rozmotrani su Jedno-kriterijalni
clatko konvekuni zadaci. U teoremama 1.31.1. i 1.1.2, doka-
znrl sy poirebni 1 dovoljni uslovi za aproksimaciiu wvo fun-
keionalu i 1zvrsSena j« regularizacija. 7 © 4. navedene su
tecreme Avakova EBJ,IﬁS], » ﬁnroksi¢ﬂciji no funkecinnalu

max-min zadataka sa nevezanim i vezonim skunovima dopustiv-

ih unravljanja.
J drugom delu navedene su teoreme o regularizaciji
avroksimativnos niza ekstremalnih zodataka 1 niza max-min

zadataka , Koje se koriste u tredem i Cetvrtom delu.Dokazi



~ VII-
citiranih teorema mogu se naéi u radovima [?];[j],[dﬂl,
U tredem delu se razmobr. zadate ontimelnos zegrevo-
nia 3tera 33,1223, U § 1. je rrecizno roaktavljen zadstak

e 8 el sneads G s BBoee: Bl i) e S i
EﬂﬁlELELCIJl rwnrszC}fl. L s P BT

">
)
f+)
-

truisan je niz arroksimativreon el B leg nomodcuw 1vnlicitne

diferencne sheme i elemertarnih kvadrais.orih formula 0

. i

SYANA RN HFTiOTiE AErsfeTafe ¢ T 3. DOSVEéEH je lemi

dokazana Je
Tartar-a Elo] koja u prostorima Sobcljeva ima ulogu Taylor-
ove formule. U radovima [?§1,L25] se za dokazivan])e konve-
rgencije diferencnih shems ka uoonStenim reSenjima koristi
lema Bramble-Hilbert-a (4] koja je crecijalni siudej leme
Tartar-a. U sluaju anizotropnih i razlomi jenih prostora
3oboljeva lema Bramble-hilbert-a se ne moZe primeniti a le-
ma Tartar-a moﬁe,[ZIl,[22],[43] . U § 4. se,primenjujuéi
lemu Tartar-a, dokazuje konvergencijn diskretnog resenja

; . .. . . [ l,0 .
ka usrednjenom neprekidnom redenju u diskretno] '{ normi.
Dobijena je ocena brzine konvergencilje O(K)ako ie reSenje

| L H4t . .

neprekidncy zodntka 12 . Koristedi rezultate rretho-

ie da niz dickretnih zadata-

¥ =

dnih varagrafo u § 5. doknzoano
ka aprokaimirne po funkcionriu noletni zadatak. U § 6. izvr-
Sena je regularizacija niza rproksimntivnih, diskretnih za-
dataka. Neki rezultati tredleg dela obj-viienl su u Elg‘ln
Cetvrti deo posvedlen je max-min zadatku ovrtimalnog

zagrevanja stana sa ograniCenim st=anjem [20}
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tavka zadatka i1 konstrukeijo nizs erroksimativnih zada-

ros
+taks regmatroni su u prva dve paraerofo. U7 4 3. dnkazano ie

da niz aproksimativnih zadataska arvrokzirira rvo funkcionalu
RACet ] ZedE ks, Ju oepoyay resmbtaets e geiE e e e ey
A.1.,2.2. dokzazeni su dovoljini uslevi za repulsarizeaciju ro

Trvomn arsunmentu.

Beograd, naja 1983g. L.D. Tvanovid
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Y, Aproksimacija zadataka vekiorske ontimiziclije

ce renvija teoril-

J nosledniih deset so0iins intenzivno

1 voktorske ontinizscije 1 ved vostoje neki rvostunci zZua re-

EJI

Y . T oalutagju vekto-

Savoanje wonalno-dimenzionih zaudnbnka | & 1

rske optimizacije sistema sa rasporedjenim paraﬁetrima "
gde je upravljanje element nekog beskon~iéno-dimenzionog pr-
ostora, moZe se konstruisati niz zadataka,u kojima Je upra-
vlijanje iz konalno-dimenzionos prostora, koiji aproksimiraju
poletni zadatck. U ovom paragrafu razmatraju se neki opsSti

kriterijumi za konstrukciju niza anroksimativnih zadataka.

Postavka zodatka. Neka je noznat skuv ‘/i , 1 neka

i

Lo . Na taj naCin

su poznati funkcionali -/ ;\f%‘fi ?

1 o [ 4
. 1 T I I
E b H
. L] i. ,J '

. ¥ 2 . . :
svaki element - - -~  je okarakterisan vektorom . B A o B

=5 % o : - - ey L
‘n.) . To znadi da se izbor"ortimalnos" uvnravljanja |

. K - K

v E . Ako u "

svodi nga izbpor "ontimalne ocene o

wvedemo neki voredak imademo moguénosnt izborn optimalne oc-

sne u odnosu na taj voredak.

Poredak demo uvesti pomodu konusa _£%ﬁ. Definisimo dva

xonusa | ) *
| K . . i (

o
$

(1)

¥
9
L
(1,
iy
]
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] . e e B & R e
. Sada mozemo definisati dva poretkc | -~ 1 .=~ .Nalme
:
% Sy
:'Ik} "~ . : : = ff-”‘ ‘ - I I"l e . s 2 g riﬁf '
% e ((/ L AT ‘}f &l IN = A B A e\ :
& — V) -
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Za preciznu formulaciju zadatka vektorske ontimizacije

notrebne su nam sledede definicije (na nrimer u [3i1)

T ¢
Definicigja 1. Tatku (¢ IJ(ML: zvacemo sla-

bo ontimalnom Pareto taCkom ili Slater oovntimalnom za skup

i
E L/ ako

: Q.
_ : ! B
L+ T = (4)
i e d K
Definicija 2. TaCku ., ' - - zvacemo Pa-
reto optimalnom za skup - ako
,,-ﬂ- - , I' _ T 1'\, 5 - ) i
YA S i AN e 4 VR (_. (5)
Skup svin Pareto tacdaka za skur . oznaéavademo sa
1 N .- " .
5 . . . - D
l (I)) a skup svih Slater ontimalnih tacaka sa -3(~l>) .
P .'.-" - \ = 3 3 .
OCigledno je da FKJ)}ih“ -Jij) o
Formulacija zadatka vektorske optimizacije Jje : za da-
- : P AP .-.,

ti skun kfcifi i funkcionale “L' ¢ e naé¢i skupove thL))

i1i 100D gde je
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Ovako formuli~an zadatak oznalavademo sa - - i11i
Sleu zavisnosti od toga da 1i se traii skuv N I I R S

Pormulecija niza aproksimativninr zadataka. Veka su doa-

i : - - L o -— " F"
ti skunovi . ST O -y furkeionali ., i,
e | o~
S g g, P . . Naéi skurcve o Dbl ode je
I = .’ ™ K - L .\- \‘]
": il .:: ""\{i L-__-E ot . : _l t_"_"' 11.‘ . .r'l '\T ( 7 )
{ .l""} {' L r\\‘ - Ll P -2, o 0 J h')
_[ - (f-[}'i - ¥\
<t T g | o v o 7 u-lm K._ ) *

Niz ovakvih zadataka oznalavaéemo s2 <., ,s 1li ~_pp
- ¥ 'r‘ﬂ'..". : . - Jii' !
u zavisnosti od toga da 1li se tr~zi skun ‘St Lty t111

o
Treba jo3 definisati u kom smislu niz znd—-taka w1y .

=

f~— s
aproksimira zadatak ~—, . Naime niz zadataka ). @proksim-
ira zadatak --. po funkcionalu ako niz skupova  .uj1lll
SV N ) *-..h,': o _F _ . l b0 5
} (J)h) "konvergira™ ka skupu Mo 111 L, Da bismo

precizno definis~li konvercenciju skurova poirebne su nam

aledede definicije.

Definicija 3. 123, Niz skuvova . -
I | 3 1 4 = 1) 1 ;" ‘ ! f- J..'.., L (F;
' - konvergira ka skupu N U b ako  Aginy bt
4 VL |

rde Je *}1 Hausdorff-ova metrika.

Nefinieidja 4., 23 1leka Je Yk aale 2
N

-adatih skuvrov~. Skup talaka [ b trkvih da noastojl niz

QT;, ¢ /\;, 33 0sSobinom i;hi:kj : a {? ( u smislu obiclne
o - . L LT : |
tonolorsije 1 ;,K} oznacavacdemo sa I_"}f\,i. Sa ;f {f\;,
.
oznatavademo skun talaka jﬁ*‘ii takvih da nostoji niz
iﬁwigff\}xtakav da .{{;;ffi;'ﬁj' U slufaju da je iﬂiékbq::
i L, A



=M skun M\ oznacavademo sa o Low ekl £\

. * = - A 1 : ‘ i -
D2efinicija 5. 235 Skuvovi .7 ... su kon-

e

¥

% fintlni ake za svako ,{i:; - nostojai . . tako da
é ~.. ]

% 5 ;tgti.

%

3

% ~. F - : LJ* ' - o B .]- 'y 1 ¢ ‘
i . P L . o B E e _ : : |

§ D= U (el Dis el =Y - U e i kD

% A& el &> " A L

U sledeéim teoremama dokazuju se neki dovolini uslovi

[ -’ -

za razlicCite vidove aproksimacije zadatka -, . 2zadacima -

by

L

Naime teorema l. daje odgovor na pitania kako konstruisati

niz aproksimativnih zadataka,kako definisati konvergenci ju

niza resenja aproksimativnih zadataka ka re3enju podetnog

zndatka 1 dokaz konvergencije .

?
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: T EBEOREWA 1. Ako nostoje vreslikavania
i
N oot . » ” el T “« !
" = s 4 : - S N TN N 8
| by ‘\\"-r" i_‘\f\t_ L 1*-.-{“" S NS v ooy W ( )
takv. da :
gramEs - ) i 2 . 2 i
nr.-L [\ .-..-_-f'\._"\ g i - ) Iif-;
n) za svako U< p S, Vi Ny, 1 o svnko S bl N po-
3TDJ)J1 prirodan broj Puﬁﬁgh\i varzi
ﬁ:! 'J "'1 g : (9)
A
h) za avaki niz 7. T : - i svako
. . roatoii rrirodan troi oo - T i vasi
{.. -
b o L 1
. PR R : o B g 3 & 1 D
- i ii;‘;l(n;f E : { 1{1"’1 / | L :-"':'i 'i ( )
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N S T B (11)

'i ‘la - . - ' i ] r. . . 1 - T

- a : 1 o '._ = : ' i 2 3 : - L i

rd | | I A LI | ,(12)
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Dokerzs ., Z2a fiksirand i nroizvol jno izabranl nilcz
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; ; ~ .. T 2 wll A ;
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3a druge strane vo definiciji taclke sledi
] : :
. ] F_ ." ; | o L o L
4 I i {\L"*-) Lo ; i : : 1 d
ifi =

( bl
3to znadi , nrema (2) , da za sve talke nagomil 'vanja skupa

lﬁ.:l ” f ) - ' {‘ ' . ﬁ
Y Ly i | ] . : 'r
. it 5 % | F.- S
Poslednja relacija vaZi za sv»ko a na je

.. ‘\‘ - . — ..‘\\ . - ! . !. K | 2. | '1 '! < 1 ’. - : -J: 1 | ..__.' -l--.f.
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! A ¥ 5

g 5 ZH s

& N a T
Lako se moZe pokazati { 33 dn

p—

akydy 33U F

[ - o L '
. . . e L I' . 1 .
Pretnostovimo sada d: nostoldl niz < n;.a}*ni) tak=av
| { b~ P
” ~ - Kl-ﬂ{ R §
3o Coan o by ., Shap - je otvoren Sto

W P
T £ ¥ [ ' r

—_

sn23i da vostoji prirodan broi T, - L HLE M

'

-

tavo 4 je

3a dru-e strane onrem (lo) vostojns bi ¢ takav da

: 3 - = K L] - &
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. L] . - E
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. : ; . b pen P
a2 na osnovu uslsva konfinalnosti nostojao bi - |
) .
] ' P fk ‘Tx\*;*x e 5 L .
211 ffﬁzra;4;;ha \Lﬁﬁn&;. Dokijena ¥kontr-~dikcija dokazuje
: < - ro T - |
(11) Jer je olieledno 7 L o) el y gde Je - -+ 0zZnaz-

ka za granicu skupa M~ .

Da bismo dokazali (12) dokazademo dAn za bilo koiu %tad-

f ] ,‘I"';-‘r‘? “'*-. " v » - -t = . 1
ku ¢ '{--J)Dbilo kXoja njena okolina sede sve skuprove . . .. ]
i,

potevSi od nekog ¥i_ .

Uoéimo nroizvolino ;Hﬁ?~ﬁ'¥*’rk5r} ( ova jednakost se

.

lako dokazuje {331 ) i bilo koju okolinu tadke . ﬁ’( :
| o t o
Tada vpostoii niz taclaka EQJEKU takav do ‘JFZLR]“DJ{Zt%ﬁj3
& Y

l LAY
I

a odatle sledi da postoji W, t kvo dn [.{7(, ¥ N;“fu)(jﬂy.

-

Na osnovu uslova (9) i uslova konfinalnosti zn skunove PWItW)

i {4 sledi egzistencija niza 4 V(T Jtakvog da za 11> N,

R
.I"' e ] r) E ; N (o - \ " r 1 . - .
— wafi Vi i gde Je 2o i 1zabrono tako da vazZi
KJUVK 3 -4 YN Oznadimo sa '» . i eraidRif ) |

™. '

a sa \.” oznaCimo takvu okolinu nule da 'L Lk'. Iz dokaz-

anog tvrdjenia (11) sledi da sve talke nasomilavanjza skupa

- R % 3
}JblE pripadaju ‘:; ,odnosno van skupa ., 11( nzla2zi se sa-

mo konacdno mnogo Clanova niza te J L [ z2a il.-]/1 »pa Jje
£, |

- e

: ! ; Ty e o \ -
‘&f;':: .f"f_'. 1 (.i-)l! } [ 23_l'
{ /
Jednakost ,
i . =:- ” 1 '
e b %= 3 -
. - » ’ ':'" e . i hi -* i | . -’
sledi 1z Jjednakosti ‘'« - 7.4y o 33 . Doksz je zavrsen
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Dokaz.#rmiﬂ.;' fﬂglwfj-ﬂfgfr;rfyl;f : -lih_fa tada 17
uslovi (11) i (12) sledi tvrdienje.

Sada mofemo definisati aproksimaciju o funkéionalu
zadntaka vektorske optimizacije.

De firiecigja 6. Niz zadataka 5$¢Jl ~aprroksimi-
ra zadatak ¢i+3 ako vaZi (13).

T EOREMA 2. Ako postoje nresiikovanja

*fl X \ | Q Co .- ../1,” Vi //
)

J
- ,: T o .
takva da : a) wfﬁj;(;\ i za sveko 7+ .. VazZl
n":, " _ ;H r 'F\. .“! 't , ' | : -
‘LUJ,‘-' \ --.L_”:,L\ﬂi.tt IR *igl';_ & o M (14)
Yy —o a\.:, _
v e . & ; . - iF B g . iz
" ke Ty g, : . , (15)
tr{;.l’b: \ 3 ) \ \‘ﬂ k {‘(-\rr\;\\' oo l'pl :-. .1 4: . . ':H A

yl—2 L2
“ e = . -, ""-} B o it i 2 . v
i skurovi PUiti T, IWRdi 4, su xonfindlni

tada

| o - : ' W Sl : - fL i . " - - .
L-..#f 1 | ; , Tfl"' th‘ o & "‘ L o l. - (16)

| St i Y,

- - .

_'I;_r;)) z ¥ oa. T (17)
Do k a z . Prve dve inkluzije slede 172 teoreme 1. na trebm
joS dokazati roslednju inkluziju. Pretnrostavimy da posto]l
Lz %, = 0r. L H1Z jzh;ﬁ ~;;=itak3v da :__ s o=, L
fada vostoji niz -/, takav da ~,3f oy ! na iz

5%

uslova (15) dobijamo



HE o PR ET Say TP PP T

g r 2T

-y

e PO gy ileuirant e P e PSS L A T g e, i L T PR Ty R a1

=t AT ke LT o el o o, Py

g
:

, _ i r' f.‘-._" L : \ | PR
L. 5 iﬂr";‘ K - - *.. - i_ ( e e .

| N 1
N { ' J
. i . ] - o & i o S iy
odnosno {ﬁgﬁ jer je 10 zatvoren skup. kako je 33 -~ 0=
ll. -—

ST U 1D na osnovu teoreme 1. sledi dn ghe - .Tako je
(15) dokaznno. Uofimo sad~ proizvoljni niz .. - -~ %akav
d2 . — ‘. Kao i kod dokaza nrethodne inkluzije siedi

R S
da & L odnosno LS iy, . Ake je sada ! oroizvolj-
4 {

-
-

- --"'I‘I

na tacka iz - tada za svoko =< 72 wostoji - .. taks dn

!::?h=~ fﬂ T T Sto zajedno sa uslovom (14) daje Best R W T

T fEl {q{\\“) = (.. (¢, 2 prema definiciji 4., sl-
v | j o = 'S E A

edi J;f,{j.th odnosno i) ¢ Ly . Iz dokazanih inkluzija

TS s wmrn 8] a?ix; 1™ sledi (17). Dokaz je zavrsen.
L el 0% 0T s g R A
U glededoj teoremi dokazani su neonhodni uslovi & -an-
~ | ~
roksimacije zadatka Ao nizom zadat~ka -;,.
Definicija7. Niz zadataka < . {, —aproksim-
I~ - Ut b S Ty
ira zndatak ~. ~v ako niz ‘(‘im-ﬂ—konverﬂira ka.-iﬁji).
1," .
= E . e T
P EORGEMA 3. Akd su skupovi . i 0, onbun by,
konfinalni 1 ako niz zadatﬁkahthﬁnrokﬁimirﬁ zadatak J o
tada vostoie vreslikavanga %o B =g e il e .
an 8

'~ koja zadovoljavaju uslove (9) i (lo),

—y
L]

Do kaz. Za svako (. rostoji , na osnovu uslov: konfi-

nalnosti , ' .- “takvo da - .t . . Iz uslova teor=cme

(
: . : : i ) : 4 S .
sledl egzistencija niza . . takvos da . 7 . 3a dru-
TR y T _ . JEEP N
ge strane postoji niz tacaka < v v o tokvih da ey
i ”:"f:"

17 . 2 T
" e Ny ==y jer je l1:, zatvoren skup.

i Nl o e,



s G -

b i f“'" |
Definisdimo preslikavanje "N, nAa 3lededi nalin B o o e

’ r o ] 3y
s Zal u-} = Ll ,gde Je (), nrethodno definigszn niz,

i poka¥imo da je ispunjen uslov (3).Naime

= .I’.-: ', 3 rr - .r‘ ; . ! ' / r" e 3
) i E e r t.{ ..'Ii \!-._. | T i : i \ i,* ; . . .- . . ; .I-ﬂ i &
weheg g d= O = 4 ¥ u'h T T L ¢t e B v 3 i = Raske
sdakle sledi da za proizvoljino v v nostoji ¥ - tako
b

i ' - J 1 ‘. . 2
da i"/“j [ll)}-~ S

|
—LLﬁx\-*\Ll “

3to znadi da je ispunjen uslov (9).

Dalje, neka Jje UL Gluyljh:h/prolzvolanl niz. Na osnovu

. . . . . e 'r : -“J"'r 1 »
uslova konfinalnosti postoji niz tncaka ;hfxﬂﬁﬂwfltakv1h da

'jb{“”liiltuﬁiﬁ:C) . Iz uslova teoreme sledi egzistencija

niza tacaka ;j“t: L[j) takvih dn kt*’*@Wamf “\ C) a na

1 e’

B e T o S0 T By s % : N LTA VR S
osnovu definicije tacaka ftilpGStOJl niz L[J takav da
-

je -«EJ.HI L’J(‘,ZLHHB —g‘(h}): O

¥\ — 0O

~ . . T ' i -~ . : i !
Definisimo presllkavanJe dFiq na sledeé¢i nacin V&N

Ptz r____‘.-q--. A . - {'\r\\ . i X
.;p ’n\ $L( , gde je W prethodna definisan niz,
i pmoka¥imo da je ispunjen uslov (Lo). Ma osnovu jednakostil
L o _’u“ s . W . [ T

sledi da za 3Vako yféiiﬁffx‘ postoii - . t)tako da vazl

relaciia (lo). Dokaz je z~vr3en.

NDokazimo jo3 jednu teoremu o dovoljnim uslovimn za

: F L .

[\-aproksimaciju zadatka - . nizom zadataka ~-yip -

, oeple |
TEO0OREMA A, &4ko su skupovi ‘. ), U0 ) kompaktni
e i : 2 I

4+ oo i ... ,°~i%i . konfinalni skupovi 1

5 j "
tada niz zadataka 4 5 } aproksimira z.dstak - ako 1 samo
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o vrostoje preslikavanja
G T TR _r""*._ Y A _ “~ e .":
| kFH* " \ 3 A | !\\-.'l\. e X --‘-\u. : _ \IL‘\ ' ' LA PR \1‘
¢y @ meig) hew %! il

+a%vn d- su isrunjeni uslovi a) i b) teoreme 1.

% 30 k az . Twvrdjenje teoreme sledi iz mnoaledice tecreme 1.,
%

§ tesreme 3. 1 dinjenice da je

H foo TN \ T e S U — - r : ' _‘.--'T C o w F_;,f“i“'; !

- 1

23 i .Dokaz zavr3en.

e

Y o : ! N —
ako su Vcikqﬁi ELJX)kompaktni skunovi

o
Teoreme l.-4. omoguéuju da se ispitivanje zndatka -~ .

F o

svede na isnitivanje niza zndat~ka . ., nod uslovom da znamo

i""""'-.hr

da konstruisemo preslikavanja }”L\ i ... .+ Na primer , ako
je u pitanju problem vektorske optimizacije sistema 33 ros-
poredjenim parametrima a funkcionali imaju neku neprekidno-

st onda se 2z~ niz aproksimativnih zadataka moZe uzeti niz

P ook et T 1 R e e Sl ol i g e i S P A AP T A gt A e g o

zadntaka vektorske optimizacije sistems koji se opisuje

F

.i | :
odgovaraiudum diferencnom shemom a ., j¢ "nckl onornior pro-

. and A3 : TR » £ g TP P
durenja [32] a (|, neki operator usrednjenjn 320, 41,44 |
Resavanje arroksimativnih konacno-~-dimenzionih zad~taka ,na
koje se svodi poéetni zadatnk , je takxodje teZak nrobtlem

-

koii se u poslednje vreme sve vide izudnva o T 1 4

R

navede-—

na je opdirna literatura po ovom ritinju.
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b e eyl e, b b P, I e A L o] kel et Wl H e T O b ch R e et o et e

w B e
§ 2. Aproksimacija jednokriterijnlnih zadatok:
ovtimizacije
J ovom varagrafu citirzcemo neke teoreme O onstim usl-
ovima anroksimacije o funkcionalu jednokriterijalnih zada-
taka optimizacije. Dokazil ni%e navedenih teorema , koje su
Jokazali Vasiljev i Avakov sledeéi ideje Sudaka 15),161,t74

mocsu se nadi u knjizi U8l. Koristidemo standardne cznake 12z

radova [7J,[43].

\V N

. 1 - . 1'-. r; \1‘ o 'n._-_..; . "
Poatavka zadatka. Neka su datl S<£uTOVL .. o 0 Wl

o 4
. Lt
vroizvol jne prirode. Elemente skupa_fx.oznacavaéemo S0

—— i . ."_ F .-_.-; ., '{:-—') -u(_
: | - . » l‘f: = k 1 c”"_ 4 i !’_;_ - A '-,_.-’1'_1 i
a elemente skupova ,ﬁ;h sa LI\, .Neka je /7 A ;
- ) '." . . 2
-— . ) .. ST I!l . . 1. . . | .1 - j i . . : &
C;}\M AN . Punkeionali VO, et .-L%),. . definisani

s

e e
s na (LJ;L, &,EJ.... respektivno.

',

7adatak je nalaZenje

L

. e e - |
Zivlk T (1)
10 - -\_,r § |
2 niz aproksimativnilh zadataka je nalrnzenje
b T Twag } s (2)
i b s W A W 6
Ve N | ,

|
et b I

Lr

De finicigja 1. N1z zadatrkn (2) aproXksimira

no funkcionalu zndatak (1) ako

(3)
K ' ~~I \'. _\,1‘! 1 xi{__ £y
AL T b g Li\ 1 { o
- P 5 | % } |
gde je 1. = SN AN TR I Y 5 b
o

vanomena. Lako se moZe pokazati da je aproksimacij= po fu-

nkeionalu ekvivalentna i —aprokgimneiji , definiclja 1ak.5.
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TEOREZMA 1, 48 2) Niz zadatzka (2) avroksimi-

ra 1o funkcionalu zadatak (1) ako i saro 2ko nostoje presl-

7 » —_— - -

T ' - -‘1. r.] . -.-rl
ikavania iy T\}«"“% e y ANy o N -~ e take da

ro \ i

ey . 2 . -"'II'“.'-.-N'L B B d -~ i
l) 78 SV2KO LL"C':L Vazl L\-,!._I*]k_'” ;L.'}]{L:J'u'l

i
.‘r -

£ .' bl _,_L_ih'\\u___\"
].F‘i, SEdE [ Tmedd

2) za svako Fﬁ} (:\J azsi EﬂiﬁwfuléiJ;aii-ﬂ¢ i

za svaki niz

b) Ako vaZ%i a) i postoje nenegativni nula nizovi

W N A o i ol e 3 e ]
bt
h.-r"'-“-\J

‘{ i .1 . P "T'T_ .
E;”ﬁ takvi da za svako U\ vaZi

i

._{-H(Gbl L{\\ ‘;1,‘:'1)"! RNV i}" - (6)
: i za svako (w7 €L, vaZ
| :]C%%qb:uCBMY) ”F£¢1Q:1*51;y;ﬁl,r b, (7)
tada vaZi ocena

7 i o ‘ o g L"} : ) 8
m--‘\ . RS '\i‘g "l-.j}’( - f‘«"‘} ' il _."f‘--'}r. - ( )

—r PR - . r
I o T e \ | = VR el « = (B (g)
L Y4y ‘uL“}né <y g r.i-i’;? &
- d - ]
tnda,ako vaZi a) sledi Covr JCP, U e Hﬁ'ﬁ) = i

a ake vniZi i1 b) tafna je ocenc

[F : .o ! ' S . : .
: .1_.-— - : t r'!' I ‘ ' 1 ( LY A .-' ¥ e ‘ -u }
e ”a‘wlLLLJnE})ﬁhuﬁé‘ﬂ“lﬂ ‘“'3,W!"r%'-f(lo)

Sl

Dokaz . Tvrdjenje a) direktno sledi iz teorema 1.l.l. 1

1.1.3. za = { . Dalje iz (6) =ledi d» za svaks “(C L

-t e -'ir"' 2 \ 1
: oy oy ARG S L8 b o

0dnNoH 3N - b ) X =~ N it 'I,"u.: [ FOEiE




e ek RS PR

e el e A g I T AT iy ot | AP e S . el it et e = WL 1 L (1P o i R e L L ' -

vl e fara

- DB o
1 iz ocene (7) imamo
2 = r TN L . ' = 1
' SRR L \y |
- e 1 e i i - | v L | ! 7
. Yy i i Y, L4

odnosno

; i = g o=

: e | - : Y= . L

' - — i v - : . o 5 g L T

l"u. %—4 "-r-lll—-",' r'l '—:l‘;-- [P ’ ( l 2 )

T= {11) i (12) sledi (8). Dalje, iz jedunkosti

C

:-‘:u]kf Nkl jrea‘g) \J‘# Uvmlunﬂ) -Lﬂk "fl-l} I.,,kl':lh‘r' "-inai'li*i'}r'“'-'"'

(

vomodu (7) , (8),(9) dobij no ocerm (lo).Dokaz je zovrSen..
. . > -3
Yongtrukei i vre=likaveor je tvr LWV, 82 0soklnamg

g
“ttu;ﬁunjduu\ LLF\L'Lﬂi ,wﬁuae cesto vrlo slozena ili ne-

mosuéa. U mnogim zadacima mogu se relativno prosto konstru-

Walat

»
isati preslikavan]a %kx i \xiy ali sa osobinamn

. “.‘ R = T T - ..-:-w C i . - - ’ L_‘ : -.'t
: i ; - - 1 } } E T J— i .-'-: .r"lll"I . /
1‘\@1(, _,-—’Lt) ke ™ J NN 7% TS “ 4 P 48 e \/ {?;de 5 \" ’
k’;l—.i - - + » B ol - !-h T_ .i-“ 'r-_- w [
., neka prosdirenja 1ili suZenja skupova y o U takvim

sludajevima moZfe se iskoristiti sledeca teorema.

| ol 3 “ . y
TEOREMA 2. [48] Niz zadatnaka (2) aoroksimira
po funkcionalu zadatak (1) ako i samo ako za neko S
kR . I y P U
postoje familije nepraznih skupova i S L W P
f y gl ke ' . . | N S ';.J \ ——b -_.'L‘r
za L ~7~I,. 1 vreslikavan)a g . 5 sletd | .
i - - = 'E"-.
. . SO R s " . A Ak A = el Sl .
takva da je funkcional U} definisan na W LS )]
1) za svnko - s g B WOFTEOTL, 1 s ' e tako da vazi
- _'_"T' T 2 '“E
ot mey, 20 VG 1it\uf i v Y, 1 zo svako fiksirano
W R I B SMAKD He U vadi
S A L g 0
N :i"’ ks _L.,.r\’:_k}-\wl :k] Il (13)
Yi Do -

S iy r . : . . ‘_; F_..-.I ~ IH:‘. - P .i
2} za svoko % .o postoji v s tako da Y, Ll



- 1A -

b

- .-‘*-'ﬁ. . . - . o ' _.-"]1’ Tl
svako[ﬁJﬁb{vﬂl n>rl, i za bili kikav nizg Uit "ag & 7 VOl

ﬂ_.i,_;'f.\j_l;" 'i___i (14)

S e -:"H-fw?“:':’ﬁﬂﬁ"
I
1
»
[

1) vale nejednakosth

A TR o
oo & B \ " x

§ SITA S 2 I : {'[i:} ¥ o e (16)
gt B o

U slededéoj teoremi voknzuje se mo-udénost ocexnoe greske,
TEOREMA 3. 48! a) Niz zadotaka (2) aproksimi-

ra po funkcionalu zadatak (1) ako i s:mo ako mostsji niz

-

r"_ﬂ*-‘-r - . . . f‘} ".- —
nenraznih skupova (; 4\1 knw}l rreslikeovanje “kur,xx. L3

f.‘-_"‘ ll..:.'.‘
1 ..k}] X_ tﬂkVE dEl je {11-11'1:":';:5_“11?} 1.:11-"\!' e j_j.illi_:-.;_-'"r} na

’U‘U(U Urén) 4

n=
1) za svako ZUEEJ vaii Kmp[“]‘ 'ri?: NC M i

e L Rl et e ity R A Y « ol 1 IS L AP A e TR D - - - L e wfReT e o

m
\._.-.-_
T -

4 el

* = =y ! -
i P Y , ;
"‘--' ..:':' .- 'if'! b= ey L] .I. 5 : N .‘\_n
2) 2a svoko L, E U vaki ) codh e TRV
ot ’ v - _ '
aan 1L . | |
L. I O LS S l.f*,,,., i ! L. I
L ‘h-.'!"‘tlt b ! .
) - ; .

E e CY i :

b) Ako vaZfi a) i postoje nenegativai nula nizovi /7, ¢

e )
' . % ‘ . .
x “_ } i . o 3 ¢ k - : T . ‘ L - ‘.. :
Uy !}3}1f takvi dr 7 nwvako e s iy
*I I!(""\‘ ’ , ) i
L”kahﬁift}} ey (17)
-y ~ - \ r ;"!- | \{' (18)
x'{\h"y'}kh_’__ﬁf EPTER SN I
7~ N f - (1 (19)
LS I".\- . :- b t 1 .
tadn e
r ) : . T ;
o v h}'f}"l = i { o ﬂ--.‘ ! o

LR e LR T 1T T T R TSI T ] -
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§ 3. Anroksimaciiz g onblko=Konveksmin 3 o0 0bn

jednokriter Ll ic 1w artlwiga gl e

U ovom var=grafu rozmatra se specijalnl sluce] zadatk

1.2.(1) kada su skunovi SN Ui 2 B Wl BasEnyr] nrostorl
_ o |
o funkcionali «¥ s g & & B . difercncijabilni konve-

: - : : ‘ | :
ksni funkecionali na konveksnim skupoviia Nog v R, Pap e
Toovon sludaju uslovi aproksimscije o lunkcilonalu,«<o)i se

dokazuju u slededim teoremama, laksi su za vroveru.

ad -

TEORTZIZIIN A 1. Heka je_)\ hilea2riov prostor a
3 : - . s W s .
Efg;sﬁ je konveksan,zatvoren i ograniCen skup , 1 nieka je

s Fer (T . . 5
funkcional ;]rxg'*ab\ konveksan 1 diferencijaobilan u Fre-

T : N - .
chet-ovom smislu na LJ . Neka su dalje . N¢, -t " zadatl

hilbertovi prostori 1 [@*-§R}¢;gju su konveksni,zotvoreni

- o

i ogranideni skupovi a i ., " su konveksnl funxciona-

-
—-e——

-

1i diferencijabilni u Frechet-ovom smislu na Lf;x i

F

b . '.
-
L]
| n T | ]

:k\“"f" \ n=i2 . takvi da o it d v ivaze uslovi
- —, i," 3 = 1

F

oy

e ; - k L : - 2 :
1) ey LT e, e (1)

za svako LMty A, Gy o 8 e e s

2 o {0 s
2} za svako (< A\ wveil

.-.l. - T‘ ’ ”~- r L
- r | I- . ' ’ h : , ﬂ .
1|| : } h I | :r Lo A {1_ 3 Ir’ - E 'F.T 1 II i ( 2 )
. - ! s 1\ " e dp— ||. -‘I ".‘. Il'!-.-— ‘. : L 'I,I . ; ‘ L] - .‘.l'r

5
T TR

3} za svako 1L§:}\_

~ . r } r, ""'-._‘ -~ . . ‘\ K '.' f"‘.", ( 3 )
' R oL BRI Y R ]
JI""--. { 'S :’ ‘F L :. ' ‘1' Y T 21 13 (‘ ' / i, :} 1. 1\.1 p S

.

PRSI 5



W pa e L

¢ AN s R ) gl sgw e P g B
LL; i'} S k\_ .]fL.-,,i (AL L¥l'\. L | . : W B b (4)
5 :‘:""._‘: e
ada
avl ) L. (5)
LD
o [
b) Ako je LPJl,.&© ‘. takav niz tocekes da vaZl
~ | . i : :
; #ipgp;jc;;”,ﬁ—gh gde ie &,, nenegativun nulza niz
- . iR e : -

r Hl T D
A C ) --\—H\LU ~-L1'*ir]'.-':\ T (6)
S ~

. . 5 5 i-'] fepm ™ . .

i sve tal®ke nagomilavanja niza !nii" -} ,u slaboj topolo-
- ," Loy ""' ] N | - .— . : % J_Ir .’ i _

giji u )\_ , privadaju skupu Kﬁg- foﬁ ,wﬂg}tan,.ﬂtug :

T

c) Ako vae tvrdjenja a) i b) i .7} je siabo neprek-

idan funkecional tada

C L) N hﬁLLD]hiﬁ fom e (7)
i 2 0 |

S o

i

Do kaz. a) Kako je[u’ zatvoren, orranicen i konveksan

= &l
1
!

skup on je slabo kompaktan EEdea ., je konveksmrn Ffrechet-

diferencijabilan pa je slabo poluneprekidan od~?zdo 591)1 !

-y -y

dostiZe infimum na - ‘A7 1 . Neka je sada ‘gt t#f\Km#

tada na osnovu uslova (2)
%

"
Sk

,.-’ :r LT A 3 T* ; vl B2l s s W
Do L) - Q)0 (8)

Y
r ) - » o - e S -I f I rIr
Na ognovu i=tinh rasudjivanja moZe se dokazatil ;“'hwwflkﬁqg.

) - .
Dalje , S - IEOR TS L T P
q( 17 ”1\ T ¢ T " ' A \} ~
. : 'L:' v b L th r - ' "-.‘.( i : r—-L -yt : -
. 1\..&;.\1 : L-_'"i "'_' - j. oy . "..' ¥ P " T [ f
I/‘] i | "y 4 ,-"ri\ ;
.
/ r :r B ) i il 4 -~ v oy \ \ =
&, - R r 1 ; &z % | T =
) \ oov L {‘\_}{ bl ] v B I N Lty i I/
| Ll - L’ ) .JII N A fi = - f] T J/ ’



o TR

i e ! . 3 ‘!- iy . - - e r ) = "
.y 7 Ry \’h"“: Sl o B TR R R L = S ) N o
: H £ i A H —_— . ! - Wt : oY [ . L ol -" T : - Yo ' 1 ‘|" 1
Wt & i K L W L 11\.""-'«.' o« N j : T‘r‘_ Nee Ny a ' Vi Goims o= Jf""\_\’
-
- \ ~ : .
1 (Ll ) gl ol 0 i r RN o
s A
p". .
- .! r -.\.. _.‘ - '- -: 2 il r H‘ " -I g
i‘ i 1.._ : L : : .:I o i ' 1. '“..'l 11 L] i'IF .F ; - :I 11 fl " -'-I < ‘. _". . , & I--l. & "'-." 1! 1-
-~ : 1 ’ B N ) i i : : \ g : Bohgta i b . s . i B Pt . ST . -
SO ry Ly NNy ® Ll N, Py ) \‘FF \ f II""'l - o gl VB 3 l
r - : 1;‘\
] .L R a4 g -
LTI 3 oan” VAN e cewmn sub Ky "0 sl g e g N
*-_hv-'?;‘_"i_.‘ badi 08 0 = Lol IFL{' ¢ Eansy | e ifi' g TR A (9)
Y : o S S TR ER SRR R R N . A Y A UL VS BN R A )}

[ -_“"'I. . i i =hn et
Y

Na osnovu O0=obine operatora A= ey L e ik 12 Tretpost-

avki (3) i (4),ograniCenos*i skupa - i osobina tacke

ol e sledl

[ T —a—

r 1 ;-"" _I__ ! - 'Y -__ﬂ'. N i 3 3 - ‘ _. -
TR N (Y R VR L IR NG R PAVE Y AN (1o)
¥l 5~

Iz jednakosti
ST R IR R R EEE I Rt
‘L‘1h --.--‘ :t.. r*{‘"l. " “._i...l‘,‘i‘L!\.x"i L"‘.k'l” _"‘-. ’l;li-t _Lbl'\'k...-r' Ll'rl £ = ,1 l"LI'H_- Los “1'fl"‘}

A e " B g

t i Y,

7 * : o
i (9) i (1o) sledi  Luw UJdx—_i,x =0 (11)

Yy -20,2
Sa druge strane
_ p : 3 ,, F e & : . Y T ot |
_1 1,]?.; ."l;[}ti..ﬁ J” .:-..- J{_HL[\OH( [‘f)) *.,1- [{:‘v]\{r'k’JJ tJl : 'F * }' _i_‘\‘t':\‘l'}{’( L } J! f.!(zr{){ )
pa iz (2) imamo
Iz (11) i (12) sledi (5).

b) Uodimo bilo koji slabo konvergentni vndniz niza

r
& =

i}f[@” .} i neka on slabo konvergira ko

- i y i r_
il ' o \ 5 - : )

S ﬁ - 11
:- Fl !l'x-r“ L by .‘.‘ i et ( - )
b

Trebz pokazati da v - ( .Za svako vaZi

A e A " .-'.- 5 = r"*.'i B o .= : re ' 3 g iR
- £ h & i nies e i T t S : ' : C v ’ e
- ! .I:*‘! E ‘l,,\] . r :-?r‘ L "‘ !
: 1 I| | . - l iy .'; I '
._J-.-.!-;‘-:_. i -']\f'!lk. “ . L (‘3{ . } { ¢ 4 d
S : )
. : i * +
% Doy i g™ " g 2 =", : (14)
h: : i - '!l.'.- ']
E
; ; . r ] Y ” b
DalJE 1mamo RIE Y . B G RN '-“ x > -
W T — Y ]
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Ako =ada v. >N iz (3),(4),(13),(14),(15) a orema uslovim

teoreme (7« . .& .Tako je dokazano tvrdjenje b).

[

¢} Tvrdjenje sledi 12 b) , osobina skupa i funkei-

N\
onala U

) . Dokaz je zavrsSen.

U prethodno dokazanoj teoremi nrored aproksimacije
izvrsena je regularizacija niza aproksimativnih zsdataka
(tvrdjenja ) 1 ¢) ). U sledeboj teoremi dokazan: je potrebs
an i dovoljan uslov aproksimncije zadsatka 1.2.{(1l) nizom za-
dataka 1.2.(2) u kojem ucCestvuje samo preslikavsnje (:fb].

T EOREMA 2. Nekn je . '+ konveksan i Frec-

het-diferencijabilan funkcional a - .. konveksan skup u noc-

kom bonahovom prostorn v zZza o o 8
Tad=
; I r
Ciive b, %, . (16)
RN W ' '
ako i samo ako: 1) postoji niz @ ¢ takav dn oo Moo L

2) postoji preslikavanje -, .% >, 3a osobinom .\ Ay

3) rostoji niz 1 . ,§ takav da vaZi . v L

Y s T sk e BN " e
(_. L rq: L _L,,]kk)(y'{m_i_. 1‘[',1,1?} __1_'} i _‘3 T L..:}
4 ; " . :lt " #-,.! .. S . B .’.Ip( v e -
4) O e T e LS5~ BRI VEI S R Y

N F b= O



\ - o, 1,..‘ : . ..."r-l \"‘\ ‘.' A
S LEGgE &4 J_quuﬂ ”ﬁ*w>¥hkl“g} Lk A g T
ke =g T !
(% > je oznaka za dejstvo linearnos funkcicnrla - nn
element L ).
Do kX a2z . Neka vazii (16) . Izaberim> nic Lﬁfigikhwltako
dn gl B e

P & e S A S definisimo preslikavanje
IR By | & ]

(:%h(iiﬁ :ZIZiﬁflf zZa SVaKo TN (17}

Uslovi 2) , 3) , 5) se vrlo jednostovno vroveravzju. Treba

jod dokazati 4) jer 1) sledi iz postavke zadatka 1.2.(1)

-'l -

Neka uiz (¢, zadovoljava 1) . Tada

F .4 - !

GG Lol Y =Y
>

pa iz 1), 3), (16) i (17) sledi tvrdienje 4)

Neka sado vaZe uslovi 1) - 4) . Na osrnovu nejednakosti

-+ e o r rr - _ .
A P U N TR ZWE T
L \I‘- —-L—.r‘ -~ I"'i‘,-i\ '..t "‘-‘{"1‘5‘ x t_‘ Tate i £y _.-'I kr,} & "‘;-‘1". II. ] %
g i 1 N ; E r ) ) s B
h";?i R T T s I | ol FE R ) RIS | Vo
B T R T D R T T N N SIS U

i iz uslova 1) 1 4) sledi

. - | | )
{LJM TR L ) (18)
H g R
D l;e ' e T " " w. : -, . _.-"" i 1I|, l'_'
- 1 ~ K ) LSS . u;[‘hl i f g ! b }\" 1
) .-m : o N " .n ) i
| el :"-i“":iﬂkr Iﬁi} -Ll.i"i(t“-L' L""}""“K"f".\1= : v !‘L ":}"”1 fl P b R ! T- l‘?{ -~ ; ':h-'
¥ I'I’l“" _ v~ :)I'at l:(, b ‘. - "‘ % L | U
- Z "ri
pa na osnovu 1) , 4) , 5) , 3}) sledi
LT g s K (19)
'l.'- L -..,‘" -
Iz (13) i (19) sledi (1l&). Dokaz je z:vrSen.

In osnovu dokazane teoreme znkljuluje se da u slucaju

slatko-konveksnih zod=taka lako doknzujemo aproksimmcljUe.
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% 4. Avroksimacija max-min zadoat- ka

t Ideje 1z vrethodnih pa:acrnfa mocu ~e iskoristiti i za

; konstrukeiju niza arproksimativnih zadstrka za zadatak max-

: | L : . .

: min ontimizacije. Teoreme Xx0je n~vodimo u cvem varasrafu

; dokazali su Avakov 1 Vasiljev ;{3 48.2 slicéna problematika

E . = . . - ;

g razravrana je 1 u radovima 16 , (36 , 37 .

: rostavka zadatka. Neka su % , T  skunovi nroizvoljne
prirode a ’ su dati skunovi . = . Na sku-
pu V. N\ definisan je funkecional . t - % - b

Resava © se zndatak nalaZenja velidine

o - !
.n‘ . i
STer Tirg gy o)
AN ¢}e;i/* | (1)

Zadaci owg tipa sredéu se u teoriji igara , aproksima-

ciji funkeija i.t.d. U radovima {15\ 1 i16 ‘navedena je

f literatura po ovom pitanjiu.

Postavka niza aproksimativnih zadataka. Neka su skupo-

. - - | . . F &
Vl ;.K:_‘;_*r1 4 XL Ly y F}: |I :.r : T}I‘O-LEVO]. JHE Drerfj E E \H_‘Jr"u o _/\‘.fl)
LA - \ i % : : - 1 ;

\, o .+) su datli skupovi.Za svako f 1?2 - definisan

by - Loy C o
; : | v | F o 3
je funkcional ;I;:kv-ﬂﬁ\xvxa Tl -
Zndatzak koji re3avamo je ¢ za asvako 1t 1.2 . naédéi
veliCinu
fr l PN L ;
- !-., i : { ’ b - \
Lo i""" L‘II 1 'L\k' 1 i \}.*(i <2)

-1.[ " !,, h: ||: ™ : _?' W

ll--k i = '1""'” bt waily Jh!‘

e T L -

l'a 1 " 1: ! \ !

skuvovi U N 1, Vo Vv, nisu med jusobno Zavisni.
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Prirodno se nostavlja vreblem k-da e niz z~dataka (2)
anroksimirati po funkcionalu zrdatak (1) odnosno
( S ~ (3)
"R OREV A 1. T3 Niz zadataka (7) sproksimira
ke ?szﬂlonaWu ( u smislu Jednnrkosti (3) }_Zﬂdﬂtak (1) ako
i samo ako su ispunjeni sledec¢i uslovi :
1) za svnko P\&fq postoje preslikrvanja 'flz .JQHN’JE

LT -
Ll .

i z2 avezko L“l-hﬁﬁr postoje presiikavanja ‘U<, , Y va]

bl e

tekva da -”Ll;if) TG an(\f_'

lt_--.:—ll- 'l' Il

;1-

i za SV&kO“‘”’Lixvaﬁl

'1 !: 5 - 3 3 (I A . B
’Lﬂi*” L “Llfi0"‘1{'}‘»'"I JGHL-[?}))'M ._5\'111“-'*‘*?‘:&;\-.;{; H}j e 7 (4)

FYy.-o OO
2) za svako bﬂG;ﬁJ postoje preslikavanj)a “Jhliexfdj\vi

-
[ ]
L)

i za svako fféﬁ(ﬁ postoje preﬂlikavanja.i;« .2 takva @

T PETNSTE D Hav \/
L.f\l‘.,]k;‘h_f' \IEL;H ')FP 3(\_\{ i za svako Ll }I'_ (¥ ‘L, i) vazi

& & o n . BT e ey D (5)

. : : . .8 e A : s
7 formulisancj teoremi.skupovi Y. 1 nisu bill

med jusnbne znvisni. Takve z-d~tke =z ademn moax-min zadacl sa

nezavisnim nrcumentima. U teoriji iansrs so nenrolsivurednim

interesima L}S] ili u zadncim» s2 ogroniceniima na stanje

javljaiju se zad=2ci u kojima su skuvovil ~ .V  zavisni.
Takve zadotke nazivademo zadoci sa zavisnim skupovima.
Nelza su ,jl | X_ proizvoljni skupovi i nek=z Je

I o B 1 e

Lg'%;+;\' »adat i neka svokom 5(£\¢fodﬂovar9 neki skup
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S U . . T TN T o
\."i:—‘ e = \L y 1 neka Je dat funkecionsl .- (__ :{\; S E--’

: Zadatuk KoJjl se re3dava je nalaZenie velidine

‘: foson T gD : i ‘,; 2 o : -

*: (\L-L,""l l.__.f"hT L N . ‘L'. "_‘# (b)
. e e (— | :r ""E \—/ "., t L

s L R = . :

ﬁ » O N : S— :

- Neka su i\whﬁfhi R RN prol1zvolini skurovi , skuc-
? e

~' -5 ":)(. AV ] ' i

E ovi 01y rrt;ﬂv su dz2ti skupovi pri Semu svakom

- -

4

28 4 .; . | Ir—;r. £ g : :
th§;\#h odgovara skup vﬁ(kﬂﬂaﬁll;] A funkecionali

!
el '

.&JH><X5‘*%i<\ su poznati za sviko i AN/
Niz aproksimativnih zadotaka je nadi
5L >
thhe (.#Jl] [L\Jv.le i (L(ff-l;‘.}

Sledeéa teorema daje potrebne i dovoljne uslove da niz

~ (7)

e L T e e e TR L
r‘h‘
-—:'."
-l—l-'
" . i
1 ,F
i ___1;
-
T
.-r"r-‘_
-
=S
-
o
| e
fr—
—
|
TR

zadatrka (7) aproksimira po funkcionalu zadatak (6).

TEOREMNMA 2. {43, Niz zadataka (7) avproksimira

P and ey whlmr L T - L S

po funkecienalu zadatak (6) ako 1 samo ako su isvunieni

slededi uslovi :

j\‘n- ‘.. 1-__} /\'(x_

-

1 " . J' [ - . |-
1) za svako ‘i i\ pOosSto il preslikzvanje !

G
: B : : : S o
1 za rroizvoljno fiksirano '~y .\ ') nostoja nreslikavanja

.."'r ‘ 2 \‘.' .. . \f}_ ’ I,J 2 : B ir : i i S : : 1 A :‘1" 4 Lo » \‘u.
WUNE YL 2 _[ . takva da | ( el g "“m_:{' e g O B g . J ; \,’f_ \ {1-3’{--“;1')
m o ‘ L I N -~ - ) r :

i za svako %o Vv ( talludiy, AN (P ST vadi

f{-“- o 'rF_ : : =y 47 ‘\\. || r

SECTRWEIN R 1R TR s S0 L RS P ) TV

IR ISR SN |

2) za svako H&ﬂN’postoji preslikavionje <;xm 'j{f*ﬁ}lvw

i za vroizvoljno fiksirano (¢ \. postoje preslikavanja

I_.}F__} \Iil_..g\x t-"l';‘:D d;]‘ L\"L\Kklf " K_,- G ;k 51_\1*_'\‘1{_:.‘“'}{ i.{_’? ;_?} kf_'_',_ \/!(EJ()

r

S l
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v wonkretnim zadacima vrlo je telko konstruisatl pres-
- - 'I\'
likav - nija C 3%, %1y koja bi zadovoljaveln uslove teorema
1.2.1. 1 1.4.2. . Teskoée tcokve nrirsd; Jegto sSe mogu smen]-
iti ako se radi sa nekim prosirenjima i suZenjima skupova
-Xf . Takve ideje javlijaju se i u teoremama l.2.Z2.
i 1.2.3. Sledeéa teorema,koju su dokazali Avakov i Vasiljev
{ﬁS:L, daje potrebne i dovoljine uslove za ~proksimaciju no
funkecionalu ako se mora raditi sa vprodirenjima 1 suZenjima
noCetnih skupova.

TEOREMA 3.[/48] Niz zadatuka (7) aproksimira po

Fun501h“alu zadatak (6) ako i samo ako postoje nizovi sku-

= R 5 ~ ~ £

J { M 5
. L s R ‘ ' | _
novea . TL'\X T* (Z{fThﬁLLt\EJ takvi da jJe Lf i#’Qé

r-n

‘Th t "':r il NN
. '(1_{> .,:_,. h' Z3a ?Ct_.. L-, i L{‘) 7 .L';i-*“ 7 '_'_:'--1‘-._,#-' -: gn & rl ,-JI : v
: : '--.i. '-r-\ 3
funkcional V 4i; L Qtf(, —ﬂif i vaZe slededéi uslovi
3

—

: - - .‘1 ' B - - a
1) za svako iﬁEﬁdlpostage vi W 7 1 za proizvol jno

= i ‘_:""'Il"" . . . ' --1"\.—' .
fiksirano EﬁxhuﬂﬁjpostUJe praslikavania . | Y. takva &

SR A t;f_‘.( S i\ e Ty w1 za svako
1;n_k=n> - ;L ka;ﬁuﬁﬁmﬂ;ffmxj'ﬂﬂ ‘ ‘
"
. RSN =y R ..
L;«u:\f ktiﬁwﬁhhﬂJ VAl

i —— = — e

{ -

.-’.’. . ety £ : R T . o .+
ooy | Yo lPFe: S S L ; af Bs  RWE )
< { j }*} 3 "li"“b-]ll"j—'td _h*,‘] : ‘g\_\\ . 1\ e e \ : ‘“"_l 1-. ly"x\ -EL,Ev } Loy /’! .' - {'-...

| N

DY za svakn ! LIN postoll nreallk3v1n19‘ﬁnan*rﬁi 72
L, 9

PR f ] . ]
svaro flk=1r"nd '“t{‘ nostoje praslikovanja v D

el e S

C !- ),{’" S B i Rl N\ r\ F Iltml! .
: - L : he ¥ Vo gEe . % e g oAl | g T T g
takve da ~ it = Uiy oV WG T e O
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Regularizacija aorcksimntivn g niza

skstremalnih i mox-min 2zZad-etoka

& 1. Regularizacija

U prethodnoj glavi razmatrall smo ckatremzlne zadntke
2 kojima treba nadi j1ﬁjt1; 1ﬁ& i pri tome nismo , osim u

..

teoremi 1.3.1. , rozmatrali problem nnlafenjn onih tacaka
tLgCiij-'u kojima se infimum dostiZe . Takodje nismo razma-
trali problem nalaZenja minimizacionog niza na o0snovu kons-
trukcije aproksimativnih zadataka.

U primenama veliki znataij imaju i z daci u kojima se
pored velicine :1%- tra¥i bar jedna t::Zka {4 za koju se
infirum i dostiZe, a u slucaju da takvn tackn ne posta)lil

treba nadi je’dan minimizacioni niz. Talkav zadntk se naziva

optimizacija po argumentu . Da bi ovniav zad-tak imao smig-

1a prirodno se vostavlja uslov e W o G
s 1 PEST - SR L WP
l‘.__ < g { N \\ | s ! ) L | 5 SR .

"Pre nego 3to predjero na resulnrizaciju avroksimacije
okarrernlnih zadataka, definisademo neke stnndardne pojmowv
resularizacije. Pund mentnlni rodova O nekorcktnim zadacim

ripndsju Tinonovu 1 45 jgde su 1 definisani oanovni nojmovi



wlg.

el

- 26 -
teorije -nekorektnih zadatzka koje i navodimo w ovom parag-
rafu.
7T dnljem tekstu , na osnovu rezultatn prethodrne glave,
~odrazurieva se moguénost konsirukecije minimizirajudes niza

takvos da - Ui, o,

- | e

Neka 3je & topoloski vrostor s° topolosrojonm (.

Definicigja 1. Zadatak 1.2.(1) je korektno

- -
L

vostavljen u topologiji « ako bil» koji minimizirajuéi

=1 ' B
P oy ("" 4 » 1 “ a »
niz {46 9 [ ~konvergira ka skupu '\ .. .Ako postoji bar je-

dan minimizirajuéi niz koji u tovologiji /. ne konvergira

ka skapu kui* onda se kaZe dn zadatnk 1.2.(1) nije korek-

o
LI
¢

- tan u topologiji .

Ako Je zadatak korektno vnostavljen ondn se za apfo-
ksimaciju resenja moZe uzeti ¢lan sa dovoljno velikim inde-
Ksom 1% bilo kojeg minimizirajucegs niza. Ako je zadatak ne-
korekitan treba izvrsiti regularizociju odnosno konstruisa-
ti minimizirajuéi niz koji u zadontej torologiji konvergsira

X2 nekom ~lementu skupa Fe m w

.,

U sludaju knda skun ' | sadr?i vi3e od jedne t: Cke po-

stavija se pitanje nalaZenia "najboljesr'reienin i7 skuna

. (Y L £ e g
“- o, Neka Je na . definisan funkcional .. =R,
Definicija 2. Tadku . ‘. nazivamo
; l'!,.-
S =normalno resSenie zo~dotka 1.2.(1) ako llis b LA
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Definicija 3. FPunkcionel :iittidefinisan n»s

B e
nepraznom skuonu &%,“rk~' nazivome <© t & b 11 1z a9t o -

L Sy

r > n zad-tka 1.2.(1) u topolorijz ako 3
2 N B B .
18 St Vel o swakW .8
7 -}'-'*:_‘LP@ e S ; .
2)  skup Ji7]t= Ngpe i je | --sekvencijalno

&2 -
kompaktan za svako & =2 C
-y | T — 7T ST L =
"! 1 L . s L - . ] 5 )
- ; 5 -:} * {EF:'E .l; ] \\/"r K: l' [:iu—

Za resavanje problemna regularizocije koristicdemo sle-~

de¢i metod ; minimizirajudée niz ;l(,r se definise uslovima

TLQLk '—-C, 'rli I,‘_ ’H) \"'“"5;,,'5_ & o {sz_.,
we Ug N
Je fﬂl stabilizator a fuankcional Tihonova lk; je

. b § 5 ] .
'hYH CLL) = 3 li}-t;{ nJﬁL a.gnbjyje nozitivni nula niz.
U monografiji [}51 dokazanli su onati uslovi pod kojimm
minimizirajuéi niz definisan pomodu funkcionala Tihonova

konvergira ka resenju polaznog vnroblema. U {a5jje takodje

| ;
: |

nokazono da je izbor topologije uw skunu = vrlo vnZnn.
Isti zadatak u raznim topolorsiicma mofie biti i korektrn i
nekor ktan . U [&5] su pokazani vrlo interesnntni kontrapr-
imeri. Jedan vprimer nekorektno postavlijenos zadatka je i

nroblem optimalnog zagrevanja Stava 3 | 2”4 . J tredem

delu ovog rado izvrsidemo resulorizaciju 2zadatka optimel-

nog zagrevanja stoopa,
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y ey
a nizo

§ 2. Regularizacija anrroksimativnoe

ekstremalnih z:dataka

U ovom parzerafu naves3demo teoremnu Avokova,n ovsdtim
kriterijunimo resularizacije orroksimctivnor nize skstre-
molnih zadataka , koju demo vrimeniti u tredem delu. Dokaz

. A
ove teoreme nalazi se u (40 ;.
o v

* A - . . .
Neka su zadati skup -\ , na kojem je definizana ne-

v r . - e
n

kn topologijn ff., i funkeional .' .\ T . .

Zadatak koji resavamo je standard n : nadi

Sl | -
I G § e g (1)
WG, kA
gde jJe qu ]i_datl skup . Pretpostavimo jos da

Do = Uik Y S e U7
&g;(f“ L <

Neka niz zadataka , naci

; o Bla 2 B g - L
ﬁ ) ) F:L'y Voo P2 b L TR 1' .”L_’} % '. | :'.- A | (?)
] Tlt 1.\;‘.1 -T_ : "'i,
= ot | B e : :
mde su *qur\’q dati skurovi a \w ‘“ﬁ dati funkeci=

onali , aproksimira vo funkeionalu zad- tak (1).
Zadatok resularizocije se sastoii u tome da se nomo-
Ju niza zrdoataka (2) konsiruife minimiziraiudéi niz za zo-
oy

datok (1) koji de - =konversirati ko skunu .

TEOR TN A 1. Lﬂﬁj. Jeka su isvpunjeni sledecih

o
b 1 . =5 g iy ™ — BT i\-
1 s gk l 4 " . = f .
l ) \)‘; ": B L : ) ™ J L % & .lnI : - /‘ 7
3\ i - ]
™ . 2 3 (- ] % - L‘ \ i
) niz ‘. deflnlaﬂl je uslovi RAFETS W S 1



i
¥
L
i

l--"-l"-q. . - . __T, 1‘_ ot :_-. fi , . X : -u-.l ‘.
. r o, - - . g nLoL 1. ) m . ) q —
J' "'n Y J.I....."'"" -_BT.F'"I } "':-‘- . '_l"t "‘I.Q ; ,’L{l ':I Lo S ‘o i-; e ::‘d E J - LI I. ] l"‘"l}(‘ l:)rl.. J-l:l-ono
/
TS R d
va za zadatax () oanosno
| ¥ I‘*-, -t e ' i 1 1 & Lo
- S B - : " \ y o
| B i an A . iq . p {d’ : I -
7 : ¢ S T R L ¥ i - -l_ 1. d‘ r' "L.
. Zsn R ; i oyl \{ ) 1— _ F i N e & ’ i : r J-:I' 1
S
L ‘- - 1

gz tivd nuls rdzovl YL 200U
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