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Pojam regularnosti za elemente prstena uveo je J.von Reu-
man [39] , i od tada klasa reqularnih prstena, kao i klasa re-

qularnih semigrupa, zauzima znaZajno mjesto u teoriji prstena
i semigrupa.

U ovome radu ispitivane su neke klase regularnih prstena,
i to: klasa prstena za €¢iji svaki element x vazi x"=x, klasa

(m,n)-anti-inverznih prstena, kao 1 klasa anti-inverznih prste-
na.

Klase {(m,n)-anti-inverznih prstena i anti-inverznih prstena
i njthova metodologija ispitivanja oslanjaju se na anatognim me-

todama koje su koridéene u 3], 4], (5] , [6] , [14], {34] 1 [36] za

(m,n)-anti-inverzne semigrupe i anti-inverzne semigrupe. Zbog

toga su u Glavi I navedeni osnovni pojmovi i glavni rezultati

jz ovih radova.

U Glavi I, takodje, navedeni su neki poznati rezultati o pr-
stenima, idealima prstena, semiprostim prstenima i konaénim po-
1jima, koji su kori3éeni u narednim glavama ovoga-rada. Ovdje su

ugtavnom kori%éene monografije L.A.KaluZnina (29}, I, Lambeka {31},

V. Perica(43] 1 [44]1 M. Petrica(45]

U Glavi II ispitivana je klasa prstena R definisana sa

Re R <= (¥xeR) (x”=x)
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1z Teoreme Jacobsona slijedi da su prsteni iz klase R komu-

tativni, a iz definicije regularnosti elementa prstena, s1ijedi

da su regqularni.

Svaki ideal prstena ReR . je idempotentan {(Lema 2.1.5), a
odavde slijedi da prsten R651n nema nilpotentnih ideala raz]iéi--
tih od nulaideala, tj. klasa R g je podkiasa klase semiprostih

orstena (Propozicija 2.1.1).

Aditivna karakteristika elemenata prstena ReX okarakteris=~

ana je sa

(¥xeR){ (2“-2)x=0) :

(Lema 2.%1.1).

Za proizvoljan element x prstena Re & element x"'1 je ide-
mpotent (Lema 2.2.1). Ova ginjenica je dokazana i u [4] za

(m,n)-anti-inverzne semigrupe 1 dokaz je analogan.

Razmatrani su ortogonalni idempotenti prstena Re R i, u
vezi sa tim, dat je potreban i dovoljan uslov kada je prsten

Re R . polje (Propozicija 2.2.1).

Posebna paZnja je posvedena m-skupovima (skup medjusobno
ortogonaTnih jdempotenata E za koji ne postoJi jdempotent eeRMNE
ortogonalan sa svim idempotentima iz E) 1 makgimalnom m—skupu

(m-skup M={e,:iel}, takav da za s#ako e;eM jedini idempotenti
ideala Re; su 0 i ei). Dat je potreban i dovoljan uslov kada
je skup medjusobno ortogonalnih idempotenata m-skup (Lema 2.2.3)
a zatim je dokazano da ako je E={e1,...,e5} m-skup, prsten R je

direktna suma ideala Rei,eieE (Propozicije 2.2.2).
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Za §1uéaj kada idempotent e, pripada m-skupu E, ideal Re1
nije obavezno minimalan ideal. Medjutim, za svaki idempotent
e i7 maksimalnog m-skupa M ideal Rei je minimalan i, jo3 vile,
idealt Rei,eieM, su jedini minimalni ideali prstena R(Propozi-
cija 2.3.1). Na ovaj natin pomocu maksimalnog m-skupa M moZe
sekokafakterisati skup svih minimainih ideala prséena Reﬁ{n.
Inade, . wmaksimalan m-skup je jedinStven (Posljedica Propozicije
2.3.1) i za slucaj kada su 5#1 m-skupovi prstena Re?in konadni,

maksimalan m-skup je m-skup sa najvecim brojem elemenata.

Prsteni iz klase ﬁln, ¢ijt Je maksima]an m~-skup knnaéan, mo-
gu se okarakterisati na sljedeéi nacin: ako je maksimalan m-sku-
prsteﬁa Reﬂ“konaEan, tada je prsten R direktna suma svih svojih
minima1nih ideala (Prdpoiicija 2.3.3). Takodje, prsten Re R . sa
kona&nim maksimalnim m-skupom je prsten sa jedinicom (Propozici-
ja 2.3.4) i za takve prstene moguce je okarakterisati skup.svih

jdempotenata (Propozicija 2.3.4).

Kako su prsteni iz klase R semiprosti, to su ?jihovi mini-
malni ideali polja, koja takodje pripadaju klast ﬂn‘ Zbog toga
je bilo od znacaja odrediti sva polja koja pripadaju klasi R .
Prema Lemi 2.1.1, klasi R ne mogu pripadati beskonacna polja
karakteristike nula. U Teoremi 2.4.1 je dokazano da polje GF(pm)
pripada klasi Rn ako i samo ako p12“-2 i ako postoji broj k=0,
takav da je n=(k+1)pm-k. Na taj na&in ova teorema predstavlja

karakterizaciju kona&nih polja iz klase R _. U Primjeru 2.4.2

odredjena su sva polja koja pripadaju klasama Ras ﬂ4 i 'ﬂSi



"V'i'

U Glavi III ispitivana je klasaJﬁim’n(m,n)-anti-1nverzn1h

prstena, definisana sa

Re,kﬂm “¢=>(vxeR)(gyaR)(xm=ym=(xy)mﬁ xn=x)

Kako je klasa #3R podklasa Kklase Rn’ to su prsteni

m,n

iz klase AR komutativni, reqularni i semiprosti.

n

g
U ovoj glavi je dokazano da za slucaj kada je m> n postoji

broj m°<n, takav da je klasa  £ﬁm n jednaka klasi &8%_. . Zbog

toga je dalje ispitivana klasa 4R, . za men.

U tacki 3.2 Glave 111 razmatrana su neka svojstva (m,n)-
~anti-inverznih elemenata. Dokazano je (Propozicija 3.2.1) da
je (m,n)-anti-inverznost relacija ekvivalencije prstena R, Da-

M <opstvena jedinica elementa x i ako

1je je dokazano da je Xx
yeAx(Ax skup (m,n)}-anti-inverznih elemenata elementa x), tada
je ex=éy. Takodje, (m,n)-anti-inverzni elementi imaju istu

aditivnu karakteristiku (Lema 2.3.1).
Prsten Re 4%, . Je polje ako i samo ako je A,=R\{0}, za svako
-
xeR (Propozicija 3.2.2). U Propoziciji 3.2.3 dat je uslov kada
iz yeAx stijedi kyeA, i dokazano je da je skup Ax zatvoren u od-

nosu na operaciju "=,

Za (m,n)-anti-inverzne semigrupe vaZi, (Teorema 2.1. 4 ),
da za bilo koji podskup skupa A,, skup xeA generiSe grupu., Za
(m,n)-anti-inverzne prstene skup A, ne generile polje. Jegdino
u stuZaju kada x™ pripada maksimalnom m-skupu, tada je AN{0}

nolje {(Propozicija 3.2.4).
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U Teoremi 3.3.1 dokazano je da vaZi &R, .= iam,m+r' gdje
je n=mqtr, O<r<m., Sada je bilo moguce odrediti potreban i do-

. Naime, prsten Re &R ako

voljan uslov kada Re &R m,mr
m+1

m,m+r

i samo ako za svaki njegov element x vaZi X 4

=x 1 X =X (Teo-

rema 3.3.2).

L L Y SN 2 oot A SO I et A e T A e vt T e S T R

Klasa Bulovih prstena ® je podklasa klase 4%, ., z3a sve
- .

prirodne brojeve m i n, U tadki 3.4 dspitivani su neki siucCa-

| = - ® A

jevi kada je ‘*ﬂm,n ., Kako jJe ‘ﬁam,m , to u Teoremama 3.3.1

i 3.3.2 nije razmatran slulaj kada je r=0.

U Glavi IV ispitivana je klasa AR anti-inverznih prstena,

definisana sa

Re AR <> (¥xeR)( J yeR) (xyx=y » yxy=x) .

Prsteni 1z klase %R su takodje komutativni i regularni,

U Propoziciji 4.1.1 dat je potreban i doveljan uslov, ka-

da je ReiR ., Naime, Re iR ako i samo ako za svako xeR vaii x3=x.

0davde slijedi da je #R = ﬁﬂz 3 i da je yeR anti-inverzan ele-
»

ment za xeR ako i samo ako je y (2,3)-anti-inverzan za element

}
]
!
!
4
;
i
!
i

x (Propozicija 4.1.2).

m p =, o L r——

c kR,

U talki 4.2 odredjeni su neki slulajevi kada je &Rm .

U tacki 4.3 razmatrana je klasa prstena QAR ¢&iji je svaki
pravi potprsten jz &%, 0d polja, jedino polja GF(2™) 1 GF(3m),
gdje je m prost broj, pripadaju klasi Q4R (Propozicija 4.3.2).
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U propoziciji 4.3.3 je dokazano da R,xR,eQtit ako i samo ako oba
prstena R1 i R2 pripadaju klasi &% .,

4 Teoremi 4.4.1 odredjena je bazisna klasa u smisiu Lja-
pina za klasu 4% u odnosu na klasu % svih prstena. Tu kiasu sa-
einjayaju trivijalan prsten, zatim 22,23,26,R9,R18 i Rags gqdje
su prsteni Rg,R4g i R3g prsteni od 9,18 odnosno 36 elemenata op-

isani u tacki 4.4.

U tacki 4.5 odredjena je bazisna klasa u smislu Ljapina
za klasu 514 u odnosu na klasu svih prstena & ., Nju sadinjavaju
trivijalan prSten, polja 22 i GF(4) 1 prsten-Ré od 8 elemenata,

koji je opisan u ovome dodatku,
Neki rezultati iz Glave 1V objavljeni su u ([8].

Profesoru dr Svetozaru Milicu zahvaljujem na pomoci 1 sa-
vietima koje mi je dao pri izradi ovog rada i koji su mi bili od

jzuzetne koristi,

s ik, Py ) Ll P S puyfient - I iy el

il i s il -y
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GLAVA I

NEKT POJMOVI T REZULTATI 0 ANTI-INVERZMIM SEMIGRUPAMA
I PRSTENIMA

1.1. KLASA ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

U radovima [3], (5] 1 [34] razmatrana je klasa & anti-

—inverznih semigrupa, tj. klasa takvih semigrupa S za koje va-
Z1

(¥xeS)(JyeS)(xyx = yayxy = X) .
7a element y tada kaZemo da je anti-inverzan elementu Xx.

7a klasu & vare sljedece karakterizacije:

Teorema 2.1. [3]1 Neka je S semiqrupa. Tada je

S eh<=> (¥xeS)(§]yeS)(x2=y2m yx=x3ya.x5 = X)

Teorema 2.2. [3] Neka je S semiarupa. Tada jJe

2

Se k «<=> (vxeS)(}ayeS)(xz=y ﬁnX2=(Xy)2h x5=x)

1z Teoreme 2.1 slijedi:

Posliedica 2.1. [3] (1) Svaka anti-inverzna semiaruna je

reqularna.

(ii) Svaki element anti-inverzne semigrupe ima sopstvenu
jedinicu,
(i11) Anti-inverzni elementi semigrupe S imaju istu jedi-

nicu.
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(iv) Ako je x2=ex(ex sopstvena jedinica elementa x), ta-
da ie X permutativan sa anti-inverznim elementom,

(v) Ako su x i y medjusobno anti-inverzni elementi, tada
je x2y=yx2 i xy2=y2x.

(vi) Ako je element yeS anti-inverzan element elementa

xeS, tada su za x anti-inverzni 1 elementi xy,xzy i x3y.

STiedefa teorema daje notreban i dovoljan uslov kada sva-
ki element anti-inverzne semigrupe ima jedinstven anti-inverzan

element:

Teorema (3] str., 23 ) Neka je S semigrupa. Svaki ele-

ment iz S dima jedinstven anti-inverzan element u S ako i samo

ako je S idempotentna semigrupa.

S1jedeca teorema daje potreban i dovoljan uslov kada su

svaka dva elementa semiagrupe medjusobno anti-inverzna:

Teorema ({3] str, 23) Neka je S semigrupa. Svaka dva

elementa iz S su anti-inverzna ako i samo ako je S Abelova qgru-

na u kojoj je svaki element sam sebi anti-inverzan.

Neka je P neprazan podskup semigrupe S. Oznacimo sa [ P
podsemigrupu od S generisanu sa skupom P, Oznalimo sa A, skup

svih anti-inverznih elemenata elementa a semigrupe S, t.].

Aa={xe5|axa=Xa.xax=a} .

Vazi:
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Teorema 3.1. 3] Neka je S anti-inverzna semigrupa i

aeS. Tada za svaki podskup IaClAa,GIa=[akJIa] je podsemigrupa
od S.

1z Teoreme 3.1. slijedi:
(i) Ako je I, jednotlan skup i aghA, tada je GI_ grupa kva-
ternibna.
(ii) Ako aeIa i Ia je dvo&lan skup, t.i. Ia={a,b}, tada
je GIa Kleinova grupa il1i ciklifna qrupa reda 2 s
(ii1) Ako je I.=0 i az#ea, tada je grupa GI, cikli¢na gqru-
pa reda 4.

17z Teoreme 3.1 takodje slijedi da se svaka anti-inverzna

semigrupa S prekriva grupama, tj. S=U GI;.
ae

Sljedeca teorema daje potreban 1 dovoljan uslov kada qru-

pa G pripada klasi 4.

Teorema 3.3. [3] Neka je G qrupa, Tada

GeAc=> (¥xeG)( JyeG)( [{x,y}] eA) .

S1jedeéu definiciju dao je E.S.Ljapin 32 :

Definicija bazisne_klase Neka su M,N,P tri klase se-

migrupa pri &emu je MCTNCP, Tada je M baziena klasa za klasu N,

u odnosu na klasu P, ako vaZi:

a) Svaka semigrupa iz N moZe se predcstaviti kao unija svo-

jih podsemiqrupa koje su iz klase M.
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b) Svaka semiqrupa iz P koja se moZe predstaviti kao uni-
ja svojih podsemigrupa iz M je iz P,

¢c) Nijedna podklasa M® klase M ne ispunjava uslov a).
7a klasu semigrupa koja je bazisna klasa u smislu pretho-

dne definicije recdi cemo da je bazisna klasa u smislu Ljapina,

Neka je ® klasa koju sadinjavaju trivijalna grupa, cikli-
Zna grupa reda 2 i grupa kvaterniona. Ako je M=R, N=# , P=C,

gdje je € klasa svih semigrupa, tada vaizi:

Teorema 3.3. [6] Klasa 8 je bazisna klasa u smislu Lja-

pina za klasu & u odnosu na klasu .

1.2. KLASA (m,n)-ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

U [36] je razmatrana klasa { (m,n)=antiinverznih semi-

m,n
grupa S za koje vazi

(VxeS)(fﬂyeS)(xm=ymn xm=(xy)mn x" = x) ,

gdje sum i n prirodni brojevi,

Za element y kaZemo da je (m,n)-anti~inverzan element ele-

menta X.

Neposredno slijedi da je k =kﬁz .

U [36] je takodje dokazano:
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2,N - > “m,m
U [4] 1 (34] je razmatrana kTasa‘{fm : (m,n)*-anti~inve=-

»znih semigrupa, za koje vaiZi

1

(VxeS)(fﬂyeS)(xm=ymrxyx=xm+ y;xx“=x) .

gdje sum i n prirodni brojevi. Za element y u tom slTuc¢aju ka-

semo da je (m,n)* - anti—inverzan element za X,

Oznadimo sa Ma (M;) skup svih (m,n)-anti-inverznin elemena-

ta ((m,n)Y*-anti~inverznih elemenata) elementa aeS., Tada vazi:

Teorema 2.1, [4] Ako Se?m o & 5y n)s tada za svako aeS

_—-—-——ﬂ-—-_—_

i svako Iac:Ma (I;c:M;)

61, = faul,] (GI3={aul,)
je grupa.
Takodje, vazi:

Sekﬁm’n == > S:;ES GI,

SE\.E* ==> S={} GT1* =
m,n 285 a

Na kraju istaknimo:

Teorema. [34] Podklasa komutativnih semiarupa izkfm .

jednaka je podklasi komutativnih semigrupa 1z g g
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1.3. NEKE DEFINICIJE I SVOJSTVA PRSTENA

U [28] N.Jacobson je dokazao:

Teorema. Ako za svaki element x prstena R postoji broj
n(x) >1, koji zavisi od x, takav da vazi x"{*)=x, tada je R ko-

mutativan prsten,

Kako prsteni u glavama II, III i IV zadovoljavaju uslove
Jacobsonove teoreme, to éemo ovdje razmatrati neke definicije

i tvrdienja vezana za komutativne prstene,

Neka je (R,+,.), dalje ¢emo pisati samo R, komutativan pr-
sten. Za element xeR kaZemo da je djeljitelj nule ako postoji

element yeR, y#0, takav da je xy=0,

Element 0eR je sigurno djeljitelj nule i naziva se irivi-

jalni djeljitelj nule.

Komutativni prsten sa jedinicom koji nema netrivijainih

dieljitelja nule naziva se oblast cijelih,

La elemeﬁt xeR kaZemo da je nilpotentan, ako postoji pri-

rodan broj n takav da Jje x"=0,

Svaki nilpotentni element prstena je ofigledno djeljitel]

nule. Obrnuto, u op3tem siucaju ne vazi,

Za element eeR kaZemo da je <dempotent prstena R, ako va?i

e =,
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Za idempotente e1,ezeR ka’e se da su ortogonalni ako vazi
e1e2=0i
7a nas ¢e od posebnog znafaja biti sistem medjusobno orto-
oo o o8 ol
gonalnih idempotenata ey,€5,...,8, prstena R,(znaci ei=es,

eiej=0 7a i#jei,32142,...,0), pri Cemu je ei#o,1=1,2,...,n.

Neka je R prsten i I podskup od R, Ako je:
1. (I,+) podgrupa grupe (R,+);
2. (¥xeR)(¥yel)(xyel), ti. RIc.Ij

tada se I naziva - tdeal prstena R,

Neka je aeR. Neposredno se provjerava da je Ra={ra:re R}
ideal prstena R, Ideal Ra nazivamo glavnz 1deal prstena R ge-

nerisan elementom a. Cesto se oznacava 1 sa (a).

Ideal (0), oznacavademo ga sa 0, sastoji se samo od eleme-

nta 0 i zvademo ga nulatdeal prstena R.

Prsten R je takodje svoj ideal, i ako je R prsten sa jed1i-

nicom 1, vazi R=(1).

Ako je I ideal prstena R, tada je R/I={x+I:xeR} prsten,
gdje Je

(x+I)+(v+1)=(x+y)+I, (x+I)(y+I})=xy+I.

Prsten R/I nazivamo faktor praten,

Za ideal I prstena R, pri Cemu je I#R, kaZemo da ije prost,

ako vazi
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(¥x,yeR) (xyel => xel vyel) .

Ideal M prstena R,M#R, ie maksimalan, ako ne postoiil ide-

al M7#R  takav da je McM”,
Vazi:

(a) Ideal I prstena R je prost ako i samo ako je prsten

R/1 oblast cijelih.
(b) Ideal M prstena R je maksimalan ako i samo ako je pr-

sten R/M polje.

0davde neposredno slijedi da je svaki maksimaltan ideal pr-

stena R prost.

Takodie vazi da je svaki ideal prstena R sadrZ?an u nekom ma-

ksimalnom idealu prstena R.

Za ideal prstena R kaZzemo da je minimalan ako ne postoji

ideal I°#0, takav da je I°< 1.

Ako su 11 i 12 ideali prstena R, tada je skup svih konacnih
suma proizvoda xy,er1,ye12, takodje jidaal prstena R. Ovaj ide-

al nazivamo proizved ideala I, 1 I, 1 oznacava se [,1,.

Analogno se defini%e proizvod bilo koje konacne familije

ideala prstena R,

Za ideal I prstena R kaZemo da je <Zdempotentan, ako vazi



: tema 1.3.1. Svaki idempotentan minimalan ideal prstena R
% je generisan idempotentom.

% N o k a z. Neka je 1 idempotentan minimalan ideal prstena
% n. Tada postoji element ael takav da je Ta#0, Naime, ako bi za
% cvako ael vazjelo la=0, tada bi bilo 12=0, Eto je u kontradik-
% ciii sa pretpostavkom da je I idempotentan ideal.

Kako je I minimalan ideal, to je la=I. Dalje, postoji ele-

% ment eel takav da je ea=a. Posmatraimo homomorfizam ideala | de-
finisan sa k~?(x)=.xa. Tada je I1°={xel: Y(x)=0} ideal prstena R

sadrzan u 1. Kako je ‘Y(e)=ea=a, to e¢ I°, a kako je I minimalan
ideal to vazi 1°=0. Dalje Je ‘?(ez:e)=(e2¥e)a=eza—ea=a-a=0, pa

2

e-~eel”, odakle je e2

-e=0, tji. 9229_ Inadi, e je idempotent.

Kako je le#0 i kako je lecl, to je le=I, Dalje je Re=I, tjJ,

i ideal 1 je generisan idempotentom &,

Za ideal I prstena R kaZemo da je nilpotentan, ako postoji

prirodan broj n takav da je I1"=0.

g b kv m kA i 1= TS - 1 SR Ll PR

Presjek bilo koje familiie ideala prstena R je ideal prste-

. na R.

Presjek svih prostih (maksimalnih) ideala prstena R naziva-

. mo nilradikal (radikal Jacobsona) prstena R,

Za prsten R kaZemo da je regularan u smislu Nojmana, 111

nrosto reagularan, ako vazi

LT ToTT TR O R [V R L L R TR I T R T LA ] LY

(¥xeR) (IyeR) (xyx=x)

e R L



=] 0=
;. ako je prsten R komutativan, ako vazi
(VxeR)(ayeR)(x2y=x) .

0d znadaja su u daljem sljededa svojstva komutativnih re-

qularnih prstena:

Propozicija 1.3.1. Ako je R komutativan regularan prsten

sa jedinicom, tada vazi:
1 Syaki neinvertibilni element prstena R je djeljitelj nu-
le;
2. Svaki.prost ideal je maksimalan;
3. Prsten R je poluprimitivan, tj. Jacobsonov radikal prs-

tena R je 0,
1.4, DIREKTNA SUMA IDEALA

Neka Jje Ij,jed, familija ideala prstena R. Ako je I skup

svih suma “zxj,xjelj, pri Cemu je xj#o samo u konaé&no mnogo

sludajeva, tada se lako provierava da je I takodje ideal prstena

Ris

Ideal 1 nazivamo suma ideala Ij,jed i oznacdava se I= EIj.

Ako je jos za svako ied

S e A T A AT TR I T e S R T R S T A LTI Y

w e -t T L,

tada kaZemo da je 1 direktna suma ideala Ii’ jed, 1 pisSe se

= {4+
=& Iy

NECITNSLIT-RE FOUS, ORI WY B g e 0 o ot R
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Ako je R =& 1

Eatie tada ka%emo da je prsten R direktna suma
je

idea]a IjijJ-

Neposredno se provjerava da je uslov (1.4.1) ekvivalentan
sa usiovom: ako je I xj=0,xj#0 samo u konaéno mnogo slucaje-

jed

va, tada jJe xj=0 za svako jed.

Odavde slijedi da je R direktna suma ideala Ii,jed, ako i
<amo ako, se svaki element xeR na jedinstven nalin moZe napisa-
ti u obliku x = % xi,x.eli,xj#o samo u konaéno mnogqo slucaje-

JEJ @ ]
va. '

Ako je R direktna suma konacno mnogo ideala Ij,j=1,2,...,n,

n
tada se pise R = T | -

j=1 7

UoZimo jednu moquénost razlaaanja prstena R u direktnu su-

mu svoijih ideala:

medjusobno orto-

Propozicija 1.4.1. Neka su €458n300038

gonalni idempotenti prstena R, Tada su I, =Re , k=1,2,...,n, ide-

ali prstena R, Takodje

IO={xeR: xek=0,k=1,2,...,n}

je ideal prstena R i prsten R je direktna suma ideala

i eI

Dok a z., Neposredno se provierava da su Ik=Rek,k=1,...,n,

i1, ideali prstena R,

: . . s n
Neka je x proizvoljm element prstena R, Tada x- v

xe, el
k=1 K

0"
jer
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] |
(% e xeplej=xes-xe =0, =1, c00m .
Dalje Jje
1.4.2) ( A )+n nI
4, x={x- I Xe T Xe, € 7T .
( o1 kKT k=1 Tk T k= K

t.j. prsten R je suma ideala Ik,k=1,2,...,n.

Doka?imo da je prikaz (1.4.2) jedinstven. Neka Je

n |
X = kzoxk s xkeIk,k=O,1,2,...,n. Kako xkeRek, to je
xk=ykek’yk8R?ekEIk* k=1,2,...,n: Dalje, kako su idempotentni

ek,k=1,2,...,n, medjusobno ortngqna1ni i kako je xoek=0, to je

xek=ykek=xk, k=1,2,..¢,n. Jﬂ§1jg*

neM = '

X =x-(x1+...+xn)=x-

0 xek .

k=1

Dakle, prikaz (1.4.2) je jedinstven, pa je R'direktna suma ide-

a]a Ik'k=0,1gt-lgn-

1.5. SEMIPROSTI PRSTENI

Za prsten R kaZzemo da je semiprost ako ne postoji ide-

al 1#0 prstena R koji je nilpotentan,

Lema 1.5.1. Ako je R semiprost prsten, tada je svaki mi-

nimalni ideal I prstena R generisan idempotentom.

Do kaz . Neka je I#0 minimalan ideal semiprostoq prste-

2

na R. Zbog I"c I vaZi 12=0 il 12=I- No, ne moZe biti 12=0, jer
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je R semiprost prsten, Dakle, I je idempotentan ideal.
Sada, tvrdjenje slijedi iz Leme 1.3.1,

tema 1.5.2. Neka je R prsten. Ako je I neprazan podskup
od R takav da za svako ael, a#0, vaZi Ra=1, tada je I minimalan
ideal prstena R, Obrnuteo tvrdienje vaZi ako je R semiprost pr-
sten, ti. ako Jje R ;emiprast prsten 1 I minimalan ideal prstena

R, tada za svako ael, a#0, vazi Ra=I.

Do k a z. Neka je I neprazan podskup prstena R koji zado-
voljava uslove Leme, Neposredno sTijedi da jé 1 ideal. Pretpo-
stavimo da je I1°#0 ideal prstena-R takav da je TI°o 1, Tada
za svako ael”, a#0, vazi I=RacI”, tj. 1°= 1 1 ideal T je mini-

matan.

Neka je sada R seﬁiprost prsten i I minimalan ideal prste-
na R, Za proizvoljan element ael, a$0, ideal Ra je sadrZan u I.
Kako je I minimalan ideal, to je Ra=I i11 Ra=0. Medjutim, ne
ro3e biti Ra=0. Naime, tada bi element a pripadao nilpotentnom

idealu {reR:xr=0} , za svako xeR 1 prsten R nebi bio semiprost,.

Dakle, Ra=1 za svako ael, a#0.

Lema 1.5.3. Neka je R komutativan semiprost prsten 1 e
idempotent prstena R, Tada Je ideal Re minimalan ideal ako i sa-

mo ako je Re polje.

Do k a z. Neka je Re minimalan ideal prstena R. Za proiz-

volino xeRe vaZi x=re, reR, pa je Xgﬁre)e=rez=re=x, tj. e je
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jediniﬁni element u Re. Kako je Re minimalan ideal semiprostog
prstena R, to prema Lemi 1.5.2, za svako aeRe, a#0, vazi Ra=Re.
7naci, postoji element reR takav da je ra=e,Sada je e=ra=e(ra)=

-(re)a, tj. element re je inverzan elementu aeRe. Daklie, Re je

poljie.

Meka je sada Re polje i aeRe, a#0., Tada postoji element
ye-Re takav da Je ya=e. Sada, za proizvoljno ceRe. vd2i c=ce=
=cyaeRa, ti. Rec Ra. Kako je RacRe, to je Ra=Re za svako
agRe,a#0. Odavde, zboq Leme 1,5.2 slijedi da je Re minimalan

jdeal.
1.6, KONACNA POLJA

Ovdje cemo navesti neke definicije i tvrdjenja vezana za
konaina polja, (tj. polja Raloa kako se Cesto nazivaju), sa po-

sebnim osvrtom na ona tvrdienja koja ¢emo kasnije koristiti,

Za polje P kaZemo da j¢ prosto, ako ne postoji pravo potpo-

E 1je polja P.

Za prosto polje vazi da Jje ono izomorfno sa poljem raci-

onalnih brojeva ili sa poljem Zp za neki prost broj »p.

Presjek svih potpnlja polia K je neprazan skup, jer taj

W e Pl e S el L N R

presjek sadr?i obavezno elemente 0 i 1. No, taj presjek P je ta-

g b

kodie potpolie polja K i to je jedinstveno prosto notnd1je po-

[ Y

1ia K. Dakle:

T DR, S P Ty T M, PO T T P SR
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Propozicija 1.6.1. Svako polje K sadrZzi tadéno jedno pro-

<to potpolje P.

Ako je prosto potpolje P polja K jzomorfno sa polijem ra-
cionalnih brojeva, kaZemo da je polje K karakteristike 0, a

ako je P izomorfno sa Zp, kasemo da je K polie karakteristike

D.

Neka je K polje karakteristike p#o. Tada je njegovo pro-

sto potpolje P izomorfno sa Zp i zbog toga vaZi pel=1+1+,..+1=0,
No, tada za svaki element xeK vaiiipx=(paj)x=0-x=0, ti, svaki
element polja karakteristike p iméladitivni red p.

Sada je moquée okarakterisati konﬁﬁna polja. Neka je K ko-
nacno polje., Tada je njegovo prosto potpolje izomorfno sa Zp,
gdje je p prost broj. Dakie, polje K je karakteristike p. Dalje,
polje K moZe se shvatiti kao vektorski prostor nad poljem P 1,

kako je K konaéno polje, dimenzija tog prostora je konacan br-

oji m. Znaéi, broj elemenata polja K je pm. Dakle:

Propozicija 1.6.2. Svako konacno polje ima pm elemenata,

adje je p prost broj i m> 0. Karakteristika polja K Jje p.

Neka je K konacno polie, Za multiplikativnu grupu (K°, )},

vazi:

Propozicija 1.6.3. Ako je K polje od q=p™ elemenata, ta-
ropozicija !.%9.9.

da je multiplikativna grupa K* cikliéna grupa reda q-1.
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Dokaz. Multiplikativna grupa K* je Abelova grupa re-
da q=-1. 0znaCimo sa k eksponent grupe K*y tj. k je najmanji
roi za koji vazi xK=1, za svako xeK-. Tada je k< q-1. No, kako
su svi elementi grupe X° korjeni polinoma xk-1, tj. kako poli-
nom xk-1 ima najmanje gq-1 razli¢itih korjena, to je k> q-1. Da-
kie, k=q-1. Znaéi, postoji element geK* reda q-1 1 svi eleme-
nti g°=1,g,gz,...,gq'2 su razliditi 1 iscrpljuju grupu K*, tj.

K* je cikliéna grupa generisana elementom g.

Vidieli smo da svako kona&no polje ima p" elemenata, gdje
je p prost brﬁj im>0, Medjutim,;yaii i obrnuto, 3$to ovdje ne-
¢emo dokazivati, tj. za svaki prost brqj p i svaki broj m>0
postoji polje od pm elemenata. To pnTje_je jedinstveno do izo-

morfizma.

Polie Galoa od p" elemenata oznaZavacemo GF(p™).

Za dalje, trebace nam opis svih potpolja konaénog polja.

Pronozicija 1.6.4. Ako je GF(pm) konaéno nolje, tada za

svaki djeljitelj d broja m postoji tafno jedno potpolje polja

GF(pM).

Dok a z. Neka je K potpolje polja GF(p™). Prosto potpolje
polja GF(nm) je istovremeno i potpolje polja K, pa je K=GF(pd).
Kako je GF(pm) konaénodimenzionalni vektorski prostor nad poljem
K, to postoji broj r>0 takav da je pm=(pd)r, a odavde slijedi

da je d djelilac broja m.
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Multiplikativna grupa K* polja K je podgrupa grupe GF{p™) ",
koja, kao 3to smo vidjeli, je cik1iEna grupa reda n"-1. Kako
ciklitna grupa sadrZi taino jednu podgrupu datog reda, koji di-
jeli red grupe, to grupa GF(p™)* sadr?i taéno jednu podarupu

reda pd, tj. polje K je jedinstveno.
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GLAVA I

3 KLASI PRSTENA ZA CIJI SVAKI ELEMENT X VAZ1 xM=x

U ovoj glavi razmatracemo klasu prstena AR s kojoj pri-
padaju prsteni za &iji svaki element x vazi x"=x. Dokazuje se
da su prsteni iz ove klase komutativni, re§u1arn1 i semiprosti.

Takodje, daje se‘opis aditivne karakteristike elemenata prste-

na Re R (Lema 2.1.1).

Dalje se uvodi pojam m-skupa < maksimalnog m—skupa, PO-
mofu maksimalnog m-skupa daje se karaktefizacija svih minimal-

nih ideala prstena Re & (Propozicija 2.3.1).

Za slucaj kada je maksimalan m-skup prstena Reﬁln konacan,
prsten R je direktna suma svih svojih minimalnih ideala, 1 na
tal nacdin okarakterisani su prsteni Reﬁin sa konacénim maksima-~
Inim m-skupom (Propozicija 2.3.3).Takodje, u slufaju kada je
maksimalan m-skup prstena Reﬁin konadan, mogude je dati kara-

kterizaciju svih idempotenata prstena R(Propozicija 2.3.4).

Ovdje se takodje,razmatraju neki sluéajevi kada je prsten
Reﬁ%n polje, Tako na primjer, ako je Reiin prsten sa jedinicom
i ako je R oblast cijelih, tada je R polje (Lema 2.1.3). Pomo€u

ortogonalnih idempotenata prstena Rﬂdﬁn daje se potreban i do-
voljan uslov kada je prsten R sa jedinicom polje. (Propozicija

2.2.1). Xona&no, u Teoremi 2.4.1 daje se potreban i doveljan
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uslov kada polje od pm elemenata pripada klasi S{n. Na osnovu
gs tuoka koji daje ova teorema Za odrediivanje svih polja ko-
p :

ja pripadaju k1asi Sin, za svaki fiksirani broj n, odredjena

cu sva polja koja pripadaju klasama RS’ Rq i §15.

2 1. DEFINICIJA 1 NEKA SVOJSTVA
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Neka je (Ry+,-) prsten takav da vazi

' .\'. = r 1]

A k5

e o

'(2.1) (#xeR)(x“=x)~ 3

pri Cemu je n>i,

Klasu prstena sa svojstvom (2.1) oznadimo fﬁn.

O L N L Ak el

Prema Teoremi N.Jacobsona, (28], prsten Re R je komutati-

van,

Takodje, iz definicije regularnosti elementa prstena slijedi

da je prsten Re R regularan. Naime, za svaki element xeR vaZi
xxn‘2x=x, za n>2.,0dnosno XXxx=x za n=2,
NaveZcemo neke primere prstena iz klase Sin.

Primjer 2,1.1., a) Prsten Zg i polja Z, i Z5 pripadaju klasi %3

b) Polje GF(4)ER4 .

Primjer 2.1.2. a) Neka je E proizvoljan skup. Bulov
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prsten (P(E),+,.), gdje je "+" simetricna razliika i "." presjek
skupova, pripada kiasi S{H -a svaki prirodan broj n.

b} Neka je ReT{n i P(E) prsten iz prethodnog razmatranja.
Prsten RxP(E) takodje pripada klasi Ekn, jer za proizvolini el-

ement (x,y)eRxP(E) vazi (x,y)n=(xn,yn)=(X:Y)-

Lema 2,1.1. Ako Je Reﬁ{n tada vaii
(2.2) (¥xeR)(2"-2)x = 0) .

Do k az., Za proizvoljne elemente X,yeR vazi

n-1 n=1

cayr o (Mx"KyKaxMeyMe g (X" Ty Re (xey) Nexry
k=7 k+1 -
Odavde je
| =1 e
: T (E)xn kyk =0 ,
5 k=1

Za Xx=y dobija se

n-1
P (R)x = 0,
k=1

odakle slijedi (2.2).

Lema 2.1.2. Neka je Reﬁln praten sa jedinieom 7 neka je
I ideal prstena R. Slededa tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) I je maksimalan ideal prstena R;
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(b) I je prost ideal prstena R;

(e¢) Za proizvoljan element XeP va3dz

st 1

(xn EIJ\1-xn-1¢I)‘J(Xn-1ﬁI2\1-Xn- el) .

: Dokaz,. Neka ReR . Kako je R regularan prsten to iz

Propozicije 1.3.1, slijedi ekvivalentnost tvrdjenja (a) i (b).

Za proizvoljan element xeR vaZi x"'1+(1-x"'1)=1¢1, tj. el-

ementi x = 19 1-xn'1 ne pripadaju istovremeno idealu I. Dalje

je xn"1(1—x"'1)=oel, i kako je I prost ideal, to vaii (c).

n-1

(¢) => (a) Za proizvoljan element xeR\T iz xx '=x sledt

xn"1£.l. Tada 1-xn'1el. Dalje jeﬂ1=(1_xn-1)+xn-1el+xn-1

RCI+xR,.
Neka je P ideal prstena R koji strogo sadrZi ideal I. Za eleme-
nt xeP\1! va¥i I+xRc P. No, kako 1el+xR, to je P=R, tj. I Je ma-

ksimalan ideal prstena R,

Lema 2.1.3. Neka je Reﬁ{n praten sa jedinicom, Ako je R

oblast celih, tada je R polje.

Do kaz . Neka je x#0 proizvoljan element oblasti R, Ta-

=Ty,

da iz x"=x sledit x(xn"1-1)=0, a odavde je X Dakle, svaki

element x#0 oblasti R je invertibilan i njemu inverzan element

. n- .
je X : za n >2, odnosno sam element x, ako je n=2,

Lema 2.1.4. Neka Jje Reﬁ{n i xeR, Tada

t n-t+1_

X=X <=3 X X, 1< ten,



f t n-t n-t n n-t+1

‘Do kaz. Iz x"=x sledi x7X = X X , odakle Je X =X .

n-t+1_

adnosno X X o

n-t+1£t---1= t-1

n-t+1_ - od-

Obrnuto, neka ie X x, Ndavde je X

ak1e je xn=xt, odnosno Xt=X-

Pogledica. Neka je Reﬁ{n. mada R je Bulov prsten ako 1 samo

.' - n-I
ako za svakzt element xR vaszi1 X el

Lema 2.1.5, Neka je Re‘in. gvaki ideal I prstena R je ide-

mpotentan.

"o k a 2. Ako fe n=2. neposredno sledi da je I°=I.

Neka je sada n»2. Trivijalno je I°cI. Neka xel. Tada

xn'1eI i vazi x=xn'1xelz. Dakle, fc.Ia, ti. I=Iz.

Progozicija 2.1.1, Prsten REfRﬁ je-semiprost prsten.

Do k a z. Meka je I nilpotentan ideal prstena R, tj. ta-

kav ideal da za neko m vazi 1™=0. Prema Lemi,2,1.5 je 12=I, od-

| akle je 1™=1. pakle, I1=0, pa prsten P nema nenultih nilpotent-

E nih ideala, tj. R je semiprost prsten.

2. 2. 0 NEKIM SVNJSTVIMA IDEMPOTENATA

Lema 2.2.1. Ako je Re R 1 xeR, tada je 271 {dempotent.

Do k a z. Ako je n=2, ti. ako je R Bulov prsten, tvrdjie-

nje neposredno siedi.

Neka je sada n>2, Tada Je

xn'1xn'1=x2"'2=x"xn'2=xxn'2=xn'1 5

e b Y e T ot o B LT
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ba je xn-1 idempotent.

7a dalje, pogotova za opis minimainih ideala prstena 1z

K
takvi idempotenti e, i Py e1#o1e2#o, za koje vazi e1ez=0.

jase R ,0d znataja su medjusobno ortogonalni idempotenti, tj.

Pomocu ortogonalnih idempotenata dajemo potreban 1 dovo-

1jan uslov, kada je prsten iz klase " nolje, Naime, vaZi:

ProEozicijd‘E.z;I. Prsten REERH sa jedinicom, je polje

ako i samo ako R nema ordogonalntih idempotenata.

Dok a z. Ako je R polje, tada oZigiedno R nema ortogona-

Inih idempotenata.

Neka sada R nema drtogona1n1h idempotenata., Tada je R pr-
sten bez djeljitelja nule, Naime, ako bi za neko x,yeR, x#0,
y#0, vaZzelo xy=0, tada bt vaZzelo 1 x""1y"'1=0. Dalje je x”'1#0
i yn'1#0, jer bi inace bilo x=0 i y=0. No, to bi znac¢ilo da pr-

sten R ima ortogonalne idempotente x“'1 i yn'1, to je suprotno

b o i il

pretpostavci.

Sada, iz Leme 2.1.3 slijedi da je R polje.

o o w2

Neka je E skup medjusobno ortogonalnih idempotenata prste-

ma R. Za skup E kaZemo da je m-skup, ako ne postoji idempotent

L A o A P - AT

iz R\NF koji je ortogonalan sa svim idempotentima skupa E.

LU LD R A o

Primijer 1.2.1. Posmatrajmo prsten (R,+,:), qdje
je R=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} 1 operacije ¥+" { " " definisa-

ne na sljedeéi nacin:

At e P i, e e L] T e AL -
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(2.4, {6,110}, (7,9} 1 {2,6,9}

Za prsten R m-skupovi su
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Lema 2.2.2. Neka je Rei{n nenulti praten sa jedintcom.,

rada je R polje ilit R ima ortogonalne idempotente (znadi © m-gku-

pﬂve):

D o k a z., Neka je Re@{n nenulti prsten sa jedinicom i ne-

ka R nije polje, Neka je xeR i x#0, Prema Lemi 2.2.1, element

-1 je idempotent. Dalje je 1-x""'#0, Naime, ako bi bilo 1-x"" -0,

n-1 n-1

tj. x =1, tada bi za x#0 iz xy=0 sledilo x~ "y=0, odnosno y=0,

ra prsten R nebi imao dje11te1ja nule, tj. R bi bilo polje.
1z
(1_;(""'1)2=1_2xn'1+(xn"11)2=1_xn"1 .

ne1

slijedi da je element 1-X idempotent, a 1z

xn-1(1_xﬂ-1)=xn-1_(xn-1)2 = D;

1 -1

slijedi da su idempotenti YRR T P e, ortogonalni,

Lema 2.2.3,. Neka je E neprazan skup medjusobno ortogona-

inih idempotenata pratena Reﬁn L

Io={xeR/xe=0,eeE} ]

Tada je E m-gkup ako i samo ako je I = 0.

Do k a z. Neka je E m-skup. Pretpostavimo da je IO# 0

n-1 . n=f
eID i X #0,

(jer bi inaée bilo v=x""1x=0). Takodje je x""'4e, za svako eef.

Tada postoji element x#0 ideala I . Dalje je x

: n=-1
Naime, ako bi za neko eefE vaZjelo X =¢, tada bi bilo e=ee=

n-1e=xn-2

=X xe=0,
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sada, kako je Xn-1 jdempotent koji nije iz E i kako za sva-
o eeE vall x""le=0, to E nije m-skup, &to je suprotno pretpo-

Stav(ﬂ'. Dak1e, Iﬂ= 0-

Neka je sada Io= 0 . Tada, ako je eeE idempotent ortogona-

1an na svaki idempotent iz £, onda eeIo, tj. e=0, Dakle, E Jje

m=SKkup.

Ako je R proizvoljan prsten i €93€050005€, skup medjusobno
ortogonalnih 1deﬁp0tenata prstena R, tada je, kao Sto smo vidje-

1i u Propoziciji 1.4.1, prsten R direktna suma ideala I0 i Rek,k=

=1,2,...,5, gdje je I ideal iz Leme 2.2.3.

Ay

Sada, iz Leme 2.2.3 slijedi:

Propoztetja 2.2.2. Ako Je E:{ei,ez,...,eg m~skup prstena

Re@{n, tada je R direktna suma svih ideala Réi’eieE'

Primjer 2.2.2., a) Neka Je P(S) prsten iz Primjera 2.1.2,

mp R Tl T ey, = L L gy i T AR e g ol i R L - 2 Rtk o AR

gdje je S konacan skup. Tada je skup svih jedno&lanih podskupo-

va skupa S m-skup prstena P(S). Ideal generisan idempotentom

a , aesS Je

{ AN {a} :AeP(S)} ={9,{a} }

i prsten P(S) je direktna suma ovih ideala,

e S NP T o T R T T T LTI I R TP N O L KL LT TEUNEIE ™ R

b} Neka je R prsten iz Primjera 2.2.,1, Kako idempotentt

2,4,6,7,9,10 redom generi3u ideale

§
:
:
i
'y
]

{0,2,3},10,4,6,9},{0,6},10,2,3,6,7,8},10,9},{0,2,3,9,10}
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satje, kako su {2,4},{6,10},(7,9} i {2,6,9} m-skupovi prstena

a, to je prsten R direkina suma ideala
{0,2,3}, {0,4,6,9} ,

osdnosno ideala
10,6},{0,2,3,9,10}
i odnosno ideala
{0,91, {0;2:3564,7:8} 5
| odnosno ideala

{0,2,3}, {0,6}, {0,9} .

-

. Primijetimo da je E ={2,6,9} m~skup sa néjveéim brojem elemena-
i ta i da su jedino tada odgovarajuéi idealf minimalni ideali pr-

stena R. U ovome ¢emo nacéi motiv za sljedeca razmatranja.

2.3, MAKSIMALNI m-SKUPOVI PRSTENA Reﬁkn

Definicija 2.3.1. Za m-skup M ={eizie1} prstena ReS{n ka-

i semo da je maksimalan  ako za svaki idempotent e.eM jedini ide-

mpotenti ideala Rei su 0 1 e, .

Primjer 2.3.1. a) Neka je P(S) prsten iz Primjera 2.1.2.
Skup svih jedno&lanih podskupova skupa 5 je m-skup prstena P(S).
t Ovaj m-skup je maksimalan, jer za svako aeS, idempotent {a} ge-

nerise ideal

{ AN {a}:AReP(S)} = {P,{a}},



}
¥
!
g
:
:

=58

ziji su jedini idempotenti @ 1 {a}.

b) U prstenu R iz Primjera 2.2.1 1 2.2.2 m-skup {2,6,9} Je
naksimalan m-skup, jer ideali (0,2,3}, {0,6},{0,9}, generisani
redom idempotentima 2,6 1 9 imaju idempotente 0 i 2, odnosno 0 1

6, odnosno 0 i 9,

Skup {2,4} nije maksimalan m-skup, Jjer ideal {0,4,6,9},
generisaﬁ idempotentom 4, pored idempotenata 0 i 4 sadrii idem-

potente 6 1 9.

S1i¢no se provjerava da m-skupovi {6,110} i {7,9} nijesu ma-
ksimalni m-skupovi, tj. da Jedin% qaksimalni m-skup prstena R je

{2,6,9}.

Propozteija 2.3.1. Neka je Regln i neka je M={ e :iel}
maksimalan m-skup prstena R, Ideali Rei,ier, su jedini minimaini

tdeali pretena R.

Do k a z, Prema Lemi 2.2.1, za proizvoljan element xeRei
element x""1 je idempotent prstena R, Kako x"'1e Rei i kako je M

maksimalan m-skup prstena R, to za x#0 vaii x“'1=

e:. Tada je
Rei=Rxn'1c:Rx, a kako je jo% RxcRe,, to je Rx=Re,. Odavde, zbog
Leme 1.5.2, slijedi da je Re, minimalan ideal prstena R za svako

e.eM,
3 M

Neka je sada I # 0 minimalan ideal prstena R razli€it od
Re., 1 el. Kako Je R semiprost prsten, to je, prema Lemi 1.5.1
ideal I generisan jdempotentom e“#0. Kako su I i Rei,ieI, mini-
malni ideali, to je IN Rey= 0 za svako tel, pa je e‘e =0 za
svako iel. ZnaZi idempotent e’ je ortogonalan sa svim idempoten-

tima e;eM, 3to je u kontradikcijt sa ¢infenicom da je M m-skup.
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nakle, ne postoji minimalan ideal I# 0 prstena R razlilit od

Poslijedica. Makaimalan m-skup prstena Rei{n je jedinstven,
D o k a z. Neka je M={ei:1e1} maksimalan m=-skup prstena R.
pretpostavimo da postoji jo3 jedan maksimalan m-skup F={fj:jeJ}.

Prema prethodnoj Propoziciji ideali Reﬁjel, su jedini mini-

malni idealt prstgna R. No, kako su prema istoj Propoziciji ide-

: a1i Rf.,jed, takodje minimalni 1dea11 prstena R, to za svako jeJ

|
:
:
|

J
postoji fel tako da jJe Rfj=Re1. ﬁrega Definiciji 2.3.1 vazi

fj=ek. Dakle, svaki od idempatenaté fj,jeJ, jednak je nekom od
jidempotenata ei,iel, tji. maksimalan m-skup prstena Re@(n je je-

dinstven,

Propozicija 2.3.2. Ako je Reﬁin prsten takav da je maksima-
lan m-skup M prstena R konalan, tada ne postoji m-skup E prstena

R takav da je card E>card M,

Dok a z, Neka je M ={e1:1eI} maksimalan m-skup prstena R.
Pretpostavimo da postoji m-skup E={fj:jed}, takavy da je card E>

>card M,

Kako su ideali Rei,iel minimalni, to za svako iel i svako
jed faii Re ;N Rfj= 0 ili Reyn RFJ=Rei. Oznadimo sa Jo skup in-

deksa iz J takvih da za Jjed, postoji iel, tako da je Reianj=Rei‘

Kako je Rf N Rf = 0 za k#s, to za fiksirani ideal Re. postoji

najvise jedan ideal Rf; takav da je ReyN Rf;=Re.. Znati, vaZi ca-

rd J < card E. Sobzirom da je card J>card I, to je INJ #P, pa
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gstod indeks jeed Jo’ takav da je F:e1 Rjo = 0 za svako iel,

P

Tada je f; # e, ie.f

5 j0=0, za svako iel, pa M nije m-skup, Sto

je suprotno pretpostavci,

Dakle, ako je Reﬁkn prsten sa konaZnim maksimalnim m-sku-
pom, tada su svi m-skupovi prstena R konalni i maksimalni m-sk-
up je upravo onaj m-skup sa najvecim brojem elemenat, i on je

prema Posljedici Propozicije 2.3.1 jedinstven

1z Propozicije 2.2,2 1 Propozicije 2.3.1 slijedi:

Propozictja 2.3.3. Ako je makaimalni.m-ékup prstena Reﬁ{n
kronadan, tada je praten R direktng suma svih gvojith mintimalntih

tdeala.

Primijetimo da ako je maksimalan m-skup M={eiziel} prstena
Re@{n beskonafan, tada je direktna suma ideala Rei, jel, ideal

prstena R.

Za slucaj, kada je maksima1én m-skup prstena R konacan, mogu-

¢e je opisati skup svih idempotenata prstena R:

Propoztcija 2.3.4. Neka je Mz{el,eg,...,et} maksimalan
m-skup prstena ReR . Element aeR, a#0, je idempotent ako 7 samo

ako je element a jednak zbiru razliditih elemenata iz skupa M.

Dok a z. Neka je 3=911+E12+--f+91 » pri Cemu je
m

e, eM,k=1,2,...,m 1 &; fe, za r#s. Tada je
Tk r S

T Y I NI g R T gt YT [ IS A I e e A e S A0 He AT R AR SRR P TS
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¢j. a je idempotent prstena R.

"obrnuto, neka je aeR idempotent, Kako je prsten R direktna

syma svojih minimalnih ideala Rei,1=1,2,...,t, to je
a=r1e1+rzez+...+rtet,r1eR,1=1,2,...,t .

xako je a idempotent, vaZi
(rye,+roe,t. . tr e )2=r e, +roe,o+,,.+r_e
1%177272 LTt s I R S A A

odnosno

]

2 2 2, - |

Ako pomno2imo lijevu i desnu stranu zadnje jednakosti sa

E.i,'i=1,2,---,t, dﬂbijamﬂ

2

2
riess odnosno (riei)

-r.iei »

Dakle, element rieieRe{ je idempotent, Kako je M maksimalan
m-skup, to je riei=0 ili ree ,=e;, 1=1,2;...,t, pa je idempotent

a jednak zbiru razlicitih elemenata iz M,

Pogsljedica. Neka je M={el,eg,...,et} makeimalan m—gkup prs-

tena REE{n. Tada prsten R ima X idempotenata.

Dok a z. Prema prethodnoj Propoziciji svaki idempotent a

Prstena R je oblika a=r1e1+r282+...rtet, gdje je riei=0 ili



. jdempotenata.

= N
1

1,2,...5t. Znaéi, prsten R ima ?

Vel smo vidjeli da prsten Reiin sa jedinicom, koji nije

nolje, ima ortogonalnih idempotenata. Za siucaj kada su m-sku-

povi prstena R konaéni, vazi i obrnuto tvrdjenje.

'Progazicija'Z.S.s. Prgtien RE${H koit ima konadan maksima-~

1an m-skup je prsten ga jedinticon.

D o k a z, Nekﬁ je M={e1,ez,.‘.,et} maksimalan m-skup prs-
tena R. Tada je prsten R direktqa suma minimalnih ideala
Rei,i=1,2,..;,t. Element e=e +e +,,.+e, Je jedinica prstena
R. Naime, za proizvoljni element xeR vaZi x=x1+x2+_..+xt,xieRei,

21,2555t PAa Je

xe:(x1+x2+,..+Xt)(E1+EZ+.--+et)=

=x1e1+x282+. - .+Xtet=}(1+)(2+- = -+xt=x-

> 4.0 KONAENIM POLJIMA ZA CIJI SVAKI ELEMENT x VAZI x"=x

Kako su prsteni iz klase R semiprosti, to su njihovi mi-
nimalni ideali polja. Prema Propoziciji 2.3.3, prsten Reﬁln ko-
ji ima maksimalan m=skup,je direktna suma svih svojih mini-
malnih ideala. Drugim rijelima prsten ReS{n koji ima maksima-
lan m-skup je direktna suma polja i, jasno, ta polja su iz kla-
se .. Zbog toga je od znaZaja odrediti sva polja, koja za fi-

ksiran broj n pripadaju klasi R .
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Ako je P beskona&no polje karakteristike nula, tada zbog

Leme 2.1.1 ono ne moze zadovoljavati uslov (2.1).

Ovdje ¢emo dati kriterijum za odredjivanje konadénih polia

koja pripadaju klasi R .

Teorema 2.4.1. Neka je P polje od p" glemenata. Tada su

ekvivalentni iskazi:

(a) (¥xeP)(z =x)
(D) p|2"—2 i postoji eio broj k 30 takav da je

Dok az. (a) =»(b) Ako Jaii;(&), prema Lemi 2.1.1 je
D olt-2. '
Kako polje P ima pm elemenata, to za svako xeP vaZi
m m m .
xP =x. 1z %P =x" siijedi x"N=P =1, a odavde je n-pﬂao(mod pm—1).
To znaci da postoji cio broj k takav da je n-pm=k(pm-1), odakle

se dobija n=(k+1)pm-k. Kako je n-pm;;ﬂ i p™-1>0, to je k30,

(b} ==>(a) Kako poije P ima ™ elemenata to za svaki ele-

m
ment xeP vazi xP '1=1. Sada je
(k+1) M_k k{ m-1) m-xpm-x
xn=x p =¥ p xp - = &

ppimijer 2.4.1. @a) Odredimo sva konalna polja za ¢iji sva-
ki element x vaZi x3=x. Prema Lemi 2.1.,1 za svaki element x ta-
kvih polja vazi 2.3x=0, ti. ta polia moraju biti karakteristike

2 111 3, tj. to su polja od 2m odnosno 37 elemenata.



-34-

Kako je 3 » 2™ ta&no samo za m=1, to od polja karakteri-
stike 2 jedino polje 22 mo3e imati traZeno svojstvo. Iz

(k+1).2-k=3, dobija se k=1, pa za svaki element xeZ, vazi Xx2=x.

Kako je 3 > 3™ takodje ta&no samo za m=1, to opet treba pro-

-

vjeriti da 11 za svako xel, vazi x3=x. Kako je jednakost

(k+1)+3-k=3 tacna za k=0, to 1 polje 23 ima traZeno svojstvo.

Dakle, jedina polja za &ij1 svaki element x vazi x3=x Su
Ly i 23.

b) Odredimo sada sva polja za £1j1 svaki element x vaZi

-

Prema Lemi 2.1.%1 za svaki element x takvog ho]ja vazi
2.7x=0, pa su ta polja karakteristike 2 i1i 7. Medjutim, relaci-
ja 4 > 7™ nije tag&na ni za jedan prirodan broj m, pa ne postoji

polje karakteristike 7, koje ima traZeno svajsfvo.

‘Nejednakost 4 » 2™ je ta&na za m=1 i m=2, Kako je relacija

2

(k+1)2-k=4 tacna- za k=2 i relat1ja (k+41)2"-k=4 taéna za k=0,

to polia Z, i GF{4), 1 samo ona,’zadova]davaju uslov da za svaki
njihov element x vaZi x4=x.

c) Sasvim analogno se dobija da jedino polja 22’ 23 i 25 S U

jédina polja za &iji svaki element x vaZi x5=x,

prnET PRTATIAIIA YAPTUITAON 2Aad
F . e e L3 LRETRE I
A MATOATEY, pENamely i sﬁgx?ﬂnmﬂuly
Ei’lﬁJrI:Ji}..T:;LL}l

=3 Y T ) .

A oTyu . -
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KLASA (m,n)=ANTI-INVERZNIH PRSTENA

I ovoj glavi razmatracemo klasu AR (m,n)-anti-inverz-
*

nth prstena, kﬁﬁoj pripadaju prsteni (R,+,+) kod kojih Jje se-

migrupa (R,e) {(m,n)-anti-inverzna. Kako Je &R <R, to su

mn,
prsteni iz klase &R komutativni, reqgularni i semiprosti.
]
Kako je *ﬁm,n= ﬂﬁm-kh+k,n' za m-kn. >0, (Posljedica Leme

3.1.1), i kako je za slucaj kada Je mfin, moquée odrediti broj

k tako da je O< m-kn+k <n, to su dalje ispitivane klase iﬂm e

za koje je m<n,

U tagki 3.2 razmatrana su neka svojstva {(m,n)-anti-inver-
znih elemenata prstena R f skupa A, svih elemenata (m,n)-anti-
inverznih elementu xeR. Prije svega, relacija (m,n)-anti-jnve-

rznosti je relacija ekvivalencije prstena R (Propozicija 3.2.1).

Takodje, (m,n)-anti-inverzni elementi imaju istu sopstvenu je-
dinicu i1 jednake aditivne karakteristike. (Lema 2.3.1). Dalje,

prsten Re &R sa jedinicom je polje ako i samo ako za svaki

m,n
element xeR je Ax=ﬁﬁ{0} (Propozicija (3.2.2).



y Teoremi 3.3.1 dokazano je da vazi ﬁam,n= ﬁﬁm,m+r 5
gdje Je n=mq+r,0<r<m, a zatim u Teoremi 3.3.2 dat je potreban

; dovoljan uslov kada Re ﬁﬂm,m+r'

Takodje, odredjeni su neki slufajevi kada Je &%, ., ¥y niy

vao 1 neki slucajevi kada je iﬂm,m+r=33'

3,.1. DEFINICIJE I NEKA SVOJSTVA

Definicija 3.1.1. Za prsten (R,+,°) kaZe se da Je (m,n)-

—anti=-inverazan, ako vazi
(3.1)  (¥xeR)(FyeRr) (x"=y"={xy)"r x"=x)
Klasu (m,n)-anti inverznih prstena oznaCavacemo AR, ,

Neka xeR i Re &R Z7a element yeR koji zadovoljava (3.1)

m,n’
kazemo da je (m,n)-anti-inverzan elemeniu X, Skup (m,n)-ahti—

inverznih elemenata elementa XxeR oznacavademo Ax.

Kako je AR o nc:ﬂn, to su prsteni iz klase AR o komuta=-
E >

tivni, regularni i semiprosti,

Primjer 3.1.1. Prsten 26e &ﬂz 39 $to se neposredno prov-
?

jerava. Dalje je A0={0}: A1=A5={1!5}: A2=A4={2:4}1 A3={3}-

Neka je R prsten takay da za svaki element xeR vaZi x'=x.
Neka je dalje m-kns0, Tada je

xm=xm-knxkn=xm-kn(xn)k=xm-knxk=xm-kn+k ,
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t3. vazi:

Lema 3.1.1. Ako je R prasten takav da za svaki element

w & n - . . m_kn+k
-eR vaii ¢ =z 1 ako je m—kn >0, tada je x =

Posledica, Ako je m=-kn >0, tada je AR, 7 &?‘m-kn+k e
S 3 >

Dokaz sledi neposredno iz Leme 2.1.1,

Kako je za slucal kada je m >n,n >1, uvijek mogude naci

broj k takav da je n ;m-kn+k>-0, i kako je, prema prethodnoj po-

sledici AR AR

m;n= m-kn+k,n’ to CE?O da13§ razmatrati klase

AR za koje je mgn,

men’

-t

Neka Refw{m s Kako je R komutativan prsten, to za proizvo-
)

m

1jan element xeR, iz X =ym=(xy)m, s1ijedi

tji. vazi:

Lema 3.1.2., Ako Re€ }Eﬁm s tada vaZz

>

(¥xeR)(x2m=xm).

Propozieija 3.1.1., Ako EE%?{m ”? tada za proizvoljan ele-

>

ment x€R vasi:

n-m n+m_

a ) xm+1=x, b) X =x, (m< ﬂ)rc)x

X

Do k a z. a) Neka je prvo m=n. Tada iz x@=ym=(xy)m,
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xm=x,ym=y, s1ijedi x=y=xy, tj. x2=x, odakle je xm+1=x.

Neka je sada m<n, Uz kori3cenje Leme 3,1,2, za proizvoljan

element xeR dobija se

-Mm+ - - n+ +
n=xn m m=xn mxm=xn mXZm=x m=xnxm=xxm=xm 1 _

X =X
b} Ako je n=m+1, talnost tvrdjenja s1ijedi neposredno. Neka je

sada n>m+1, Za proizvoljni element xeR vaZi

n___xn-ﬂ-1xm+1= n-m-1

X=X X X=X

¢c) Uz kori%éenje tvrdienja a) za proizvoljni element xeR vazi

| +
NULL VLN, IV TRV L

Provozicija 3.1.2., Ako za svaki element x pretena R vasi

§

z'=x,n >1, tada REAR . _7 5
5

2=x za svako xeR, tada

Do k a z. Ako je n=2, ti. ako Je X
za y=Xx va7i x=y=xy, pa je tvrdjenje talno i svaki element je sam

sebi (1,2)-anti-inverzan,

Neka je n >2. Za proizvoljan element xeR stavimo y=xn'1.

Tada vazi

ﬂ-1_(xn'1)n‘1=xn(n'2)x=xn"2x xn-1

et U L CL L

(xy)" ' =(xx

ti. element y=xn-1 je (n-1,h)'aﬂti-inverzan elementu x, Dakle,
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Re Jq:.?\n_‘l ’n-

1z Propozicije 3.1.1 1 3.1.,2 sljedi:

Posledica. 7a protzvoline prirodne brojeve m 1 n vazi

ARy n CARm m+1°

3.2, NEKA SVOJISTVA (m,n)-ANTI-INVERZNIH ELEMENATA

Propozictija 3.2.1. Relaecija ~ definisana na prstenu

RE ﬁam,n na slededi nadin
m m
(¥x,yeR) (X~ y<=>x =y"=(xy)")
je relacija ekvivalencije prstena R,

Do k az. Prema Lemi 3.1.2, za proizvoljan element xeR

2m m
X

vazi =X, pa Je (xx)m=x , ti. svaki element xeR je sam sebi

(myn)-anti-inverzan,

Kako je Rﬁ:&ﬂm komutativan prsten, to neposredno sledi

s N

da je relacija ~ simetricna.

Neka je x~y i y~z. Tada je x"=y"=(xy)" i yM=zM=(yz)"

ldavde je x"=z", Dalje je

(xz)m=xmzm=xmxm=x2m=xm

pa je x~ 2z,
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Lema 3.2.1. a) Neka Re AR i xe€R. Tada je e =x" 1 ako
el st a2 m,n X

tada je ex:ey ;

b) Ako yeA tada je px=0 ako i samo ako je py=0.

yEAm

Do k a z. a) Prema Propoziciji 3.2.1, za proizvoljni el-

= 5 + . m
ement xeR vaz? x" 1=x. Ndavde Jje x=xmx,t3. e =X .

Ako yeAx, tada je ex=xm=ym=ey.
b} Ako je yeAx, tada je x=xm+1=xmx=ymx. S1i¢éno je y=xmy

sada iz px=0 slijedi p(x"y)=0, tj. py=0. Sli&no, iz py=0 slije-

di p(y"x)=0, tj. px=0.

4

ﬁﬂnun sa jedinicom je polje

Propozicija 3.2.2., Prsten Re

ako i samo ako za svaki element xeR, x#0, vazi AX=R\{0}.

D o k a z. Neka je Re M{m . nolje, Za proizvoljan element

xeR vazi xm+1=x, odakle je, za x#O,xm=1. Tada za svaka dva ele-

menta x,yeR\{0} vazi xm=ym=(xy)m=1, tj. za svaki element
xeR\{O} vazi Ax=R\h{0}.

Obrnuto, neka je Re:&ﬁm " prsten sa jedinicom 1 neka za
.

svaki element xeR\ {0} vaZzi AX=R\.{U}. Prema Propoziciji 2.2.1

et N e

. e L LELERRIE B RO )

dovoljno je dokazati da prstien R nema ortoaonalnih idempotenata,.

Pretpostavimo suprotno da su e1,ezeR,e1#0, ezfn ortogonalni ide-

, to je eT=eg=(e1e2)m=U,
4
Sto je suprotno pretpostavci da je e1¢0 i 32#0.

mpotenti, tj. da vali e1ez=0. Kako e1eAe

tj. E1=ez=0,

Dakle, R nema ortoqonalnih, pa je R polje.

Neka Rexkﬂm " t xeR. Tada:

Propozictja 3.2.3. ,
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a) Ako je px=0 t ako yeA,, tada kyeA,, ako © samo ako Jje
1m-1= 0(mod p).

b) Ako y,3ed tada yzeh,.

Doka 2z, a) Primijetimo prvo da ako je X element prstena

Re %R tada je px=0 ako i samo ako je pxM=0, 1<m<n. Iz px=0

m,n?
neposredno slijedt pxm=0. Ako Jje pxm=0.tada je px=px”=pxm-xn'm=0.

Kako za yeAx.je (ky)m=kmym=kmxm, to kyeAx ako 1 samo ako
je kM"xM=xM. odnosno ako i samo ako je (km-1)xm=0, tj. ako 1 sa-

mo ako je kM=1= 0(mod p).

b) 1z y,zeAx slijedi xm=ym=exy)m i xm=zm=(xz)m. Tada je,

uz koriiéenje Leme 3.1.2,

LB, P 2m

(yz) Z' =X X =X =x"

ti. yzeAx.

1z prethodne propozicije se vidi da je skup A, zatvoren u
odnosu na operaciju ".". Medjutim, u op3tem slucaju, skup A, ni-

ie zatvoren u odnosu na operaciiu "+". Recimo, u primjeru 3.1.1

je A5={1,5}, ali 1+1=2¢A5.

e e ey iy, et bl vl T i e ; .. i .
]

U opitem slu&aju prsten generisan skupom Ax nije polje,

Tako u Primjeru 3.1.1 skup Ag generiSe prsten R, Medjutim:
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Propoztcija 3.2,4. Ako element 2" pripada maksimalnom

m—g8kupu prstena Re &?m > tada Je A_\) {(}= Rx™,

>

Do k a z. Neka yeA ,y#0, Tada iz x"=y" siijed] ym+1=yxm’

odnosno, zboqg Propozicije 3.1.1, y=yxm, na yeﬂxm. Dakie, AXCme.

Neka sada yeRm,y#O. Kako su ¥ i (xy)m idempotenti ideala
nx", to, zboq Propozicije 2.2.2. vaZzi ym=(xy)m=xm, pa yeA,. Da-

m
kle, RX chU {o}.

Znati, vazi A, U o} =Rx™M.

3.3. KLASA PRSTENA 4R . . O<ren

Teorema 3.3.1. Za proizvoline prirodne brojeve m 1 n, gdie
je I<m<n 7 n nije dieljtv sa m, postoji prirodan broj r, o<r<m,

takav da Je

' | M{rn,.;rnq-!-\“ .ﬁﬂm,m+r ‘

Do k a z. Kako je n>m i n nije djeljivo sa m, postoje je-
dinstveni prirodni brojevi q i r, o<r«n, takvi da Jje n=maq+r,
7a q=1 tvrdjenje je odigledno talno. Neka je q> 1, Za Re A%
m,ma+r

i proizvoljno xeR postoji ye R tako da vaZji

. mq+
xM=y™= (xy )" A X e
. . . s m+ 1 _
Jo& je, prema Propoziciji 3.1.1, X =X, Da bi dokazali da
Re &A% treba dokazati da Jos vaZzi xm+r=x_

mym+r?
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Imamo

ma+r_ m+1x(q-1)m+r—1=xx(q-1)m+r-1=x(q-1)m+r

X=X X

L

nko je q=2, vazi x"*tT-x, Ako je q>2, postupak se nastavlja i

noslije jo3 q-2 koraka dobija se x" T =x,

Dakle, AR &R

- .
m,mq+r m,m+r

Neka sada Re 4R . Tada za svako xeR postoji veR tako

da vazi

N+
xM=yM=(xy)" A X" F=x.

mq+r

Da bi vaZjelo Re AR treba dokazati da je X =X,

m,mq+r

Imamo

-1)m+1,
WL S SNV xm+rx(q-1)m=xx(q-1)m — xmq+r=x(q ), .

Jos§ jJje

q-1)m+1=xm+1x(q-2)m (q-2)m=x(q-2)m+1= _om+1_

X( =XX

: .o qQmEr
tj. vazi x =x. Dakle, AR, . . CHR, 0,

Inacéi, ARm,mq+r='*am,m+r

Zbog Teoreme 3.3.1, dalje cemo razmatrati klase

AR

o m+r,0<r <m.
.
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Teorema 3.3.2. VaZi:

L m+1__ .
a) Re Nam,m+1 <==> (¥xeR)(zx —x)?

b) Re AR - ppp <=7 (vzer) (2" zz A 2t=x), (1< m<m),

D o k a z. a) Ako Re Nﬂm e tada neposredno slijedi da

za proizvoijno xeR vazi xm+1=x.
Neka sada za proizvoljno xeR vaZi xm+1=x. Stavimo y=xm.
Tada ie
m MM 'ﬁZ m2-1 m+1.m=-1 m-1 m
yre(x) =X =X x={ X ) X=X X=X

m+1 )mzxm;

(xy)™= (xx™)"=(x

-

Dakle, va?i Re4aX pri €emu je proizvoljnom elementu xeR

m,m+1?

a . m
(m,n)-anti-inverzan element y=Xx".
m+1 . My

b} HNeka Re;ﬂ{m,m+r i xeR. Tada.je X fx i X =X,
Dalje Je
gaxMHr o M=ty =ty
Neka sada za xe€R vaZi xm+1=x i x"=x. Tada je
xm+r=xmxr=xmx=xm+1=x'

Elementu x je (m,m+r)-anti-inverzan element y=xm, €to se dokazu-

je sasvim analogno kao u dokazu a).

Lema 3.3.1. Neka ReAR .. 1 neka je k proizvoljan priro-

dan broj, takav da je m-kr+k+1 >0. Tada za proizvoljan element

XxeR vazi

(3.3.1) Mokt
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Do k a z. Neka je m-r+2> 0, Tdda je

M r'+2= r 1x=xm r 1xr=xm 1

X =Xy

tji. tvrdienje je tacno za k=1,
Neka je sada k> 1 1 m-kr+k+1> 0. i neka vazi

xm-kr+k+1=x_

Ako je m-(k+1)r+k+2> 0, tada jJe

xm-(k+1)r+kf2=xm-(k+1)r+k+1x=xW'(k+1)r+k+1xr=xm'kr+k+1=x

i

Dakle, za svako k za koje je m-kr+k+t> 0, vazi (331 Jio

3

Sada je moquce odrediti neke sluﬁajeve'kadﬁ je

ﬂﬁm,m_l_rﬂ'- &ﬁm’m+t,0 <cr <m,0 <t <m,

Propozicija 3;3.1. Neka je m>1, Ako je 2r-1=t 1l7t

2r-I1=m+t, tada je 'ﬁim,m+rC:£§m,m+t ]

Do k a 2, Neka je 2r-1=t. Za r=1, dobija se t=1 i taéno-
st tyrdienja slijedi nenosredno. |

Neka je r>1, Re.ﬁﬂm e i xeR, Tada je, prema Teoremt
N, M

12 xm+1=x i xt=x -a svako xeR, prema Teoremi 3.3,2, slijedi da

i -1=t, tada je -
Re &R Dakle, ako ije 2r Je ARy mer S8R nat

m,m+t’
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Neka je sada 2r-1=m+t. 0&igledno mora biti r>1, jer bi

inace, 2bog ms> 1, bilo t<« 0, Neka Pe ﬂ%m,m+r i X8R, Tada je

m+l_ _ . _r

X X 1 x =x. Ako je t=1, prema Teoremi 3.3.2, vazl ReaR

JMm+t’®

Neka je t> 1, Tada je

m+t=x2r-1 r.r-1 r-1 . r

X =X X =XX =X =X

x#=xxt"1=xm+1xt'1=xm+t=x.

m+t_ . _t_ : 2 e o G
Iz X =X 1 X=X, za proizvoljno x?R, s11qed1 Re ﬁ?m,m+t‘

-

Dakle, ako je 2r-t=m+t, tada ie AR

: c .
iﬁm,m+r m,m+t

Naveséemo nrimjer iz kojea se vidi da u op3tem slucaiu

» % s 4 | % -
je &Rm,m+r# Rm,m+t’ kada m,r i t zadovolijavaju uslove Prono

zicije 3.3.1.

Primjer 3.3.1. a) Neka je m=14, r=4 i t=7, Tada je 2r-1=t

i prema Pronoziciii 3.3.1 vaizi *%14,18 < Aﬁ14,21‘

Za proizvolijan element x pratena 26 vazi 3=x, §to se ina-

Ze lako provjerava. Odavde je x’=x i x15=x, ti. Z.e #R

6 14,21"

tedjutin, Zg# &8y, yq, Jer je 2=4.

b) Meka je m=14, r=10 i t=5. Tada je 2r-1=m+t, pa prema



~47-

Propoziciji 3.3.1 vazt &?14,2aC3i?14’19. Za proizvoljni ele-

ment X prstena 26 vazi x15=x i x5

.10
kako je 2 =4, to 7 ¢ £?'14,24'

=X, na Zge ﬁﬁ14’19. Medjutim,

Neka Re:NRm Tada, prema Teoremi 3.3.2, za svaki ele-

ymr’

v, M+ +
ment XeR vaZil X 1=x, za r=1, 0dnosno x" 1=x i x"=x za r>1,

Sada, prema Lemi 2.2.%1 vaZi:

, tada za svaki element xeR je

Lema 3.3.2., AKo Re Mﬁm -

x™ idempotent, ako je r=1, odnosno.elementf XM i ox"

sy ide-

mpotenti, ako je r>1. -

1z Teoreme 3.3.2 slijedi da je, za fiksirano m, klasa

:%Rm g zatvorena u odnosu na formiranie podbrstena, direktnih

: . : : : A ; )
nroizvoda i homomorfnih slika. Dakle, klasa “q%mgm+r je mno

aostrukost,

3.4, 0 KLASAMA AR Og<r<m, &IJI SU PRSTENI BULOVI

mym+r?

.U prethodnim razmatranjima klase #R nije uziman u

m,m+r?
obzir slufaj kada je r=0. Takodie, uvijek je pretpostavljeno
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da je m>1. Ovdje ¢emo, pored ostaloa, razmatrati i takve kla-

se, tj. klase &?1‘n i &ﬁm,m’

Ako je R Bulov prsten, tada Re me!m+r za svaki prirodan

s 2 .
broj m. Naime, tada za proizvoljno xeR vazZi X =X, odakle je

xm+1=x i x"=x, pa prema Teoremi 3.3.2 slijedi Re ERm,m+r‘
Dakle, klasa Bulovih Prstena % je podklasa klase kam,m+r.
Propozictja 3.4.1. Za pro%zqoljne prirodne brojeve min
vazi:

a) R = B ; b) AR = B 5

Do kaz. a) Prema prethodnom razmatranju, treba dokaza-
ti da je &i]’ncﬂB. Neka Re &ﬂ1’n i xeR. Tada postoji element

yeR takav da va2i x=y=xy. Odavde je x2=x, tj. Re® ., Dakle,

2R =5,

h) Takodie treba dokazati da je &Rm mcﬂb. Neka Re &ﬁm,m"

: xeR, Tada postoji element yeR, tako da je

xX"=y=(xy)" A x"=x

: 2 .
0davde je x=y=xv, ti. x"=x, Dakle, Pe ® , tj. &R = D

m,m



Moguée je odrediti jo3 neke slutajeve kada je &R m+r=55:

Propozicija 3.4.2, Ako postoji broj k »0, takav da je ta-
¢na jedna od relacija:

(1) m=-kr+k+1=2;

(2) m-kr+k+i=r-1;

(3) 2{(m-kr+k+1)=r,

tada je :p“?‘m,mi-r: S,

Do k a z. Kako je B caR s 28 svakom i r, to u svakom

od ovih slutajeva treba dokazati. da vaii AR . cH.
Ako Re &Rm,m-fr" tada za svako xeR, prema Lemi 3.3.%1, za

m=-kr+k+1 r

m=kr+k+1 >0 vaZi x =X, Q& ﬁ}ema Teoremi 3.3.2 vaZi x' =x.

Sada, ako je m-kr+k+1=2, vazi

_ymekrdk+l_ 2

X X<

ti. Re B, odnosno AR 2.

C
JMmEr

re1 2

r"1=x. Da1je je x=x'=x X =X

Ako je m«kr+k+1=r-1, tada je x

ti., u ovom sludaju je Re®, odnosno &Rm,mwcg"

Na kraju, ako je 2(m-kr+k+1)=r, tada za xeR vali

x=xr=x2(m-kr+k+1)=(xm-kr+k+1)2=x2

?

tj. Re %, odnosno 4% B .

m,m+rs



GLAVA 1V

KLASA ANTI-INVERZNIH PRSTENA

Ovdje ¢emo razmatrati klasu prstena &R, kojoJ pripadaju
prsteni (R,+,+) €1ja Je semigrupa (R,*) anti-inverzna. Kako,
prema Teoremi 2.1 1z (3], za svaki element iz R vazi x5=x, to

su prsteni iz klase #% komutativni, regularni i semiprosti,

U Propoziciji 4.1.1 dokazuje se da prsten R pripada kla-
si AR ako 1 samo ako za svaki njegoy,élement vazi x3=¥. Oda-
vde slijedi da je &R = :ER2’3. Dalje, element yeR je anti-in-
verzan elementu xeR ako 1 samo ako je y (2,?)-anti-inverzan el-

ement elementu x (Propozicija 4.1.2).

U tadki 4.2 odredjeni su neki sludajevi kada je iR %R,

L
m,m+r

U tagki 4.3, vrazmatrana Jje klasa prstena QAR ¢i1ji je sva-
ki pravi potprsten iz klase AR . Pored ostalog, odredjen je po-
treban i dovoljan uslov kada polje od p" elemenata pripada kla-

si QAR .

Posebna painja posveéena Je odredjivanju bazisne klase u
smislu Ljapina za klasu AR u odnosu na klasu svih prstena % .
Tu klasu saginjavaju trivijalnt prsten, peija 7, i Z,, prsteni

ZgsRgsRyq 1 Ry, gdje su prsten! RgsRyg 1 Rig prsteni od 9,18

odnosno 36 elemenata opisani U tacki 4.4.
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Na kraju, u tacki 4.5 odredjena je bazisna klasa u smi-
slu Ljapina za klasu AR 4 (prsteni iz ove klase nijesu anti-

-inverzni) u odnosu na klasu svin prstena &R .

4.1, DEFINICIJE I NEKA SVOJSTVA

Definteija 4.1.1, Za prsten (R,+,*) kaZe se da Je anti-

-inverzan, ako vaiti

(¥xeR)(3yeR)(xyx=yﬁ~yx¥=x) :

Za element y tada se kaZe da je uanti-inverzan elementu x, Kia-

su anti-inverznih prstena oznalavademo sa AR .

Primjer 4.1,1. Svaki Bulov prsten B je anti-inverzan, Ele-

ment x je sam sebi anti-inverzan, jer vazi xxx=Xx,

Primjer 4.1.2. Prsten Ig je takodje anti-inverzan prsten,
Neposredno se provjerava da, recimo, elementi 0 1 3 su sami se-
bi anti-inverzni, dok su elementi 1 i 5, odnosno 2 i 4 jedan dru-

gom anti-inverzni,

Primier 4.1.3. Neka je ReaR i P(E) Bulov prsten iz Pri-
mjera 2.1.2. Prsten RxP(E) je takodje antiinverzan prsten, Naime,
ako je elementu xeR anti-inverzan element x“eR, tada je elementu

(x,y)eRxP{E) anti-inverzan element (xjy)eRxP(E), jer vaZi
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(x,y) (X7y) (X,y)=(xx"X,vyy)=(x3y)

(x7y) (X,¥) (x3¥)=(x"xx7yyy)=(X,¥).

Prema Teoremi 2.1. iz (3} i Jecobsonove teoreme, slijedi

da je svaki anti-inverzni prsten komutativan.
Propozicija 4.1.1, Neka ie R prsten, Tada

ReAR <=> (¥xeR)(x>=x) .

3

Doka z. Ako za svako xeR vaZzi x =X, tada je svaki ele-

ment xeR sam sebi anti-inverzan, -tj. Re&X .

Pretpostavimo da ReAR . Neka je x proizvoljan element pr-

stena R i yeR njemu anti-inverzan element, Na osnovu Teoreme

> 1 1z [3] vazi x2=y2. 7Zboa komutativnosti prstena R 1z yXxy=X

slijedi y2x=x, a odavde je x3=x.

1z ove Propozicije 1 Primjera 2.4.1 neposredno s1ijeﬂi:

Posljedica. Jedina konadna polja koja pripadaju klast

_—-—_——l-—_"—

AR su 22 1 ZS'

Posljedica 2. vaii AR= ﬁﬁﬂ 7°

JOS je:

Propoziceija 4.1.2. Neka ReAR 1 neka z€R. Flement yeRr je

anti-inverzan element glementa T ako t aamo ako je w (2,3-anti-

~tnverzan elementu X.

Do k a z. Neka je V anti-inverzan element elementa X, Tada,

2
rctenad p, va?i x y=y 1 Xygzx_

zboq komutativnosti P
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2

2,22y 32y2=x2 odncsnﬁ'x2=y2=(xy) , ti. y Je an-

Odavde je X"y =Y ;

ti-inverzan element elementa X,

Neka je sada ¥ (2,3)-ant1ﬂ1nvér2an element elementa x. ta-

da iz x2=y2 sljed1 x2y=y3=y pa je y anti-inverzan element eie-

menta X.

4.2, MNEKE KLASE &R .ip ZA KOJE VAZI &R m+rﬁ;&ﬂ

Kako je Bchf , to prema Propoziciji 3.4.1 vazi a°c5’11 nc:fi

i AR caf , a prema Propoziciji 3.4.2, ako postoji broj k> 0

takav da vaii.jedan od uslova m-knfk+1=2,m-kr+k+1=r-1 il

2(m-kr+k+1)=r, takodje vaZi *Rmrm+H:&£"

Nvdje ¢femo odrediti JjoS neke s1ﬁtajeve kada je:ﬁﬂm n4p" AR

ProEozicija 4,2.1, Ako postojt broi k3 0 takav da vaii je-

dan od uslova:

(1) m=kr+k+1=3,
(2) m=kp+k+1=r-2,
(3} 3({m=Rr+k+1)=r,

(4) 3(m=kr+k+1)=m=1,

tada Je AR m+rc&&.
3

D o k a z. Neka Heﬂﬁtm,m+r. Tada, prema Lemi 3.3.1, za

m-kr+k+1s 0 vazi xm'kr+k+1=x, a prema Teorem:i 3.3.2, vaii x'=x.

Sada, ako je m-kr+k+1=3, va7i

x=xm_kr+k+1=x3 ,
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odakle, zbog Propozicije 4.1.1, vazi ReiR .

UsTov (2) ne vaZi ako je r=1, ler je tada m=-2, 3to je ne-

Za r=2 neposredno siijedi Re® , odnosno Re Y& , MNeka Je

moquce.
Pl

r> 2. Ako je m-kr+k+l=r-2, tada Za xeR vaZzi X=X

Sada Jje

ti. RedR .

Aka je 3(m-kr+k+i)=r, tada za xeP vaii

r_ 3(m-kr+k+1)_ xmjkr+k+1)3=x3

X=X =X (

L

ti. Re &R .
Neka ie sada 3{(m-kr+k+1)=m-1 1 m>1, (jer za m=1 neposre-

dno slijedi da Re® , odnosno ReaR ). Tada za x%eR vazi X =%
Dalie je

x=xm+1=xm"1x2=xx2=x3 ‘

ti. 1 u ovome sluCaju vazi PeiR

4 3. 0 PRSTENIMA €IJT JE SYAKI PRAVI PODPRSTEN ANTI-

~-ITNYERZAN

Ovdie cemo razmatrat? klasu, u oznaci 0AR , onih pnrstena,

¢iji je svaki pravi podprsten 1Z klase AR .

Neposredno slijedi da je AR cOAR . Naime, ako je P anti-in-

verzan prsten, tada je 1 svaki nieaov pravi podprsten takodje

anti-inverzan, ti. ReQi% tj. RRCOAR
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Primjer 4.3.1. Prsteni 22,23,22323 ] 26 su iz klase 0O&%

jer su ovi prsteni anti-inverzni,

Primjer 4.3,2., Prsten 0, zadan sljedeéim tablicama

0
0
0
0

je iz klase Qﬂﬁ;L Naime, jedini njeqov pravi podprsten je{ 01},

i on je anti-inverzan,

Primijer 4.3.3. Takodje, jedini pravi podprsten prstena.

g je (0}, pa Zce-QaR .

Primijer 4.3.4. Polje GF{4) takodje prinada klasf NAR
Naime, jedin1 pravi podprsteni od GF(4) su {0} i {0,a} i oni su
anti-inverzni, ¥to se neposredno provjerava,

Meka je (0p,+,t) prsten, qdje je 0p={0,1,...,p}, operacija
Wyt sabiranje po modulu p i operacija no®  definisana sa a«.b=0
za svako a,beﬂp.

U Primjeru 4.3.2 vidjeli smo da 03EQMR . Za prstene Op va-

Propozicija 4.3.,1, Pwrsten Op pripada klasi QAR ako 1 samo

ako je p=1 1li ako je p prost broJj.

Dok a z. Ako je p=1, tada prsten 0, nema pravih podprst-
ena, Dna OpeQAEl. Ako je p prost broi, Jedini pravi podprsten

prstena 0, Je {0}, pa takodje OpEQRﬂ .



Neka je sada p sloZen broj i neka je r prost djelilac bro-
ja p. Prema Teoremi Silova, postoji podgrupa (R,+) od r eleme-
nata aditivne grupe (Op,+). Tada je p}sten (R,+,.) pravi pod-

nrsten prstena O Medjutim, prsten R nije antiinverzan, jer za

pl
xeR, x#0 Je x3=0, Dakle, ako p nije prost broj prsten ﬁp nije

iz klase (.

U Primjerima 4.3.3 1 4.3.4 vidjeli smo da su polja 23,25
i GF(4) iz klase Q4R . Postavija se pitanje da 11 postoje 1

druca konaéna polja koja su iz klase OAR ., U tom smislu vaZi:

Propozicija 4.3.2. Polje GFEpm) pripada klasi O0AR ako <

samo ako je p=2 1li p=3 % ako je ¢ proét'braj.

Do k a z. Primiietimo prvo, da je svaki nenult nodprsten
polja GF(p™) takodje polje. Naime, prema Propoziciji 1.6.3 sli-
jedi da je multiplikativna grupa (GF(p")*,-) cikligna grupa

W

reda p"-1 i da prema tome za svako xeGF(p™)° vaZi x" 1.

Neka je p=2 (odnosno p=3) i m prost broj. Tada, prema Pro-
poziciji 1.6.4 jedino pravo podpolje polja GF(Zm),(gdnosno po-
152 GF(3™) je polje GF(2)=Z,, (odnosno polje GF(3)=Z3). Kako
polie Z,, (odnosno polje 23) pripada klasi A% , to je GF(Zm) iz

klase 0i% , za slulaj kada je m prost broj.

Ako je p >3, tada poije GF(p™) ima podpolje izomorfno sa
poljem Z . Kako za p> 3 polje 7, nije 1z AR, to u ovome slu-

caju GF(pm) nije iz klase NAR .
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Neka sada m nije prost broj i neka je d djelilac broja

n, (d#1,d#n). Tada je polje GF(pd) pravo podpolje potja GF(pm).

Kako pnoljie GF(pd) nije iz 4% , to polje GF(pm) nije iz ¢ .

Propozictja 4.3.38. Neka su R, t Rg, RI#{O}, R,7#{o}prste-

nt. Vaizi

RIxRQeQA f=;} Rzeﬁﬁ.»;.Rzeiﬁ. :

Dok az. Ako R1eﬁﬁ i Rrexk , tada RyxR,e0iR jer za
proizvoljno (x,y)eR xR, vazi (X:Y)3=(X3,y3)=(x,y). No to znaii
da R1XR260 ;

Neka sada R1szeQaa _ pretpostavimo da jedan od prstena

R ili R, recimo Ry, nije iz klase AR ., Prsten P=R1x{n} je

XRo o Kako R1¢AR , to postoii xeR.

pravi nodprsten prstena Ry
prsten P nije

tako da je x3#x.-Tada je (x,ﬂ)3=(x3,0)#(x,0);-tj.

iz af. No, to znali da R1xR2¢Q&R , §to Je u kontradikciJi sa

nretpostavkom da R1szeﬂﬁﬁ

-
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a.4. 0 BAZISNOJ KLAST U SMISLU LJAPINA ZA KLASU AR

Konstruisacemo prvo neke primjere anti-inverznih prstena,
koji ¢e biti od znacaja za odredjivanje bazisne kilase u smislu

Ljapina za klasu prstena AR u odnosu na klasu svih prstena 5.

Primijer 4.4.1. Neka Re AR 1 neka xeR,x#0. Neka je dalje
2x=0. Tada je (x+x2)2=x2+x4=x2+x2=2x2=0, odakle je x+x2=0, od=
nosno x2=x. Dakle, u ovome slucaju element x generide anti-in-

verzni podprsten R, sa elementima 0 i x, koji je izomorfan sa

prstenom 22.

ppimier 4.4.2. Neka ReAR "1 xeR, x#0. Neka je dalje

3x=0, Ako je x2=x, tada element X geneﬁiée tro¢lani podprsten

R, S3 elementima 0,x 1 2x:




U oba sluaja dobijaju se prstehi izomorfni sa 23.

Primjer 4,4,8.,

Neka Reﬂﬁi i neka xeR,x#0, 3x=0,

Neka jJe

dalje x2#x i x2#2x. Kako 1z 2x2=x slijedi x2=2x, to e 2x2#x.

Takodije je 2x2#x2, jer bi u protivnom vaijelo 2x=x, odnosno

x=0, Dalje je 2x2#2x. Naime, ako bi bilo 2x2=2x vazjelo bi

(2x+x2)2=x+2x2=0, ti. 2x+x2=0, odakle Jje x2=x.

Dalje,zbog

=>»x=0,

= L
* *

: x+2x2=x==}2x2=0==>x=0,

: x+2x2=2x==>2x2=x,

] x+2x2=x2==>2x2=x,

2 2

O 9~ O N

. X#2x°=2x" =>x=0,

2 2

=> ¥

x+2x2=x+x

2

=0=>x=0,

=x==}x2=2x,
2

2X+X

2

2x+x =2x =>¥ =O =>x=0,

e x+2x2#x2,
2

y

8. x+2x2#2;

9% x¥2x2#x+x2

, 10:2x+2xzfx,
117 2x+x2#x,

v X+2X2#2x: 12: ZK+X2#X2!

12.
13.
14,
15.
16.
17.
18,
19,
20,
21.
22.

137
147
155
16,
172
187

2x+x2=x2

0

il

=>2X >x=0,

fo;2=2x2;=>x2=2x,

2§+x2=x+x2

2

:=}x=0,

2 X+X =x+2i2==>x2=x,

2x+2x2=x==>2x2=2x,

2x+2x2=2x 2

2x+2x2=x2

=>»2x"=0 =>x=0,

2

=5>2X =2X,

2x+2x2=2x2 =>2x=0 =>x=0,

2x+2x2=x+x2==}x+x2=0==}x2=2x,
2x+2x2=x+2x2 =>yx=0,
2x+2x2=2x+x21=>x2=0==>x=0,

ox+x242x%,  19:12x+2x°#2x%,
2x+x2#x+x2, 20:2x+2x2#x+x2,
2x+x2#x+2x2. 21:2x+2x2#x+2x2:
2x+2x2#x, 22:2x+2x2#2x+x2.
2x+2x2#2x,

2x+2x2#x2,
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Dakle, u ovome sluaju element x generise podprsten Ry od 9 elemenata

0,x,2x,x2, sz, x+x2,x+2x2, 2x+x2 i 2x+2x2:

- 0 x 2 NG ox®  xixC  x#Bxc  2x#x 2% +2x°
0 0 X 2X x2 2x2 x+x2 x+2x2 2x+x2 ZX+2X
4 2 2 2 2 2
X X 2X 0 X+X X+2X°  2X+XT  Z2X+2X X 2X
X ZX 0 X 2x+x2 2x+2x2 x2 2x2 x+x2 x+2x2
x2 x2 x+x2 22+x2 2x2 D x+2x2 X 2x+2x2 Z2X
2x2 2x2 x+2x2 2x+2x2 0 x2 X x+x2 2X 2x+x2
x+x2 x+xz 2x+iz xz x+2x2 X 2x+2x2 2X, 2x2 0
2 2 2 Vi Z 2 2
X+2X X+2X 2A+2X-  2X X X+X X 2X+X 0 X
2 2 2 . 2 2 2 2
2X+X 2X+X X X+X 2X+2X X 2% 0 X+2X 0
2x+2x2 2x+2x2 sz x+2x2 2X 2x+x2 0 x2 X X+X
’ 0 X X xz 2x2 x+x2 x+2x2 2x+x2 : ,2x+2x2
0 0 0 0 0 G 0 0 0 0
X 0 x2 2x2"' X 2X x+x2 2x+x2 x+2x2 2x+2x2
X 0 2x2 x2 2X X 2x+2x2 x+2x2 2x+x2 x+x2
x2 0 X 2 X xz 2x2 x+x2 x+2x2 2x+x2 2x+2x2
2X 0 2X X 2x2 x2 2x+2x2 2x+x2 x+2x2 x+x2
o 0 cix®  ox#2x% x4x8  2xe2x%2x+2x? 0 0 R4 2
X+ZX 0 2x+x2 x+2x2 x+2x2 2x+x2 0 x+2x2 2x+2x2 0
2XAX 0 x2x 2%+ axix’  x42x% 0 2x+xC  x42x 0
ol l 0 2xa2x®  x4x@ 2x42x® x#x® xx’ 0 0 2x+2x°
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Lema 4.4.1. Neka ReiR < neka Je TeR,.Zp.  sko ie S5x=0
20 . il

(2x#0,3x70), tada vaii:

1. zno#2z, 7 3x2¢x, 1.3 4m2#53,
2. x°#3zx, 8. 3m2#2m, 14. 5m2#2m,
3. x’#4x, 9. 3x°#dzx, 15. Sz #3x,
1. 22°#x, 10. 3x’#5z, 16. 5z°#dx.

5. 2:°#3z, 11. 1z°#z,

8. EmB#Sm, - 12, 4m2#33,

D o k a z. Gore navedene reiacjje vaze 2bo0g:

-y

1. x2=2x => x3=2x2 = > x=2x2 => X=4X > Ix=0,

/3 x°=3x => x3=3x2 =i x=3x2 -> x=9x => Ax=0 => 2x=0,
1o y2eax => x3=4x% => x=8x" => x=16x => 3x=0,

s oxlex > 2x3=x? => xPslx,

S 2x2=3x => 2x3=3x2 => 2x=3x2 => 4x=6x2 => A4x=0 => 2x=0,
oo 9x2a5y => 2x325x% => 2x=5x°  => 1x=10x%=> A&x=x => 3x=0,

7 3x"=x => 3X =x2 = > 2=3x,

8: 3x2=2x = > 3x3=2x2 => 2x2=3x,

g- 3x2=4x => 3x3=4x" = ax=Ax?  => 2x0=3x,
L0 3x225x <> 3x3=5x? => 3x=Bx" = e sl
117 4x2=x =>4x3=x2 => x2=4x,

oo aglo3x o> 4x3=3x% =>  8x=5x" = x%e2x,
137 4x2=5x => 4x3=5x2 => 4x=5x2 => 2=2x,

14° 5x2=2x => 5x°=2x° _s~2xl=5%,
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2 3 2 2

157 5x°=3x=> 5x"=3x"=> 3x"=bx ,

Lema 4.4.2, Neka ReiR 1 xeR,z#0. Ako je x=0, (2x#0,3x70),

tada vazi:

7 mzzm <=> 5m2:53: <=> 2x2=2:1: <=> 4£2=4:1:,

2

2 $2=5m <=> Sy =x <=> Bmgzém £=> 432=2x.

Do kaz. 1. Zbog 6x=6x2=0, neposredno slijedi da je

x2=x-=:=>5x2=5x i 2)(2;'2)({:!-'4%?347&. Dokazacemo da je xz

=x€=>2x2=2x.
1z x2=x neposfednu sljjedd 2x2=2x.rNeka je sada 2x2=2x. Tada je

(x+5x2)2=4x+2x2=6x=0, odakle Jje x15x2=0, odnosno x2=x.

2, Zbog 6x=6x2=0, vazi x2=5x<=>5x2=x i 2x2=4x¢=>4x2=2x.

2=5x, tada je 2x2=10x=

Dokazademo da je x2=5x <=}2x2=4x. Ako je X
=4x, Ako Je 2x2=4x, tada iz (x+5x2)3=4x+2x2=2x slijedt x+5x2=2x,

odakle je x2=5x.

P rimijer 4.4.4, Neka Rexk , xeR, x#0, b6x=0, 2x#0,

2

3x#0. Prema Lemi 4.4,.1 moZe da vaZli x2=x 11 x"=5x,

Ako je x2=x, tada element x generise prsten R6 od 6 elemen~

ata 0,x,2x,3x,4x 1 5x:
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u 26' |

xeR,x#D,iz%x,xz#Sx,6x=0,

Neka ReiR

ppimier 4.4.9.
x2=3x. Tada Jje

3x+x2=4x2 4x+x2=x+3x+x2=x+4x 5x+x2=2x+3x+x2=2x+4x2
3x+2x2=5x2 4x+2x2=x+5x2 5x+2x2=2x+5x2
3x+4x2=x2 4x+4x2=x+x2 5x+4x2=2x+x2
3x+5x2=2x2 4x+5x2=x+2x 5x+5x2=2x+2x2 .

edju elementima U,x,Zx,3x,4x,5x,

Neposredno SE€ provjerava da m

2,x+x2,x+2x2,x+4x2,x+5x2,2x+x2,2x+2x2,2x+4x2 i

x2,2x2,4x2,5x

2x+5x2 nema medjusobno jednakih.

Prema tome u OVOM slucdaju element X generi3e prsten R18

od 18 aore navedeninh elemenata:



X+X X

Z XPH Xy 2 X 0 Xp XE S XPEXZ XS AT XT XGHX GXG SXTHXZ XTHX XT XGHXZ \ > XG+XZ
g & JERE 52 vo ¥ YD oYDS¥Z  ¥F YISV o¥pex sk YYD Lway v _viivs P e
T 5 2 . ‘.m - ‘u - g g u“u-mml 7z s M.w qmmaaw -mMuw M“m M gl M Tty
T . Y% ) ¥z 6 gAEE g =%e ¥ > me'mm Mww;x me .m<+<m mwwiﬁm
X 0 ,Xt XE XpHXe XG  SX4XZ X2 XpHK XY XX SXG  SXTHXZ XZHX ,XZ SXGHXZ XGHX | XG+X
0 7XS XE X2 XG  XZHXZ X2 SXGHXZ X .N%N+x X SXGH X SXEXZ XAX gX SXPEXZ GXPEX | SXpaX
XV XE 5% 0 X4X2 Xz SXpHXZ  XG  LX4X X Nx¢+x XY X2 PXGHXZ SXGHX XG SXZHXZ SXTHX | XT+X
SXE X2 0 XS X2 ,XGHXZ XG SXeHXE, X IXGEX Xy SXTHX X XPEXE SXpHX X SXAXZ XX | XX
. IXP+XZ XG LXAXZ X gXpHX XEFX . X4X X Xv XE X 0 SXTHXG S XTHX X2 SXGHXZ  XGHX HXG 2XS
o |
'OXG L XgHXZ XZ XG+XZ Xy ,XgHX X SXGHX XE /X2 0 X5 S XHXG XX X XUHXZ XPHX Xy | XY
SXAXZ X2 XPEXZ XG 4K X 2 Xb+X X¥ 7X 0 S XY XE  SXGHXZ XGHX 2XG SXTHXZ SX2HX SXT { HXT
XZ ,XGHX XG ,XZ+XZ X XGHX Xp  SX2¥X 0 2 %S 7 X SXC XY A XY SXAXZ XX 7X /X
FXGHX Nx¢+x Nxm+x Nx+x mxm Xy s 2 XV SXZ+XZ Nx+xm Nxm+xm Nx¢+xm Xt X¢ X2 X 0 X4 XG
7XG XY X2 wx SXZHXZ SXHXZ FXGHXZ Nx¢+xm 7 X2HX Nx+x FXG+X Nx¢+x XE X2 X 0 Xg Xt Xy
XX XX SXGHXZ Nx¢+xm SXCHX mx+x Nxm+x 7 Xp+X Nxm X XSG XY X2 X 0 XSG X XE 43
Nxm+xa Nx+x_ Nxm+x Nx¢$x Nxm Nx Nxm Nx¢ Nxm+xm Nx¢+xm.mxm+xm Nx+xm X 0 X§ XY Xe X | X¢
/X2 /X XSG Xf XGHXZ XPHXZ XZHXZ SX4XZ XGHX XX oXZHX Nx+x. za. XG X{ XE  XC X X
SXGHXG SXGIXZ SXZHXT Nx+xm SXGHX SXPHX  ,XZ+X Nx+x -5 2 XY 7%¢ 2 Xg XY Xt " Xe A 0 | O
L XGHXZ NxWWxN mxm+xm Nx+wm XGHK XG4 S XZHK XX .:Nxm b X X X§ Xy XE Xz X 0 .Aﬁ +



¢

¢

¢

¢

0 Xe+XZ XE 0 XX XE XX Xp+X SXLHXL
G+ 0 JXGHK SXp4XZ 0 XPHXZ 0 SXGHK XA
0 Xe+xz O 0 XX 0 XX XX SX2HX2
XGHX O JXZ+X XP+X2 X ,¥XZ 0 ,XZHK SXP+XZ
JXp+Xe 0 SXUHXZ XGHX 0 X6 O S XPXZ S XG+X
0 XX XE 0 XGHXZ XE XZHXZ SHGHRZ | XX
L ALTA S XHXZ JXGHX  XE XZHX 0 XX SXG+X
0 XX 0 0 XXz O Nxm+xmfmxm+wN X+X
SHGHK XX A A SXG+X2 XX SXZHXE X ;X2
SXYHXC X2HXZ SXYHXE S XGHX SX+X SXGHX  X4X R
JHGHX XX SXGHX S XP+XZ XEHXT XY+X2 XeHXZ  X¥ ,X2
S XPHX2 SXZHXT JX+XT SXGH XX X2+X XX XS X0
SXPHXZ XX SXAXZ S XGHX SXG+X2 Nxmwm XHXZ X XZ
SXGHX SXZHXT XGHX SPHXZ XA AL/ wax XZ X}
0 0 Xg 0 X¢  Xg 0 X¢ 0
Nm¢+xw XX XPHXS S XGHX SXTHXZ SXGHX SX2+XZ XY X2
XGHXZ S XGHX ,XZHXE SXTHX SXY+X2 JXPHX XX SXHX XS X¥
0 0 0 0 0 0 0 0 0
.wx¢+xm 2 XZHXZ SXHXZ SXGHX XPHX S XZHX XX X XY

¢

XG+XZ2

0

XZ+XZ

Xg

¢

XZ+XZ

¢

XG4+ XY

XG+XZ

X 4X

XE

X+X

0

¢

¢
T/

'/

XG+XZ
Xp+%2
XZ+XZ
X+XZ
XG+X
X{+X
XZ+X

X+X

Nx+x mxm+xm Nx¢+x wa+xm XE Nx+x Nxm+xm 0
XG+X Nx¢+xm Nx¢+xm 2 XG+X 0 Nx¢+xm mxm+x 0
Nx+x Nxm+xm mx+x Nxm+xm 0 Nx+x Nxm+xm 0
XG+X Nx+xm Nx+xm mxm+x X§ Nx¢+xm Nxm+x 0
X{4+X2 uxm+x Nxm+x Nx¢+xm 0 Nxm+x L AR 0
XZ+XZ Nx¢+x Nxm+xm Nx+x XE Nxm+xm Nx¢+x 0
Nx¢+xmmxm+x mxm+x Nx¢+xm X§ Nxm+x AX+X2 0
Nxm+xm Nx+x Nxm+xm Nx+x 0 mxw+xm Nx+x 0
Nxe Nxm X X¢ Xg X¢ X9 0
X¢ Xp % Xy 0 X¢ Xp 0

¢ ¢
qu Nxm Xy X 0 Xt X¢ 0
NxN Nx ) {* X{ Xg %2 X 0
X{ Nx NxN ¢ mx¢ Nxm 0
XZ Xy Nxm qu 0 2X< 2Xb 0
0 XE XE 0 XE 0 X¢ 0
Xp X¢ Nxe Nxm 0 Nxc Nxm 0
XZ X Nxm Nxe XE Nxm X 0
0 0 0 0 0 0 C 0

R PP T P T S -__.lllllllllllllllll[llllll...l.l.lllll_.l. . ——

Nxm 2% X§ Xy XE XZ X 0
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Primier 4.4.6, Neka Rei® , xeR,x#O,XZ#X,X2#5X,6X=ﬂ,

2x40,3%x#0. Neka je dalje 3x%#3x. Tada, zbog Leme 4,4,1., ele-

ment x aenerife prsten R,. od 36 elemenata 0,x,2x,3x,4x,5x,x2,

2x2,3x2,4x2,5x2,x+x2,x+2x2,x+3x2,x+4x2,x+5x2,2x+x2,2x+2x2

2x+3x2, 2x+4x2,2x+5x2,3x+x2,3x+2x2,3x+3x2,3x+4x2,3x+5x2,4x+x2

2,5x+3x2,5x+4x2 i

b

4x+2x2,4x+3x2,4x+4x2,4x+5x2,5x+x2,5x+2x

5x+5x2.

Teorema 4.4.1. Klasa ¥ :{RI,Rz,Rs,Re;RQ,RI8,R3§;gﬁéjeEﬁ

triviiini prsten, Ry=L,,R;=lz,Rs=7, £ RgsR,gs5R3 prateni 12

»

Primjera 4.4.3, 4.4.5 1 4.4.6 Je ?azisna,klasa u emislu Ljapi-

na za klasu £R u odnosu na klasu R svih prstena.

Dok a z. (i) Dokazacdemo prvo da je svaki prsten ReiR

uniia svoiih podprstena, koji su izomorfni sa prstenima iz kla-

se oL,

Neka ReAR i neka je x#0 proizvoljan element prstena R,
Prema Propoziciji 4.1.1 vazi x3=x, a tada, prema Lemi 2.1.1
vazi 1.2x=0 11 2.3x=0 114 3.6x=0,(2x#0,3x#0).

1. Ako je 2x=0, tada je, kao 3to smo vidjeli u Primjeru

2

4.4.1, x“=0 i element x generi3e prsten R, izomorfan sa Z,.

?. Neka je 3x=0, Ako je x2=x il x2=2x, tada,kao $to smo

vidieli u Primjeru 4.4.2, element x generisSe podprsten R, izo-

morfan sa 23.

Ako je x2#x i x2#2x, tada prema Primjeru 4.,4,3, element

x generile prsten Rg.



3. Neka je 6x=0,(2x#0,3x#0), Ako Je x2=x 14 x2=5x,

(prema Lemi 4.4.1 je x2#2x,x2#3x,x2#4x); tada prema Primjeru

4.4.4, element x generise podprsten Rg jzomorfan sa Zg.

Neka je sada XZ#X,X2#5X. 7boa Leme 4.4.2, jedino moZe da

vazi 3x2=3x, i tada prema Primjeru 4.4,5, element x generise po-

dprsten R18‘

Ako je 3x2#3x, tada prema Primjeru 4.4,6, element x gene-

rie podprsten R36‘

Dakle, proizvoljni e1ement‘xeR pripada nekom podprstenu

prstena R koji je izomorfan sa nekim od prstena iz klase £ .

(ii) Ako je prsten R unija svoiih podprstena izomorfnih

sa prstenima iz klase ¥, neposredno slijedi da ReaR.

(11i) 1z dokaza (i) s11jedi da ne postoji podklasa klase ¥

koja bi zadovoljavala (1),
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4 5., BAZISNA KLASA KLASE PRSTENA 7A €101 SVAKI ELEMENT

L |

VAZT x7=x

Qvdje ¢emo odréditi bazisnu klasu u smisiu Liapina Za kla-

su prstena R4sa syojstvom

(4.5.1) (UxeR)(x4=x) ;

ani 1z ove klase nijesu anti-

tj. za klasu nrstena R,» mada prst

-inverzni.

Za protavolini element TER

Lema 4.5.1. Neka Je RESE ;

il

vazi 2x=0.

Za e]ément xeR vazi 2¢=0 111

Do k a z. Prema temi 2.1.1%,

7x=0 111 14x=0,(2x#0,7x#0).

predpostavimo da je 7x=0, Tada Jje (3x)4=4x, odakle je zbod

tto je za x#0 nemoquce. Dakle,

(4.5.1), 3x=4x, odnosno 6x=0,

7x#0.

ctavimo sada da je 14x=0,(2x#0,7xf0). Tada je (3x)'=

Pretpo
(4.5.1), 1y=11x, odnosno 6x=0,

-11x, odakle je, zbog £to je ne-

mogude. Dakle 14x#0.

Neka je Re Ry - rada je za svako xeR

2. 3
T =X Ccme=mD> L =L

: 2
no k a z. Ako J& X =x, tada je X3=x2, odnosno <o =X,



Ako je x3=x, tada je x'=x°, odakle, zbog «Fax, slijedi

Lema 4.5.3. Neka Re€{4. Tada 2a protavoljno xe€R su ekvi-

M

valentna tvrdjenja:

a)l m+m2+x3:0,
b) m+m2=x3,
c) m+m3:x2,

d) x2+$3:m. |

Do k a z. Slijedi neposredno, jer je prema Lemi 4.5.1,

2

2x=0, a znaci 1 2x =2x3=0.

-

<ada €emo konstruisati dva prstena iz klase 9k4 koji ¢Ce
biti od znacdaja za odredjivanje bazisne klase u smislu Ljapina

za klasu nrstena R4Lu odnosu na klasu svih ﬁrstena.

ppimier 4.5.1, Neka je R prsten 1z klase %Ry i xeR,x#0.
Neka dalie va?Zi ngx, odakle., zboo Leme 4.5.2, s1ijedi x3#x.
Pretpostavimo dalje da je x+x2+x3=0. Tada je, prema Lemd 4.5,3,

x+x2=x3,x+x3=x2 i x2+x3=x.

7nacii u ovome sluéaju elemenl X aeneride podprsten R&

prstena R, €iji1 su element] O,X,XZ i Xa;

s10 X xz X 0 x> x°
-__L_____Trﬂ__jr____.
0f 0 X x X 0
x> x> 0 X x2 X 0
x2 x2 X 0 x3 X 0
X X x2 x> 0 X 0
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Ovaj prsten je izomorfan sa poljem GF(4), sto se

provjerava,

xz#x, a znadi

4.5.3, tada je x+x2%x3, x+x3#x

3

Primjer 4.5.2.

7 2

. 3
i x"+xT#X.

Dalie, zboq

. x+x2=x=? 220  x=:0=>x=0,

x+x2=x2 =>x=0,

x+x2ﬁx+x3 5 g =>x3=ix4:=bx3=x ==>x2=x,

2 1
x+x2=x2+x3==>x3=xr=}x =X,

2 2, .3 3

© wixSzx+x“+x” =>x"=0 =>x=0,

. X+X3=X =>X3=0 =}){4=O =% X=0,

x+x3=x3 =>x=0,

2

3 2
7OX+EXT =X #xS =>x =X,

: x+x3=x+x2+x3==bx2=0==}x4=0-=bx=0,

102 x2+x3=x2==>x3=0==>x=0,

117 x24x3=x3 =>x°=0 =>x=0,

127 x2+x3=x+x2+x3 =»x=0,

13 x+x2+x3=x==}x2+x3=0-=}x3=x2==>x3=x,

147 x+x2+x3=x2==>x3+x=0:=>x3=x,

165 x+x2+x3=x3==$x+x2=0 =ﬁx2=x,

: x+x2#x, 4, x+x2¢x2+x3 s 7. x+x3#x3 .
x+x2¥x2, b, x+x2#X+X2+X3, 8. x+x3#x2+x3,
x+x2#x+x3, 6, x+x3#x, g, x+x3#x+x2+x

neposredno

3

Neka je Re R, xeR,x#0, Neka je dalje

i x3#x, ali neka je sada x+x2+x3#0. Zboqg Leme



By £

x2+x3#x2, 12. x2+x3#x+x2+x3, 14, x+x2+x3#12,

i1, x2+x3#x3, 13, x+x2+x3#x, 155 x+x2+x3#x3.

10,

Dakle, u ovome slulaju alement x qeneride podprsten Rg od 8 ele-

menata 0,x,x2,x+x2,x+x3, x2+x3 i x+x2+x3 prstena R:

+ 0 - X x2 x‘3 x+xz X + X x2+x3 x+x2+x
0 0 X x2 x3 x+x2 X+ X x2+x3 x+x2+x
X X 0 x+x2 x+x3 xz x3 x+x2+x3 x2+x3
x2 x2 x+x2 0 x2+x3_ X x+x2+x x3 x+x3
x> x> X+ X x2+x3 0 §4x2+x3 X x° x+x2
X+ X x+x2 xz X x+x2+§3 0 x2+x3 x+x2 xq
X+ X x+x3 x3 X+X+X X x2+x3 0 x+x2 x2
x2+x3 x2+x3 x*x2+x3 x> x2 x+x3 x+x2 0 X
x+x2+x3 X+X+X x2+x3 x+x3 x+x2 x3 xz X 0
° 0 X xz x3 x+x2 x+x3 x2+x3 x+x2+x
0 0 0 0 0 0 0 0
X 0 X x3 X x2+x3 x+x2 X+ X x+x2+x3
xz 0 x3 X xz x+x3 x2+x3 X + X X+ X +x3
x3 0 X x2 x3 x+x2 x+x3 x2+x3 X+X+X
x+x2 0 J(2+;at:‘3 x+x3 x+x2 x+x2 x+x3 x2+x3 0
X+ X 0 X + X x2+x3 x+x3 x+x3 x2+x3 x+x2 0
x2+x 0 x+x3 x+x2 x2+x3 x2+x X+XC  X+X 0
x+x2+x3 0 x+x2+x3 x+x2+x3 x+x2+x3 0 0 0 x+x2+x3
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Teorema 4,5.1, Klasa I’={R1,R2,Ra,ﬂé}, gdje je R, tri-
vijalan prsten, R2=22 i prsteni Ri i Ré prsteni iz Primjera
4;5.8: 1 455,2 je bazisna klasa u smislu Ljapina za klasu

prstena 9, u odnosu na klasu svih prstena R .

Dok az. (i) Neka je R prsten iz klase X, i xeR, x#0.

Prema Lemi 4.5.1, vazi 2x=0,

Ako je x2=x, tada element x generiie podprsten prstena R
izomorfan sa prstenom Z,.

2
Ako ie xzfx, a znacéi prema-lLemi 4.5.2 1 xgx, i ako Je x+x"+

+x3=0, tada prema Primjeru 4.5.1,”é1ement'x generie nodprsten
R&. Ako je x+x2+x3#0, tada premd Primjeru 4.5.2, element X ae-

nerise prsten Ré .

Prema tome, proizvoljan element xeR pripada podprstenu pr-

stena R koii je izomorfan sa nekim od nrstena iz klase &’ .

(ii) Ako je prsten R unija podprstena izomorfnih sa prstenima

iz klase %', tada neposredno slijedi da Re X,.

(iii) Tz dokaza (i) slijedi da ne postoji prava podklasa

kiase ', koja zadovoljava (i).
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